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Notation

R : ensemble des nombres.
N* : ensemble des entiers naturrelle non nules.

Q :un ouvert de R"”

EDP : équations Aux Dérivées Partielle.

0Q) : frontiere de Q.

7 : est un normale extérieure.

U,, : solution exacte.

Uiny : solution approchée par la méthode de l'inverse.
Unew : solution approchée par la méthode de Newton.
Ug : solution approchée par la Méthode des élément fini-Newton.
Er.ab: Lerreur absolue.

IETinyll= 1 Uex — Uinylloo-

IErNewll= | Uex — UNewlloo-

IEre.fll=1Uex = Ugflloo-
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Introduction

La plupart des phénomeénes mécaniques, physiques, biologiques ou économiques sont modéli-
sées a l'aide d’équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires et le développement de
ces sciences passe en partie par une meilleure compréhension des propriétés des solutions de ces
EDP.

Trouver la solution d'une EDP ou d’un systeme d’EDP est ainsi un probleme courant, souvent
difficile ou impossible a résoudre de fagon analytique. A cet effet, il est alors nécessaire de recourir
a des méthodes numériques.

Les notions d’infini et de continu sont couramment utilisées. La solution exacte d'un probleme
d’équations aux dérivées partielles est une fonction continue. Les ordinateurs ne connaissent que
le fini et le discret. Les solutions approchées seront calculées en définitive comme des collections
de valeurs discretes sous la forme de composantes d'un vecteur solution d'un probleme matriciel.

En vue du passage d'un probléme exact (continu) au probleme approché (discret), on dispose
de plusieurs méthodes concurrentes : les différences finies, les éléments finis et les volumes finis.

Notre modeste travail porte une étude générale d'un probleme différentiel d’évolution, pré-
senté par une EDP hyperbolique, faisant impliquer quelques méthodes d’ optimisations, telles que
la méthode de minimisation d’énergie dans la partie théorique, existence et unicité de la solution
et la méthode de Galerkin-Newton, dans la partie numérique, dans le but d’améliorer I'approxi-
mation et la précision de la solution par rapport a d’autres méthodes, telle que celle des éléments
finis.

Dans le premier chapitre sont donnés, a titre de rappel, quelques résultats préliminaires parti-
culierement d’analyse fonctionnelle et numérique, de définitions, de propositions et de théoréemes
utiles pour aborder les chapitres suivants et Pour en savoir plus voir

Comme on va s'intéresser a résoudre un type EDP hyperbolique, le deuxiéme chapitre va nous
amener a introduire des techniques basées sur la discrétisation temporelle et la formulation varia-
tionnelle pour répondre a la question des problemes différentiels bien posés, disposés a I’approxi-
mation.

Lobjet du troisieme chapitre sera en premiere partie, application de la méthode choisie de
Galarekin-Newton, qui s’appuie sur la combinaison de quelques méthodes d’optimisation avec
un traitement des erreurs justifiant 'amélioration inspirée et dans la deuxiéme partie, on a essayé
de présenter un exemple d’application sur un probleme de Poissons a titre de compréhension.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion ainsi que quelques remarques d’ordre pers-
pectif.



TABLE DES MATIERES

Enfin, il convient de signaler que notre travail est essentiellement basé sur une combinaison
de méthodes déja vues (étudiées).



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce premier chapitre sont donnés, a titre de rappel, quelques résultats préliminaires particu-
lierement d’analyse fonctionnelle et numérique, de définitions, de propositions et de théorémes
utiles pour aborder les chapitres suivants et Pour en savoir plus, voir [1], [2], [3] et [14].



1.1 Espace de Hilbert

1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. (Produit scalaire)

Soit H un espace vectoriel sur R.

On dit que (.,.) est un produit scalaire sur H, si les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout
uvvweHetleR

Au,v) = Ay, v).
(u+v,w)=(u,w)+(v,w).
(u,v) =(u,v).

(u,u) =0.
(v,u)=0 u=0.

Définition 1.1.2. (Espace préhilbertien)
Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

(Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit H un espace préhilbertien, alors pour tout u,v€ Hon a:

1 1
[(u, V)= (u, u)2 (v, v)2.
1
| ull = (1, u)2 est la norme induite par le produit scalaire (.,.)sur H.

Définition 1.1.3. Soit H un espace vectoriel normé,
1. Une suite (u#,) ey de H est de Cauchy si et seulement si :

Ve>0,IN >0 tel que Yn,m=N, |u, —unl<e.
2. On dit que une suite (u#,) ey de H converge vers u € H si
lim ||lu,— ul|=0.
n—o0

3. Ondit que H est complet si toute suite de Cauchy de H est convergente.

Définition 1.1.4. (Espace de Hilbert)
Soit H un espace préhilbertien. On dit que H est un espace de Hilbert si il est complet par rapport
ala norme associée.

1.2 Espace de Sobolev
Déﬁnition 1-2. 1. (Espace H1 (Q) ESpace H1 (Q) Espace I’I1 (Q)Espace H! (©))Soit Q un ouvert de R”?. Lespace de Sobolev Hl (Q) est défini par : H! Q)= {V € LZ(Q)
Proposition 1.2.1. On muni H'(Q) du produit scalaire
(u,v) = f (ux)v(x)+Vux)Vv(x)) dx,
Q

etde la norme )
2
||u||H1(Q):(Luu(xn%wu(xnz)dx :

I'espace de Sobolev H' (Q) est un espace de Hilbert.



1.3 Approche Variationnelle

Plus généralement on introduit les espaces suivants :

Définition 1.2.2. (Espace H"(Q))

n
Soit a = (ay,...,ay), a; €N, un multi-indice, on note |a|= Z a;ielal=a;+..a,.
i=1
Pour un entier m = 0, 'espace de Sobolev H" (Q) est défini par :

H™Q)={ve*(Q) telque, Ya avec |al<m,0%v € L*(Q)},
lal

————v(x) : estla dérivée d’ordre || de v au sens des distri-
ox¥...0xN
10Xy

ot la dérivée partielle 3% v(x) =
butions.

Proposition 1.2.2. On muni H™(Q) du produit scalaire :

wv)=| Y 0%ux)o*v(x)dx,

Qlal<sm

et la norme associée a ce produit scalaire est

1
leell mrm (= (u, w)2.
Lespace de Sobolev H" (Q) est un espace de Hilbert.

Remarque 1. Pour m =0 on a H*(Q) = L?(Q), et pour m = 1, on retrouve I'espace introduit dans la
définition(1.6)

Définition 1.2.3. (Espace H, (Q2))
L'espace de Sobolev H& (Q), est un sous-espace de H' (), il constitué des fonctions qui s’annulent
sur le bord 09, il défini par

Hy(Q) ={ve H'(Q) tel que, vlyn=0},
I'espace de Sobolev H(} (Q), est un espace de Hilbert.

Définition 1.2.4. (Inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert de R” borné dans au moins une direction de I’espace. Il existe une constante C > 0
telle que, pour toute fonction v € H& (Q),

flv(x)lzdstfIVv(x)lzdx.
Q Q

1.3 Approche Variationnelle

Le principe de I'approche variationnelle pour la résolution des équations aux dérivées partielles
est de remplacer I'’équation par une formulation équivalente, dite Variationnelle, obtenu en in-
tégrant I’équation multipliée par une fonction quelconque, dite "test". Comme il nécessaire de
procéder a des intégrations par parties dans I’établissement de la formulation variationnelle.



1.4 Théoreme de Lax-Milgram @

1.3.1 Formulation variationnelle

Définition 1.3.1. En mathématiques, la formulation variationnelle d'un probleme régi par des
équations aux dérivées partielles correspond a une formulation faible de ces équations qui s’ex-
prime en termes d’algébre linéaire dans le cadre d’un espace de Hilbert. A I'aide du théoréme de
Lax-Milgram, elle permet de discuter |'existence et de I'unicité de solutions. On peut dire que la
formulation variationnelle est une autre maniere d’énoncer un probleme physique régi par des
équations différentielles ou aux dérivées partielles.

1.3.2 Formule de Green

Soit Q2 un ouvert régulier de classe C!'siu,ve H'(Q), alors elle vérifie la formule :

fu(x)av(x)dx:—f v(x)au(x)dx+f ux)v(x)n;(x)ds.
Q 0 Q 0 0Q

Xi Xi

Ou n; estlai-éme composante de la normale extérieure unité a 0Q).

1.4 Théoréme de Lax-Milgram

Nous décrivons une théorie abstraire pour obtenir I'existence et I'unicité de la solution d'une for-
mulation variationnelle dans un espace de Hilbert réel V, nous considérons une formulation va-
riationnelle du type :

{ trouver ueV telque M

a(u,v)=L(v) pour toutfonctionveV

Les hypotheses sur a et L sont :
a) L(.) est une forme linéaire continue sur V c’est-a-dire que v — L(v) est linéaire de V dans
R et il existe C tel que :
|[L(v)| < Cllv], pour tout veV

b) af(.,.) est une forme bilinéaire sur V c’est-a-dire que : w — a(w, v) est une forme linéaire
de V dans R pour tout v € V et v — a(w, v) est une forme linéaire de V dans R pour tout
wevV.

c) al.,.) est continue, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que :

la(u, v)| < M|lullllv pour tout u,vevV
d) al(.,.) est coercive, c’'est-a-dire qu’il existe a > 0 tel que :
a(u,u) = allullz, pour toute ueVv

Théorém 1.1. Soit V un espace de Hilbert réel, L(.) une forme linéaire continue sur V, a(.,.) une
forme bilinéaire continue coercive sur V. Alors la formulation variationnelle (1). admet une unique
solution.



1.5 Equations Aux Dérivées Partielle

Proposition 1.4.1. On se place sous les hypotheses du Théoreme de Lax-Milgram. On suppose en
plus que la forme bilinéaire est symétrique a(u, v) = a(v, u) pour tout u,ve'V.
Soit j(v) U'énergie défini pour v e V par

1
j) = Ea(v, v)—1(v). (1.1)

Soit u € V la solution unique de la formulation variationnelle (1). Alors u est aussi l'unique point
de minimum de l'énergie, c'est-a-dire que

ju) :Iglei‘Iflj(V).

Réciproquement, si u € V est point de minimum de l'énergie j(v), alors u est la solution unique de
la formulation variationnelle (1).

1.5 Equations Aux Dérivées Partielle

Dans cette partie, nous présenter le concept des équations aux Dérivées Partielles, et quelque
condition aux limites.

Définition 1.5.1. Une EDP est une équation dont I'inconnue est une fonction et fait intervenir les
dérivées partielles de cette fonction. Lordre de 'EDP est I'ordre maximal de dérivation de la fonc-
tion. Cette équation est ainsi de la forme :

F du ou  0*u 0’°u 0*u
x’ Yooy u) ) )y ) ) ’:.
¥ 0x 0y ~ 0x? 0xdy 0y?

.)=0 (1.2)

Exemple 1.
u 0*u 0°u 3

0x2 +0y2 "9z T

est une EDP du 2°¢" ordre

Définition 1.5.2. Une solution de I’équation (1.2) est une fonction u = u(x, y,...) des variables in-
dépendantes x, y... dont les dérivées partielles apparaissant dans ’équation existent aux points
de D et telle qu’apres avoir substitué cette fonction et ses dérivées partielle dans I’équation (1.2),
celle-ci est satisfait.

Exemple 2.
ou 0°u 0 1.3
ox ay? '
est un exemple d’EDP pour le domaine D = R? et u(x, y) =2x+ yz, u(x,y) = e *sin(y), sont deux
solution de cette EDP (1.3)
En effet si u(x, y) = 2x+ y* alors :
ou _ Odu 0’u 0°u

__2) _:21 _:0) _:2)
0x ay Y o 0y?

et nous obtenons que



1.6 Classification des EDP

ou 0*u _—
ox 0y? '
Siulx,y)= e_xsin(y) nous avons :
6_u =—e *sin(y) a_u =e Ycos(y)
ox ¥ oy ¥
P u u
2 e ~sin(y), 0_y2 e ~sin(y),
et nous obtenons que
O_u - Oz_u =—e *sin(y)+e *sin(y) =0
dx 0y o

1.6 Classification des EDP
On distingue trois grandes catégories d'EDP :

— Les équations de type elliptique qui interviennent trés souvent dans la modélisation des
phénomeénes stationnaires (c’est-a-dire n’évoluant pas au cours du temps).Le prototype
d’équation elliptique est I’équation de Laplace

-Au=f,
d’inconnue u(x) € Q cR" et de donnéef.

— Les équations de type parabolique, qui modélisent souvent I'évolution transitoire de phé-
nomenes irréversibles associes a des processus de diffusion. Léquation de la chaleur en est
un prototype :

ou
_Au=f, 1.4
ot u=f (1.4)

d’inconnue u(t,x),x€ Q cR",t >0 et de donnée f
— Les équations de type hyperbolique qui modélisent des phénoménes dépendant du temps,
de transport ou de propagation d’ondes. On identifie deux prototypes pour cette classe

d’EDP:
i) L'équation de transport
Ou + Ou =0, (1.5)
ot 0x
d’inconnue u(t,x),x€R, =0

ii) L'équation des ondes
62_u -Au=f (1.6)
012 ’ '

d’inconnue u(t, x),x € QcR", t >0, et de donnée f

nn nn

Remarque 2. D’ou vient le nom "elliptique", "parabolique", "hyperbolique" Placons-nous dans le
cas particulier des équations de deuxieme ordre . L'inconnue est la fonction u(x, y), qui satisfait
I'équation



1.7 Condition aux limites classiques @

02u+b62u +c62u+dau+eau+fu— (1.7
02 " Vaxay o2 T4 Ty TIHTE '
Pour simplifier, on suppose les coefficients a, b, ..., g constants.

On dit que (1.7) est :

a

— Elliptique si b* —4ac <0,
— Paraboliques si b* —4ac =0,

— Hyperbolique si b* — 4ac > 0.

Exemple 3.

a—yz C axz —0, (18)

Avec ¢ >0.0n b* —4ac > 0. Ainsi I'équation des ondes est hyperbolique.

ou 0°u
E—dﬁ—o (1.9)

Avecd > 0. On b* — 4ac > 0. Ainsi 'équation de la diffusion est parabolique.

1.7 Condition aux limites classiques

Nous nous placons dans le cas ot une EDP est définie sur un domaine Q € R” de frontiére. 0Q2
suffisamment réguliere.

1.7.1 Condition aux bords de Dirichlet

Définition 1.7.1. La condition de Dirichlet aux bords peut se définir comme la donnée d’une fonc-
tion u: R"” — R sur la frontiere de Q, ce qui peut se noter

u(t,x) = f(x),Vx €0Q.

La fonction f est une donnée du probléme .

1.7.2 Condition aux bords de Neumann

Définition 1.7.2. La condition de Neumann aux bords peut se définir comme la donnée de la
dérivée de la fonction u: R" — R par rapport a 72 sur la frontiére de Q, ce qui peut se noter

ou(t,
u(ix) =g(x),VxeoQ.
on

La fonction g est une donnée du probléme.



1.8 Principe des Méthode de Discrétisation

1.8 Principe des Méthode de Discrétisation

On considéré un domaine Q c R%, o d est la dimension de I'espace. Le principe consiste
a se donner un certain nombre de points du domaine, qu'on notera(x;...x;) < RY, on approche
I'operateur différentielle en espace en chacun des x; par des quotients différentiels. Il faut alors
discrétiser la dérivée en temps, la méthode de discrétisation en temps et en espace a été présenté
comme un outil théorique efface pour la résolution du probléme étudie.

1.9 Méthode des Eléments Finis

La méthode des éléments finis est une méthode pour résoudre des problemes de physique ou plus
généralement des équations différentielles avec conditions aux limites. De facon générale, on part
donc d’'un probleme (P) et on introduit sa formulation variationnelle (p,). On montre I'existence
et 'unicité d'une solution par le théoreme de Lax-Milgram. On travaille dans des espaces de Hil-
bert : on peut donc faire de I’approximation interne.

1.9.1 Principe des Eléments Finis

a) Comment les obtient-on a partir d'un systéme continu pour arriver a un systéme discret?

Soit Q le ouvert de R", de frontiere 0Q et sur lequel on cherche a résoudre un probleme (P) ra-
mené a une équation aux dérivées partielles, munie de conditions aux limites. On écrit la formu-
lation variationnelle et on obtient (p,) suivant :

trouver ueV tel que:a(u,v)=L(v),YveV

Ou V est un espace de Hilbert. Sous réserve que I'équation de départ ait les bonnes propriétés
(hypotheses du théoréme de Lax-Milgram), (p,) admet une unique solution u. Pour obtenir une
approximation numérique de u, on va remplacer I'espace V de dimension infinie par un sous
espace V}, de dimensions finies, et on va résoudre le probleme approché (pj,)

trouver upeVy tel que:a(uy,vy) = L(vy),YvpeVy

On sait que V}, est de dimension finie, c’est donc un fermé de V. Ou V est un espace de Hilbert :V},
aussi donc. On applique donc encore une fois le théoreme de Lax-Milgram :

uy existe et est unique.

En pratique l'espace V}, sera construit a partir d'un maillage du domaine Q, I'indice & désignant

la taille typique de mailles.
Puis on cherche une solution comme combinaison linéaire de fonctions données sur chaque élé-

ment.

b) Comment passe-t-on du systeme discrétisé aux fonctions de forme?

Nous avions une EDP a résoudre sur un domaine . Nous avons écrit la formulation variationnelle
(py) et on s’est ramené au probleme :

trouver ueV tel que:a(u,v)=L(v),YveV



1.10 Méthode de Galerkin

On va chercher une approximation u. Pour cela, on définit un maillage du domaine Q grace auquel
on va définir un espace d’approximation V}, (sous espace vectoriel de V et de dimension finie Ny,).
Le probléeme approché est donc :

trouver up€eVy tel que: aluy,vy) = L(vy),Yv, eV

On définit alors une base de Vj, : (¢4, ..., ¢n,). On peut donc décomposer notre solution approchée
uy, en une combinaison linéaire des fonctions de base :

Np
Up = Z Hi@i
i=1
et donc le probleme devient :
Np,
trouver (w,...un,) €Vy tel que:)_ pialp;,vy) = L), Yoy € Vy
i=1

Ol a et L sont linéaires donc on peut écrire :

Np
trouver (uy,..,un,) € Vy tel que: Z pial@i, @) =Lig;),Vjell,.., Nyl
i=1

Cela revient a résoudre le systeme suivant: AU = B

alpr, 1) algz,91) ... alen, ) \ ([ u; L(g1)
alpr,p2)  algz,p2) ... alen,,e2) Uy | L)
alpr,n,) al@2,9n,) ... al@n,Pn,)) \UNy Lpn,)

1.10 Méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode trés générale et trés robuste. L'idée de la méthode est

la suivante. Partant d’'un probleme posé dans un espace de dimension infinie, on procédé d’abord
une approximation dans une suite croissante de sous-espace de dimension finie engendré par
des fonctions de base, Ces fonction en général des polynomes orthogonaux (Tchebycheyv, Le-
gendre,...) ou fonctions trigonométriques (séries de Fourier).
On résout ensuite le probleme approché, ce qui est en générale plus facile que de résoudre di-
rectement en dimension infinie. Enfin, on passe d'une facon ou d’une autre a la limite quand on
fait tendre la dimension des espaces d’approximation vers I'infini pour construis une solution du
probleme de départ. Il convient de noter que, outre son intérét théorique, la méthode de Galerkin
fournit également un procédé constructif d’approximation.

1.11 Méthode de Newton

La méthode de Newton est attribuée au mathématicien, physicien et astronome anglais Issac New-
ton (1642-1727). L'algorithme de Newton est appliquée a la recherche des racines de V f(x) = 0.



1.12 Algorithme d’optimisation

La méthode de Newton est une méthode de recherche des zéros d'une fonction g : R” — R selon
g(x)=0.

L'idée de cette méthode ici est de résoudre ’équation de V f(x) = 0, condition nécessaire de pre-
mier ordre pour la détection d’extrema d'une fonction. L'équation V f(x) = 0 est donnée par un
systeme n x n d’équation non linéaire. On donne aujourd’hui le nom de la méthode de New-
ton a toute approche algorithmique par linéarisation des fonctions définissant le systéme dont
on cherche une solution. Le terme systeme est pris ici un sens tres large puisqu’il peut s’agir des
équations, des inégalités, des équations différentielles ou dérivées partielles, des équations varia-
tionnelle, etc. Et aussi la méthode de Newton est appliquée a la recherche de minimisation d’'un
systeme d’équations non linéaires.

1.12 Algorithme d’optimisation

Un Algorithme d’optimisation est procédure mathématique qui permet d’obtenir les minimums(ou
maximums) d'une fonction réelle f(que I'on appelle fonction objective)

min f(x).

xt—:[R”f( )

Les algorithmes d’optimisation sont des processus itératifs que génerent génere une séquence de
valeurs x,+1 a partir d'un point de départ xy.

Un algorithme est convergent quand pour n'importe quel point de départ, la séquence arrive a la
solution (maximum ou minimum).

1.13 Lerreur

L'etude des erreurs forme une partie important de I’analyse numérique,en mathématique on dé-
fini plusieur type des erreurs par exemple(erreur absolus,relative,erreur d’arrondis,...etc).
Et dans notre travail on utilison I'erreur absolus

Définition 1.13.1. (Lerreure absolue)
Elle est appelée absolue, car elle est le résultat de 1a valeure absolue de la différence entre la valeur
exacte U,y et la valeur approchée Uy, est notée par :

Er.db: |Uex_ Uappl



Chapitre 2

Approximation d’'un Probléeme Hyperbolique

Comme on va s’intéresser a résoudre un type EDP hyperbolique, le deuxieme chapitre va nous
amener a introduire des techniques basées sur la discrétisation temporelle et la formulation va-
riationnelle pour répondre a la question des problemes différentiels bien posés, disposés a I'ap-
proximation. Dans la deuxieme partie, on a essayé de présenter un exemple d ?application sur un
probleme de poissons a titre de compréhension.



2.1 Probleme aux limites

2.1 Probleme aux limites

Définition 2.1.1. On appelle probleme aux limites une équation aux dérivées partielles munie de
conditions aux limites sur la totalité de la frontiere du domaine sur lequel elle est posée.

Définition 2.1.2. Problémes bien posés
Considérons une équation aux dérivées partielles sur un domaine Q avec éventuellement des
conditions auxiliaires sur la solution, on dit que le probleme est bien posés sion a:

a) Existence d'une solution du probleme,
b) Unicité de cette solution,
c) Stabilité par rapport aux données du probleme.

2.2 Position de probleme:

Soit Q un ouvert borné de R",de bord I' suffisamment régulier et
0 < T < oco. Etant donné une fonction
f:Q—R",

trouve une fonction
u:Qx(0,T) —R",

telle que :
2
a—u(t x)—Ault x)—gAu(t x)=f (x,)eQx(0,T) 2.1)
al‘z ) ) al‘ ) - ) ) ) .
u0,x)=0 sur €, (2.2)
(P)4 %u(o,x) -0 sur Q, 2.3)
u | I'x(@©,T)=0, (2.4)
Vu| I'x(0,T)=0, (2.5)

Ot f est une fonction donnée dans L*(€2)

2.3 Discrétisation en temps:

Effectuions une discrétisation en temps du probléme (P) dans la direction de I'axe-temps en
subdivisant uniformément l'intervalle I = [0, T] par les points t; =ih = (i =0,1...p)ou h=T/p
(p € N™ fixé) désigne le pas de temps, et remplacons a chaque point de la subdivision ¢ = ¢; (i =
0,1..p)

Ui — Uj—
la dérivée u, par le quotient aux différences ZA—tll ol u; est 'approximation de u(x, t;).
Onade (2.2)

u(0,x) =uy =0, (2.6)



2.4 Formulation variationnelle

etde (2.3):

au(Ox)—uO_u_l—O:u =0
ar T A e

L'équation discrétisée s’écrit comme suit :

U —2Uj_1+ Uj_» U —u; .
+Auj+ A———=f, i=1,..
(A1)? ' At ! 4

ona:

u; 1
—— +Au; + —Au;

(AD)? At
2ui 1 +uip 1 ;
:f_WjLEAuH. i=1,.,p

2.4 Formulation variationnelle

On multiple(2.9) par une fonction teste v, puis on integre sur Q2 On obtient :

1 1
W(Uz’, v) - (Au;, v) — E(Aui, V)

2Uij_1+ Uj_o 1
— 3 — tZAui-1,v),

= - At

On utilisée la formule de Green on obtient :

(Aui,v):f Aujvdx
Q

0
:f—uivds—f Vu;Vvdx,
ron Q

Comme u doit satisfaire une condition aux limites de Dirichlet, # =0 sur I

Dans ce cas, I’égalité (2.11) devient :
(Auj,v) = —f Vu;Vvdx,
Q
Alors, on aura:

(Aui) U) = _(Vui)vv)-

Et les identités (2.10) deviennent :

1 1
W(ui, v)+ (Vu;, Vv) +E(Vuiyvv)

(2.7)

(2.8)

(2.9

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)



2.4 Formulation variationnelle

2Uj_1+ Uj—2 1
=(f—-———v)——Nu;_1,Vo), 2.14
=gz ¥~ 3 V-1 V) (2.14)
Notons
2ui—1+ Ui
FF=f-———, 2.15
( ) ! ( )+ (Vu;, Vo) + 1(V Vv) (2.16)
a(u;,v) = ——=(u;, v u;,Vv)+ —(Vu;, Vo), .
i (At)z i i At i
et
1
Li(v) = (F;,v)— B(Vuz'—l,VV), (2.17)

Pour que le terme de gauche de (2.14) ait un sens il suffit que Vu; et Vv appartiennent a L*((),
et pour que le terme de droite de (2.14) ait aussi un sens il suffit que v appartienne a L?(Q) (on a
supposé que f € L*(Q)

Par conséquent, un choix raisonnable pour 'espace de Hilbert est :V = H(} (Q), le sous-espace de
H'(Q) dont les éléments s’annulent sur le bord 4<).

Donc le probleme variationnelle de (P).

(02) trouver U € Hé Q)
PPN ausv)=Liw)  Vve H(Q) (2.18)
Réciproquement :

soit u; € H, tel que

J@) = min j(v)

VEH,

etsoitve H& alors pour tout € Rona
Ju;+tv) = j(u)

1
jlu+ tv):Ea(ui+tv,ui+tv)—L(ui+tU)

grace a la symétrie de a(.,.) et sa expressions dans I'identités (2.16) et d’apres la linéarité de L(.) et
sa expressions dans 'identités (2.17), on obtient :

1 1 1
jui+tv)=juw+ t(E u;(xX)vx)+ 1+ E)Vu,-(x)v v(x)—F;(x)v(x)+ EVui_l(x)Vv(x))

2

+—
2

L wvoeas Ly )2)
— (Vv —)(Vv
At At
En a donc en particulier, pour tout £ € R et tout v € H(}
t( L uix)vx)+ 01+ L Wu;(x)Vv(x) — F;(x)v(x) + L Vu; (x)Vv(x))
At At : At

+t—2 (i(vw2+(1+ i)(Vu)z) >0
2 \At At B



2.5 Théoreme de Lax-Milgram

En divisant cette inégalité par ¢ > 0 et en faisant tendre ¢ — 0, on obtient que :

iu,'(x) v(x)+ 1+ i)Vu,'(x)VU(x) -Fi(x)v(x)+ iVui_l(x)Vv(x) >0 (1)
At At At

En divisant ensuit la méme inégalité mais cette fois par ¢ < 0 et en faisant tendre £ — 0, on obtient
que:

1 1 1
Eui(x) v(ix)+(1+ A—t)Vu,-(x)Vv(x) —-Fi(x)v(x)+ A—tVui_l(x)Vv(x) <0 (2)

D’apres (1)et (2) on trouve

1 1 1
Eu,-(x) v(x)+ (1+ A—t)Vui(x)Vv(x) —Fi(x)v(x)+ A—tVui_l(x)Vv(x) =

danc . ) )
—u;jv+(1+—)Vu;Vv=F,v+ —Vu;_1Vv(x
At i ( Alf) i i At i—1 ( )
ie.
a(u;,v) = L(v)

Ce qui prouve que u; vérifier la formulation variationnelle (2.18)
Donc d’apres la proposition de Lax- Milgram le probleme variationnelle(2.18) admet une unique
solution u; € Hy .

2.5 Théoreéme de Lax-Milgram

Insérons dans (2.16), v = u; il vient

1
alu;, u;) = Y, )z(ul,u)+(Vul,Vu)+ t(Vui,Vui),
1
alu;, u;) = A1 )Z(ul,u)+(1+—)(Vu,,Vu),
! llui 11 +(1+ )IIV I%, (2.19)
Uu; — u; .
(At)2 1 1
. 1 1 .
en prenant @ = min( ,1+ —) on obtient
(A1)? At
alug, up) = allu; |3, (2.20)
d’ou la coercivité de a(,.,)
de (2.16), on a
1
la(u;, v)|= A1 )Z(uz,v)+(1+—)(Vuz,VU), 2,21)

on utilise 'inégalite de Cauchy-Schwarz, alors

a(u;, V)= —=llu;lllvi+1+ —)IIVuzIIIVvll, (2.22)

1
(Ar)?



2.5 Théoreme de Lax-Milgram

et par suite

1 1
la(u;, v)|< (i 12 +1Vu: 1) 2 (Il l2+1vel?)?

(A1)?

1 1 1
+(1+E)(uwin%uuinzv(||v|| +IVvl?)?, (2.23)

Ce qui donne aprés quelque rérrangement et vertu de la norme de H!

1 1
a(u;,v) < Y, )2I|u1I|H1+IIvIIH1+(1+A—)IIVuZIImIIVvIIHl
=1+ ! + ! — ) uill g livll (2.24)
— u v .
At (Ap2 " EITTRHE
1
etavecM=(1+—+ ), on aura
At (A1)?
a(u;, v) < Mllu;ll g llvll g (2.25)

ce qui prouve que la forme a(.,.) est continue
De (2.17) on trouve :

1
IL; (V)= | Fill IIVII+EIIVui—1II Vol (2,26)
N AR e 1es 1 .
ol on a utilisé a nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz, en prenant le max(1, E) on obtient :

1
|Li (v)|<max( A7 )(IIF IV DIVl (2.27)

ce qui montre que la forme L;(.) est continue.

Alors pour tout i = 1, p et d’aprés le théoréme de Lax-Milgram il existe et uniques u; € H(} vérifiant
I'égalité (2.18)

DeplusOna:

a(u;,v) = (uz,v)+(Vul,Vv)+—(Vul,Vv)

1
(A1)
et

alv,u;)=——,u;)) +(Vy,Vu;) + t(Vv,Vu,-)

1
(an?
Comme a(.,.) est symétrique on va appliquer la proposition de Lax-Milgram Alors u; est 'unique
point qui minimiser la fonction :

1
j) = —a(v v)—1(v)

Jj(u) =min j(v)
veH]}

Démonstration :



2.5 Théoreme de Lax-Milgram

Soit u; € HO1 la solution unique de la formulation variationnelle (2.17), on développe (grace a la
symétrie et la linéarité de a(.,.) etlalinéarit¢ de L) On a:

1
jui+v) = Ea(ui+ v,u; +v)—Li(u; +v)

1( 1 .
= E((At)g(u,+ vui+v)+ V(u; +v), V(”1+V))+A—(V(ul+ V), V(ul+v)))

- ((Fi, u;) + A—t(Vui—qui)) - ((Fi, v) + E(Vui—bVl/))

—1[ ! u + 2 (uj, V) + 1 — Vv’ + (Vu)? +2(Vu;, V) + (Vv)?
T2lanzTi (At)2 b (A2 “

1 2
—(Vu)“+ Vu;,Vv)+ — (Vv
2 ( )2 t( i»VU) At( )

1 1
- ((Fi, ui) + E(Vui—l;vui)) - ((Fi, V) + E(Vui—l’vv))

1 1 1
25((A )2” +(Vuy)? +A—(Vul) ) ((Fi,ui)+E(Vui_1,Vui))

1 2
((A )21/ +(Vv) +— (VU))

1 1
T — Wi, )+ (Vu;, Vo) + —(Vul,VV) ((Fi, V) + A—t(Vui—l,Vv))

— (4. T 2 2 i 2
_](ul)+2(M2u + (V)" + = (Vo))

Car: . .
(A )z(u,,V)+(Vul,VV)+—(Vul,VV) ((Fi;V)‘i'E(vui—l»VV))
i.e:a(u;,v)=L;(v).
D’ou
Jjui+v) = ju;) Vi=1,..,p
Car:
—(L V2 + (Vv)2 + i(Vv)z) = 1a(v v) = E||v|| 2>0 (a est coercive)
2 Af? At 27T 2 B

Comme u; + v est quelconques dans H&, u; minimise bien I'énergie j dans H(}

Réciproquement :
soit u; € H, tel que
Jj(u) = min j(v)
veH}

etsoit v e H& alors pour tout t€Rona

Jjui+tv) = j(w



2.6 Notions de solution

1
jlu+tv)= Ea(ui +tv,u;+tv)— L(u; + tv)
grace a la symétrie de a(.,.) et sa expressions dans 'identités (2.19) et d’apres la linéarité de L(.) et

sa expressions dans 'identités (2.20), on obtient :

~ _ 1 1w _r 1o,
Ju+tv)=ju) + I(A—tul(x)v(x) +(1+ At)Vul(x)Vv(x) Fi(x)v(x)+ AtVul_l(x)Vv(x))

t2
+_
2

i(Vu)2+(1+i)(w)2)
At At

En a donc en particulier, pour tout £ € R et tout v € H&

1 1 1
K(E u;(x)v(x)+ (1+ E)Vui(x)Vv(x) -F;,(x)v(x)+ EVui_l(x)Vv(x))

2 \At
En divisant cette inégalité par ¢ > 0 et en faisant tendre t — 0, on obtient que :

+t—2 (i(w)2+(1+ Lw )2) >0
At v =

1 1 1
—u;vx)+1+—)Vu;(x)Vv(x) - F;(x)v(x) + —Vu;_1(x)Vv(x) =0 1
At’()()( At) i(X)Vr(x) z()()At i-1(x)Vv(x) (1)
En divisant ensuit la méme inégalité mais cette fois par ¢ < 0 et en faisant tendre £ — 0, on obtient
que:

iul-(x)v(x) +(1+ i)Vu,'(x)Vv(x) —-Fi(x)v(x)+ iVui_l(x)Vv(x) <0 (2)
At At At

D’apres (1)et (2) on trouve

1 1 1
Eui(x) v(x)+(1+ E)Vui(x)Vv(x) -Fi(x)v(x)+ EVui_l(x)Vv(x) =0

danc ) ) )
—u;v+(1+—)Vuy;Vv=Fijv+ —Vu;1Vv(x
At i ( Alf) i i At i—-1 ( )
ie.
a(u;,v) = L(v)
Ce qui prouve que u; vérifier la formulation variationnelle (2.18)

Donc d’apres la proposition de Lax- Milgram le probleme variationnelle(2.18) admet une unique
solution u; € Hy .

2.6 Notions de solution

On appelle la solution u; € Hé de la formulation variationnelle (p,) solution du probleme aux
limites (P). Par un raccourci de langage bien commode, on dira que I'unique solution u; € H de
la formulation variationnelle (p,) est 'unique solution du probleme aux limites (P). C’est-a-dire
qu’il y a une équivalence entre la formulation faible et le probléme initial (fort).

Une solution du probleme faible est appelée solution faible ou solution généralisée.



Chapitre 3

Méthode de Galerkin-Newton

Lobjet du troisieme chapitre sera en premiéere partie, application de la méthode choisie de Galerkin-
Newton, qui s’appuie sur la combinaison de quelques méthodes d’optimisation avec un traite-
ment des erreurs justifiant 'amélioration inspirée



3.1 Méthode de Galerkin

3.1 Méthode de Galerkin

On consideére le probleme Elliptique suivant :

(92) ue H
Pv au;,v)=L(v) VveH

Par le théoreme de Lax-Milgram, il Ya I'existence et 'unicité de u € H solution de (p).
Soit ’espace approcher Vj, tellque V, c Het dimV), < +o0.
La méthode de Galerkin consiste a chercher la solution approchée de (pj,) c’est-a- dire

up€eVy
(pn)
a(u;p,vp) = L(vy) YvpeVy

Comme dimV), < oo il existe une base (¢, ...,pn)de V}, et soit vy, € V}, alors on peut développer
sur la base comme suite :

Np
Uin =) HiPi Mi €R
i=1

Np,
vh=) Hj®j  MjER
j=1
Et danc le probleme (pj;,) devient
trouve (u1, lo,...1n;,) tel que
N, N, N,
a(y_ pipi, ) i) =LY pj@))
i=1 j=1 j=1

Parlalinéarité deaet Lona:

Np, Np Np,

douj Y pialpi @) =Y L))

j=1 =1 j=1
Ny, —
Y mialgi ¢)) = Lig)) j=1.N,

i=1
On peut écrire cette derniere égalité sous forme d’un systéeme linéaire

A; jUin=Bj,Vi,j=1,Np
tell que

Ajj=alpi,@j) et Uip=(Ui)i<isn et Bj=L(pj)

Nous résolvons ce systeme par des méthodes numérique (direct) exemple (méthode de l'inverse,Gauss,...),
des méthodes d’optimisation (méthode de Newton) qui nous avons consacrée a ce travail,



3.2 Méthode de Newton

3.2 Méthode de Newton

Nous utilisons la méthode de Newton pour déterminer le minimum de fonction quadratique sui-
vante :

1
ExTAx— bTx tel que f e C?.

Ou A € M,(R) est une matrice symétrique définie positive et inversible et b € R".

Dans ce cas x* est une solution qui vérifie f(x*) = min f(x) = Ax" = b.

On peut employer la méthode de Newton pour minimiser la fonction f en appliquant!’algorithme
de Newton en optimisation pour chercher un zéro de V f (x).

Ona

fx)=

sz(xk) = H(xy), ou H(xy) est la matrice Hessienne de [ en xi
La méthode de Newton s’écrit dans ce cas :
Initialisation xy€R"
Itérationk  Xps1 = xp — [(H(xp)] 'V f(xz)

Critér d' Arrée |Vf(xp)l<e



3.3 Application

3.3 Application

Dans la deuxiéme partie, on a essayé de présenter un exemple d?application sur un probleme de
poissons a titre de compréhension.
Nous considere le probleme de Poissons suivant :

—Au=f, dans Q
(p) { 3.1

u=0 sur 0Q

Ot1 Q est un ouvert borné de I'espace RY et f est un second membre qui appartient a I'espace
L*(Q).
On multiple I'équation (3.1) par une fonction teste v, puis on integre sur 2 On obtient :

—f Auvdx:f frdx (3.2)
Q Q

On utilisée la formule de Green on obtient :

—f Auvdx:f Vqudx—f a—uvds:ffvdx (3.3)
Q Q 0Q 0N Q

Comme u doit satisfaire une condition aux limites de Dirichlet, u = 0 sur 0Q2, on choisit un espace
de Hilbert V tel que toute fonction v € V vérifie aussi v = 0 sur 0.
Dans ce cas, I’égalité(3.3) devient

fVqudx:ffvdx (3.4)
Q Q

Pour que le terme de gauche de (3.4) ait un sens il suffit que Vu et Vv appartiennent a L*(Q),
et pour que le terme de droite de (3.4) ait aussi un sens il suffit que v appartienne a L?(Q) (on a
supposé que f € L*(Q).

Par conséquent, un choix raisonnable pour I'’espace de Hilbert est V = H& (Q), le sous-espace de
H'(Q) dont les éléments s’annulent sur le bord 8Q), donc le probleéme variationnelle de (3.1) est :

(92) trouver ueH&(Q), (3.5)
P a(u,v) = L(v) '
tel que
a(u, v):f VuVvdx
Q
et

L(v) :f frdx
Q

Nous vérifions que la formulation variationnelle (3.5) admet une solution unique. Pour cela nous
utilisons le Théoreme de Lax-Milgram

a(u, v):f Vux)Vv(x)dx et L(v):f fx)v(x)dx.
Q Q



3.3 Application

Il est clairement que af.,.) est une forme bilinéaire, et L(.) une forme linéaire .
On va utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour montre que a est une forme bilinéaire conti-
nue sur H, (Q) et que L est une forme linéaire continue sur H; (Q) .

1/2

1
| fo F@v@dx < (If@Pdx)" (v Pdx) " < I fl 2l vlng

la(u, v)| = If Vu(x)Vv(x)dx| S[ IVu(x)Vv(x)|ldx
Q Q

= ||VM||L2(Q)||VV||L2(Q)S I u”Hl(Q) ||V||H1(Q)

En vertu de I'inégalité de Poincaré pour montre que la forme bilinéaire a est coécrive,
C’est-a-dire

a(v,v) = fQ Vo) Pdx = 1vll%, g,

Alors d’apres le Théoreme de Lax-Milgram, il existe une unique solution u € H& (Q) de la formula-
tion variationnelle (3.5)

Comme la forme bilinéaire a est symétrique, donc on va appliquer la proposition de Lax-Milgram
, Alors u est 'unique point de minimum de I'énergie définie par :

j) = %a(v, v)—1(v) Yve Hy(Q)

Démonstration :
Soit u € H& la solution unique de la formulation variationnelle (3.5), on développe (grace a la sy-
métrie de a(.,.) ) On a:

j(u+v):%a(u+v,u+v)—l(u+u)
:lf V(u+v)(x)V(v+ u)(x)dx—f f@w+uw(x)dx.
2Ja Q
1 5 1 1 1 5
:—f(Vu) (x)dx+—f Vu(x)Vv(x)dx+—f Vv(x)Vu(x)dx+—f(Vv) (x)dx
2 Ja 2Ja 2Ja 2Ja
—f f(x)u(x)dx—f fXvx)dx
Q Q
:lf (Vu)z(x)dx—f f(x)u(x)dx+f VU(x)Vu(x)dx—f f(x)v(x)dx+1f (Vo) (x)dx
2Ja Q Q Q 2 Ja

:j(u)+1f(w)2(x)dx
2 Ja

Donc:
ju+v)=ju

car 1
f (V)?(x)dx==|v|*=0
Q 2

car( a est coércive)
Comme u + v est quelconques donc u est minimiser I’énergie j dans H& Q) ie:

jw)= min j(v)
vEH] (Q)



3.3 Application

Réciproquement :
soit u € H& (Q2) qui minimisé I'énergie j, et soit v € H(} (Q2) alors pourtout t€eRona

ju+tv) = j(u)

jlu+tv) = %f (V(u+ tv))z(x)dx—f fX)(u+tv)(x)dx
Q Q

2
:j(u)+tf Vu(x)VU(x)dx+t—f (Vv)z(x)dx—tf f@v(x)dx
Q 2 Ja Q

On a donc en particulier, pour tout f € R et tout v € H& Q)

2
tf Vu(x)Vv(x)dx—f fX) ) (x)dx + t—f (V)2 (x)dx =0
Q Q 2 Ja

En divisant cette inégalité par ¢ > 0 et en faisant tendre t — 0, on obtient que

fVu(x)Vv(x)dx—ff(x)(v)(x)dxzo (1)
Q Q

En divisant ensuit la méme inégalité mais cette fois par < 0 et en faisant tendre £ — 0, on obtient
que:

fVu(x)Vv(x)dx—ff(x)(v)(x)dxso 2)
Q Q

d’aprés (1) et (2) on trouve

fVu(x)Vv(x)dx—ff(x)(v)(x)dx:O
Q Q

e

a(u,v) =L(v) ]
Ce qui prouve que u vérifier la formulation variationnelle (3.5)
Donc d’apres la proposition de Lax- Milgram le probléme variationnelle admet une unique solution.u €
Hy (Q).
On souhaite maintenant trouver des méthodes pour calculer des solutions approchées d'un pro-
bléme (p) Comme nous souhaitons également pouvoir traiter des cas ou la solution est peu régu-
liere, nous allons en fait résoudre de facon approchée la formulation variationnelle (3.5)
En génale I'espace V = Hé est de dimension infini et pour obtenir une approximation de la solu-
tion u de (p,) . on va remplacer 'espace V de dimension infini par une sous-espace Vj;de dimen-
sions fini, et on va résoudre le probleme approché (pj,)

(3.6)

(o) trouver uy€ Vyc Hy(Q),
Pn a(up,vy) = L(vp)  Vvp €V,

V), est de dimension fini, c’est donc un fermé de V. Ou V est un espace de Hilbert, V}, aussi donc.
Donc le théoréme de Lax-Milgram est applicable sur (py,) : uj existe et est unique.



3.3 Application

1. Méthode des Element Fini
L'idée de la méthode des élements finis est remplacer (p,) par un probléme (pj,) posé dans
un espace de dimention finie dim(V}) = Nj, < co. On commence par construire un mailage
de l'intervale [0, 1]

1

X0=0<xX1<X%<X3<.<Xp<Xp41=1 ,x,-:ih,h:N I
+

On peut définir 'espace V}, sous-espace de H& (0,1) tel que

v _{thCO(O,l) telle que vy est affin sur chaque segment}
" [xj, Xj41] et vy(0) = vy(1) =0

Introduisons la fonction

) 1-|x| si|x|]<1
X) =
14 0 si |x|>1

Si le maillage est uniforme, alors chaque fonction ¢; a pour expression

@i(x) = w(x;lxi] 3.7)

une base de V}, est donnée par :

X=X

pi(x) = h
0 sinon

Si |x—xi<1

Nous cherchons dans Vj, une solution approchée

Np,
Up = Z Hi@i

i=1

Les inconnus sont les p; qui soit solution de systeme
Np
Y alpi, )i =Lp;),Vjell,.., Ny
i=1

tq

1 ! !
Ai,j:(l((Pi»(Pj):fO P dx 3.2)

1
L(<Pj)=f0 fojdx

si jn'est pas égalea i—1,i oui+1, alors les fonctions ¢; et ¢ ; ont des supports disjoints et
I'intégrale dans (3.2) est nulle.
Les coefficients non nuls se calculent facilement :

A ( ) fl , ( )Zd inH , ( )Zd Xi 1 d fXHI 1 d 2
ii=a\Qpi, ;)= X X = (X X = —ax+ —ax=—
1,1 (pl (pl 0 (pl i (pl i1 hz X (_h)z h



3.3 Application

X

1 ! ! i ! ! xi _1 ]. _1
Aivi=al@i-1,9i) =f @,_1(X)g;(x)dx = (p,-_l(x)q),-(x)dx:f ——dx=—h
0 i

Xi-1 Xi-1 h h
1 / / Xiv1 / Xiv1 1 —1 -1
Ai+1,i=d((,0i+1,(,0i)=f <p,-+1(x)<pl-(x)dx:f (pi+1(x)<pi(x)dx:f ——dx=—
0 Xi Xi h h h
Finalement, la matrice obtient est une matrice tridiagonale
2 -1 0 0
-1 2
Al
=7 0 -1 0
. 1
0 0o -1 2
Pour obtenir le second membre .
B :f feoidx
0
Il faut calculer I'intégrale
1 Xi+1 Xi Xi+1
| foidz= [ poax= [ poiaxe=["" fpuax
0 Xi-1 Xi-1 X

En général, cette intégrale ne peut étre calculée de facon exacte car la fonction f peut étre
compliquée. Dans la pratique, on utilise des techniques d’intégration numérique ou, sur
chaque intervalle [x;, x;4+1], on approche I'intégrale par une formule de quadrature.

Ainsi, si on utilise La Formule de Simpson

b b b
f@(x)dxz a[e(a)+4e(i)+9(b)]
a 6 2
on
1
B=f foidx
0
Pouri#leti#n X i
Xi+1 l
ff%-dx: fq)idx=f foidx
0 Xio1 (i-Dh
Xi —Xi— Xi + Xi_ Xi + Xi_
= S | o) (i) + 4 f (T i (R O (i)
6 2 2
C+Dh-(i-1

h
) [f(G-Dhe;(i-Dh)+4f(iReGh) + f((i+Dh)e(i+1Dh)]

6
=g[f((i—l)h)*0+4f(ih)*1+f(i+1)h)*o] :§*4f(ih)

Pouri=1

1 h
foﬁmdx:fo ferdx

_ ? [f(0)<p1(0) +4f(§)(p1 g) +f(h)<p1(h)] = g [f(O) +zf(§)]



3.3 Application
h h
pouri=n
1 nh
[ ronax=["" foudx
0 (n-1h
h—(n-1)h h h
= % f(n-1h)g,(n-1)h) +4f(nh - E) On (nh— E) + f(nh)@,(nh)

_h
6

f(nh)+2f((n—%)h)]

On a donc le systeme :

h h
E[f(0)+2f(5)]
2/h —-1/h 0 .. 0 h
. ) . 23] —x4f(ih)
“1/h 2/ - - : Ly 3
0 . . Z1/h 0 = h ,
: S ~un||, 3 *Aran
0 e 0 =1/h 2/h | \"Nn L .
g[f(”h) +2f ((n_i)h)]

On prands la fonction f(x) = e* et on divisons 'intervalle ]0,1[ en trois segments de pas

h=1/3
Le second member devient comme suit :
Pouri=1
1 X1
f f(pldx:f fprdx
0 X0
h h h h
fordx==[f0)+2f(=)] = =[1+2e"?]
6 2 6
0
Pouri=2
1 X3
f f(pzdx=f foodx
0 X1
3h h h
foodx=—=x4f@2h) =4—e?"
3 3
Pouri=3
1 X3
f f(psdx=f fosdx
0 X2
3h h
fosdx == —[e3" + 2e%/2M]
2h 6
danc ’
Sl +2e?]
3

h
E[e3h +2e5h/2)]



3.3 Application

d’ou le systéme AU = B par la méthode des éléments fini dans le cas & = 1/3 devient :

[1+2e"2]
2 -1 0 U "
1/h|-1 2 -1 u | = 4§e2h
0 -1 2 us
B 1e3h 4 2e5112))
d’ou

6 -3 0 u 0.1868

-3 6 -3 uw |=10.8657

0 -3 6 Us 0.4067

On va résoudre le systéme AU = B par des méthode numirique(direct) par exemple (la
méthode de I'inverse,Gauss,..), et des méthode d’optimisation par exemple (méthode de
Newton,Gradient conjugé,...)

Et nous dédions dans cette partie :La méthode de I'inverse et la méthode de Newton

Donc on obtient :

0.2249 0.0749
Uinp = | 0.3875 Unew = | 0.1875
0.2615 0.1115

Remarque:
la solution exacte de I'équation (3.1) est donné par :

ux)=—e*+xe-1+1

On fait une comparaison enter les méthode précident,les résulta de comparaison sont re-
portées dans le tableau (I.1)

Méthode des éléments finies
X; Uey U;ny | Erreur absolus | Upneyw | Erreur absolus
1/3 | 0.1771 | 0.2249 0.0478 0.0749 0.1022
2/3 1 0.1978 | 0.3875 0.1897 0.1875 0.0103
1 0 0.2615 0.2615 0.1115 0.1115
|Einyll=0.2615 | ENewll=0.1115

A travers le tableau, nous notons que la méthode de Lélement finin-Newton est la meilleur
que la méthode de des élement finin-inverse
2. Méthode de Galerkin
Introduisons une bas de la méthode de Galerkin par le polyn6me de Chebychev, qui définis
par: (¢;i(x)) = (cos(ix))1<i=n
Etdans ce cas (h=1/3)
On défini la bas (¢;(x)) = (cos(ix))1<i<3 = (COS X,c0s2x,C0OS3X)
on va calculer les éléments de la matrice A et le seconde membre par les formules suivante :

(a) Les élement de la matrice A

1 , Xi+1
Ai,i:a((/’i»(pi):f wi(x)zdx:f @, (x)dx
0 Xi—

i—1



3.3 Application
Xi+1 Xi+1
:f (—isin(ix))?dx = izf sin(ix)®dx
Xi—1 Xi-1
Xi+l ] — 21
:izf cos lxdx
Xi-1 2
=i’h- ;} [sin2ix;,1 —sin2ix; 1]
1 ! ! xi ! !
Ajji1 =a(<pi,<pi-1)=f wi(x)wi_l(x)dx:f @;(xX)p;_(x)dx
0 Xi-1
donc:
—(i% - i) o o T
alpi,pi-1) = 5 Y sin(2i —1)h—sin(2i —1)(i — 1) h | — [sin(i k) —sin(i — 1) k]
l_
=alpi-1,¢i)
et

a@i,piv1) = al@i+1, Qi) =

—(i%+1)
2

21.1+ 1 (sin(2i + 1) (i + Dh—sin(2i + l)ih)] —[sin(i+ 1) h—sin(ih)]

aussi

3
alpi—2, @) =al@i—2,@;) = 1 [1/4(sin12h —sin4) —1/2(sin6h —sin2h]

(b) Second membre
Pour obtenir le second membre

1
B= f fopidx
0
il faut calculer I'intégrales

Xi+ Xi+1

1 Xi
fwidx=f foidx= foidx
Xi-1

Xi

1
fo foidx=

Xi-1

Pouri#leti#n
(i+1Dh

foidx
h

Xi+1

f(Pidx:f

(-1

1
f foidx=
0

Xi-1
_ X+l — X1

5 [f(xi—1) cos(ixj—1) +4f(x;) cos(ix;) + f(xi+1) cos(ixir1)]

h
=3 [f(xi—1) cos(ixi—1) +4f(x;) cos(ix;) + f(xiv1) cOS(ixis1)]

Pouri=1

1 h
f fqoldx=f ferdx
0 0
= g [f(O) cos(0) +4f(g)cos(g) + f(h) cos(h)]

h h h
s [f(o) +4f(§)COS(§) + f(h) cos(h)]



3.3 Application

Pouri=n . .
[ ronas=[" roudx
Xn-1
h h h 9
= 5 f(xp-1)cos(nx,—1)+4f(nh- E) cos(nh— E) + f(nh)cos(n h)]
danc
h h h
s [f(O) +4f(§)cos(§) + f(h)cos(h)
3 [f(xi—1) cos(ixi—1) +4f (x;) cos(ix;) + f(xi+1) cos(ixi+1)]
B=
h
3 [ f(xi—1) cos(ix;—1) +4f(x;) cos(ix;) + f(Xis1) COS(iXi41)]
s f(xp—1)cos(nx,—1)+4f(nh— g) cos(nh— g) + f(nh) cos(n’h)
Danc:

1.8377x 1078 1.3101 4.48 x107° 1.3223
1.5354x107°  4.48x107° 2.9479 0.7702

d’ou le systeme AU = B est :

0.3275 1.8377x107% 1.5354x107° \ (1 0.3956
1.8377 x 107° 1.3101 4.48x107° p | =|1.3223

1.5354x107°  4.48x107° 2.9479 U3 0.7702

( 0.3275 1.8377x107% 1.5354x107° ) (0.3956 )
A = B =

On va résoudre le systéeme par les deux méthodes (inverse et Newton ) On obtient :

1.2049 1.1579
Uiny = (0.9593 ) Unwe = (1.0093 )
0.2113 0.2612
En comparant les deux méthodes précédentes, nous utilisons le tableau suivant (1.2) :
Méthode de Galerkin
X; Uex Uiny Erreur absolur UnNew Erreur absolur
1/3 | 0.1771 | 1.2079 1.0308 1.1579 0.9808
2/3 | 0.1978 | 1.0093 0.8115 0.9593 0.7615
1 0 0.2612 0.2612 0.2113 0.2113
|ETinyll=1.0308 | ETNew|=0.9808

A travers le tableau, nous notons que la méthode de Galerkin-Newton est la meilleur que
la méthode de Galerkin-inverse

D’aprés les deux tableau, nous concluons que la méthode des Elément finin-Newton est la
meilleur que la méthode de Galerkin-Newton

Mais quand on minimise le pas de sub-divisions on trouver les résultas suivants
Danslacas h=1/5



3.3 Application

1. Méthode des Element Finis
le systéme AU = B par la méthode des élément finis devient comme suit :

2. Galerkin

-5 10 -5 O
0 -5 10 -5
0 0 -5 10
0 0 0 -5

0 M1
0 ||k
0 ||ms
=5 || M4
10 M5

0.1070
0.3978
=10.4859
0.5935
0.2546

Dans ce cas, la base de la méthode de Galerkin est défini par:
(@i (x))1<i<5 =(cos(x), cos(2x), cos(3x), cos(4x), cos(5x),},

donc le systéme il devient comme suit :

0.1965

3.9696 x 10~/

3.3172x 107
1.4286 x 107
4.3915x 107°

3.9696 x 10~
0.

3.3172x107°
7860 9.6957 x 1078
9.6957 x 1076 1.7686
5.0790 x 107>
1.6572x 1074

1.4286x 107> 4.3915x107°) 1y
5.0790 x 1070 1.6572x 1074 | [ 1y

75489 x107°  3.1223x 1074 || ug

7.5489 x 107° 3.1445
3.1223x 1074

3.4534x 1074 | | 14

3.4534 x 1074 4.9141 Hs

0.2214
0.6007
=10.7333
0.8947
0.4922

Nous résolvons les deux systémes et placons les résultats dans le tableau suivant (1.3)

X; Uegyx Uinvy Er.abs UNew Er.abs Us.r Er.ab

1/5 | 1.2223 | 1.1267 1.0044 1.0767 0.9544 -0.5825 0.7048

2/5 | 0.1955 | 0.7642 0.5687 0.7142 0.5187 -0.8864 1.0087

3/5 | 0.2089 | 0.4146 0.2057 0.3646 0.1557 -0.9698 1.1787

4/5 | 0.1491 | 0.2845 0.1354 0.2345 0.0854 -0.0854 0.9995

1 0 01001 0.1001 0.0501 0.0501 -0.5498 0.5498
|Erinyll=1.030 |ETnew!|=0.980 |Ere. rll=1.178

Le tableau nous assure que la méthode du Newaton est toujours la meilleure méthode pour
résoudre les systémes. Et aussi, Notez que chaque fois que nous minimisons le pas, nous
constatons que la méthode de Galerkin-Newton est meilleure que la méthode des élément
finis-Newton

B) Danslecas h=1/10

1. Méthode des Elements Finis
le systéme AU = B par la méthode des élément finis devient comme suit :

20 -10 O 0 0 0

-10 20 -10 O 0 0
0 -10 20 -10 O 0
0 0 -10 20 -10 O
0 0 0 -10 20 -10
0 0 0 0 -10 20
0 0 0 0 0 -10
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
-10 O
20 -10
-10 20
0 -10
0 0

0 0|\
0 0 [fm
0 0 M3
0 0 Ha
0 0 [|ms
0 0 |[fms
0 0 M7
-10 O s
20 —10|]| po
-10 20 Hio

0.517
0.1629
0.1800
0.1989
0.2198
0.2429
0.2685
0.2967
0.3279
0.1315




3.3 Application

2. Méthode deGalerkin

Dans ce cas, h =1/10 on définit la base :
(pi(x)) =cos(ix)1<i<10

le systemes AU = B par la méthode de Galerkin devient par :

1.962x1078  4.146x1077  1.786x 1070

5492x107%  1371x107°  2.967x107°

0.098
4.962x 1078 0.393 1212x10°%  6350x1076  2.073x107%  5305x107°  1.16x1074
4.146x1077  1212x1076 0.884 9.440x107%  3906x107°  1.084x107*  2467x1074
1.786x1078  6.350x 1076 9.44076 1.572 4322x107°  1550x10%  3.872x1074
5492x107%  2073x107°  3.906x107°  4.322x107° 2.456 1450x107%  4.725x1074
1371x107°  5305x107°  1.084x107%  1.550x10-4  1.450x10"% 3,537 3.962x 1074
2967x107°  1.162x107%  2467x107%  3872x107%  4725x107%  3.962x107% 4815
5788x107°  2283x107%  4.943x107%  8115x1074 0.001 0.001 9.361x 104
1.042x107%  4131x107%  9.048x1074 0.001 0.002 0.002 0.002
1.765x107%  7.00x1074 0.001 0.002 0.003 0.005 0.005

(i 0.105

M2 0.244

s 0.270

14 0.298

s 0.330

s 0.364

L7 0.401

Hs 0.443

g 0.487

Hio 0.257

0.018
228x1074
4.943x107%
8.115x 1074
0.001
0.001
9.361x 1074
6.291
0.002
0.0055

1.042x10-4  1.765x 1074

0.12 7.009 x 1074
9.048x 1074 0.449
0.001 0.002
0.002 0.003
0.002 0.005
0.002 0.005
0.002 0.005
7.964 0.003
0.003 9.836

Nous résolvons les deux systémes et placons les résultats dans le tableux suivant :

X; Uex Uinvy E.ab UNew Er.ab Us.f Er.ab
0.1 | 0.0667 | 1.0567 1.05 1.0184 1.0117 -0.3659 0.3723
0.2 | 0.1223 | 0.6027 0.4804 0.5716 0.4493 -0.6835 0.8058
0.3 | 0.1656 | 0.2925 0.1269 0.2634 0.0978 -0.9173 1.0829
0.4 | 0.1955 | 0.1898 0.0057 0.1400 0.0555 -1.0692 0.2647
0.5 | 0.2104 | 0.1342 0.0762 0.0843 0.1261 -1.1410 1.3514
0.6 | 0.2089 | 0.1028 0.1061 0.0530 0.1559 -1.1347 1.3436
0.7 | 0.1890 | 0.0833 0.1057 0.0334 0.1556 -1.0527 1.2417
0.8 | 0.1491 | 0.0702 0.1089 0.0188 0.1303 -0.8976 1.046
0.9 | 0.0869 | 0.0610 0.0259 0.0065 0.0804 -0.6722 0.7591

1 0 0.0258 0.0258 0.0800 0.0800 -0.3795 0.3795
|E7inyll=1.05 |ETNewll=1.0117 | Ere.rll=1.3514
Remarque :

Les résultats obtenus dans les tableaux précédents montrent clairment que :

— Laméthode de Newton est toujours la meilleure pour résoudre les systémes numériques.
— La méthode de Galerkin-Newton est meilleure que la méthode des éléments finis qand le
pas subdivision est tres petit



Annexe

A.1 Les Eléments de la matrice A

les élement de la martice A donné par les formules suivents :

1 / / Xi+3 /
Ai,i+3=a(<ﬂi,<ﬂi+3)=f0 <Pi(x)<ﬂi+3(x)dx=f ;0P 5(x)dx
X

i

—(i2+3i
_ - 2+31) [21‘1 - (Sin(2i+3)(i+3)h—sin(2i+3)ih)—%(sin(3i+3)h—sin(3ih))}

Xi+4

1 ! ! ! !
Ajiva=alQi, Qi+a) =f0 <P,-(x)<pl-+4(x)dx=f Q;(X)p;, ,(x)dx
X

-+ 40)
2

[ ,1 (sinRi +4)(i +4)h—sin(2i +4)ih) — 1 (sin(4(i+1)h- sin(4ih))]
2i+4 4

Xi+5

1 ! ! ! !
Ai,i+5=a(</>i,<pi+5)=f0 (p,-(x)<p,-+5(x)dx:f @;(xX)p; 5(x)dx
X,

_ —(i*+50)
)

[ ,1 (sin(2i +5)(i +5)h —sin(2i +5)ih) — 1 (sin(b(i+1)h—- sin(5ih))]
21+5 5

1 / / Xit6 ’
Ai,i+6=a(</’i,<pi+6)=f0 (p,-(x)<p,-+6(x)dx=f @, (X); ¢(x)dx
X,

i

(i +6i
_ G +6’)[ 1 (sin(2i+6)(i+6)h—sin(2i+6)ih)—l(sin(ﬁ(i+6)h)—Sin(ﬁih))]
2 2i+6 6

Xi+7

1 ! ! ! !
Ajiv7=al@i, @i+7) :fo <Pi(x)<ﬂi+7(x)dx=f ;0P ,(x0)dx
X,

i

(a2 .
_ -G +7”[ 1 (sin(2i+7)(i+7)h—sin(2i+7)ih)—l(sin(7(i+7)h)—sin(7ih))]
2 20+7 7

1 , , Xi+8 ’
Ai,i+8:a((piy(Pi+8):/(; (p,-(x)qom(x)dx:f @, (X);, g(x)dx
X,

i

_ .2 .
_Zu +8’)[ 1 (sin(2i+8)(i+8)h—sin(2i+8)ih)—l(sin(8(i+8)h)—sin(8ih))]
2 2i+8 8

1 ’ / Xit9 ’
Ajivg = al@i, Pit9) =f0 <P,-(x)(Pi+9(x)dx=f ;i (X)@; g(x)dx
X,

i



(32 : 1 1
_—t +9’)[ : (sin(2i+9)(i+9)h—sin(2i+9)ih)——(Sin(9(i+9)h)_Sin(gih))]
2 2i+9 9

—(i-20)i
2

Ajio= [2i1—2 (sin(2i —2)ih—sin(2i —2)(i —2)h) — %(sin(Zih) —sin(2(i - 2) h)]

Apg= 09T 1 9(sin(2i—9)ih—sin(2i—9)(i—9)h)—%(sin(Qih)—sin(Q(i—%h)]

2 [Zi—

A.2 Solution Exacte de probleme (3.1)

Nous considére le probléme de Poissons suivant :

(3.1

) -Au=f, dans Q
P u=0 sur 0Q

Remarquons d’emblée qu’il s’agit d'une équation différentielle ordinaire du second ordre que
I'on doit résoudre sur ]0,1[. la résolution explicite de cette équation différentielle est immédiate
puisque 'on a d’abord

. S
u(s)= —f fdt+C,
0

oi1 C! est une constante a déterminer. On peut alors réintégrer en

u(x)=f u’(s)ds:—f (f f(t)dt)ds+C1x+C2
0 o \Jo

ou C, est une nouvelle constante a déterminer
Les deux conditions au bord (u(0) = u(1) = 0) permettent alors de déterminer C; et C, et I'on
obtient

0 s
u(O):—f U f(t)dt)ds+cl(0)+c’2:o:>cz:o
0 0

1 N 1 s
u(l):—f (f f(t)dt)ds+C1:>C1:f (f f(t)dt)ds
o \Jo o \Jo
1 s 1 s
u(x):—f (f f(t)dt)ds+xf (f f(t)dt)ds
0o \Jo 0o \Jo

Notons enfin, que le calcul précédent a un sens dés que f € L' (0,1).

On alors

A.3 Algorithme de la Méthode de Newton En Matlab

Matlab est un langage de programation de quatriéme génération émulé par un environnement
de développement du méme nom, il est utilisé a la fin de s calcules numirique. Dans un premier
temps, nous présentons les Algoritmes mis en place Algorithme de Newton



Algo de gardien

Algo de le hesinne

Algo de Newton

Dans un second temps nous résolvons les systeme.

la fonction est:

function ma =f(x)

n=length(x) ;

b=transp([0.0499167707;0.1281052586;0.0465459552]) ;
A=diag(-10%ones(n-1,1),1)+ diag(20*ones(n,1),0)+ diag(-10*ones(n-1,1),-1);
ma=(1/2) * ((transp(x)*A)*x) -b*x;

end

le gradient est:

function [d]= gradf(x0,h)
n= length(x0);

1= eye(n);

for i=1:n

e=1(1:n,i);

d(i)=(f (x0+(exh))-f(x0)) /h;
end

end

le hessient est :
function H=hessf (x0,h)
n=length(x0) ;
l=eye(n);

for i=1:n

for j=1:n

ei=1(1:n,i);
ej=1(1:n,j);

H(i,j)=(f (xO+h*ei+h*ej)-f (xO+h*ei)-f (xO+h*ej)+f (x0))/(h"2);
end

end

end

alhg newoton:

function solopt= AlgoNewton(x0,h,ep)
tic

k=0;

d=gradf (x0,h);
disp(’le gradient est :’)
d



D=norm(d) ;
H=hessf (x0,h) ;
disp(’La matrice :’)
H

F=inv(H);
while (ep<=D)
w=d.’;

K=F*w;
x1=x0-K;
d=gradf (x1,h);
D=norm(d) ;
H=hessf (x1,h);
F=inv(H) ;
x0=x1;

k=k+1;

end

X=x0;

nlter=k;

disp([’la nomber iteration est :’,num2str(nlter)])
disp (7 sskskskokskokskokokskokskok ook okt ok ok skokkok s okskkoksokskok ok 7 )
disp(’la solution de newton est :’)

X

toc

end




conclusion

La plupart des phénomenes mécaniques, physiques, biologiques ou
économiques sont modélisées a I’aide d’équations aux dérivées partielles
linéaires ou non linéaires et |e dével oppement de ces sciences passe en partie par
une meilleure compréhension des propriétés des solutions de ces EDP.

Dans ce mémoire qui a pour objet ce type de synthese, on s’intéresse a
résoudre un type EDP hyperbolique, avec des techniques basées sur la
discrétisation temporelle, la formulation variationnelle et I’intervention du
théoreme de Lax-Milgram, on a bien répondus a la question des problemes
différentiels bien posés, aimables a [I’approximation par des méthodes
numeriques connues, fiables et conformes, telle que celle des émentsfinis.

La problématique du choix de notre theme est le résultat d’une réflexion
sur I’amelioration de I’approximation et la précision de la solution par rapport
aux méthodes citées ci-dessus.

Notre idée est présentée par une simple contribution basée sur une
combinaison de méthodes déja vues a travers notre cursus, ou on a impliqué
quelques méthodes d’optimisations, telles que la méthode de minimisation
d'énergie dans la partie théorique, existence et unicité de la solution et la
méthode de Galerkin-Newton, dans la partie numérique et enfin avec une
application, on a aboutit a des résultats satisfaisants !

A titre de remarques d’ordre perspectif, ce résultat signalé peut
s’améliorer plus, si on pense a optimiser la base hilbertienne de 1’espace
admissibleV,, = [{@;(x)}] c H;(Q) ol 0 <i <N et N = dimV,,.

Comme la méthode utifisée est constructive, sa programmation est un domaine

important.



La généralisation de cette méthode, nous fait appel a I’étude des
problemes EDP fractionnaires.
ou on impliquer quelques méthodes d’optimisations, telle que la méthode de
minimisation d'énergie dans la partie théorique, existence et unicité de la
solution et la méthode de Galerkin-Newton, dans la partie numérique, dans le
but d’améliorer I’approximation et la précision de la solution par rapport a
d’autres méthodes, telle que celle des éléments finis

Enfin, il reste de connaitre quels résultats attendus pour I’approximation

des valeurs propres a d’autres matrices usuelles.

L’ objet du troisieme chapitre sera en premiére partie, application de la
méthode choisie de Galarekin-Newton, qui s’appuie sur la combinaison de
quelques méthodes d’optimisation avec un traitement des erreurs justifiant
I’amélioration inspirée et dans la deuxiéme partie, on a essayé de présenter un

exemple d’application sur un probleme de transport atitre de compréhension.
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