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Introduction

Introduction

L'étude d'un systeme physique consiste essentiellement a resoudre son
équation de Schrddinger indépendante du temps, En particulier, cette équation
aux valeurs propres intervient directement dans les deux types de problémes les
plus fréquents en physique quantique, a savoir:

o La détermination des niveaux d'énergie des etats liés; ce sont les
valeurs propres du spectre discret de I'Hamiltonien.

o Celle des sections efficaces de collisions: celle-ci se déduisent de la
forme asymptotique des fonctions propres relatives aux états non
liés.

En mécanique ondulatoire, I'équation de Schrodinger est une equation aux
dérivees partielles du second ordre. Pour un systeme a une dimension, celle-ci se
réduit a une équation différentielle. Le probléeme est en général beaucoup plus
difficile lorsque le systeme posséde un plus grand nombre de dimensions.
Cependant, les propriétés de symétrie que peut posséder I'Hamiltonien peuvent
en faciliter la résolution. Il peut se faire notamment qu'un changement de
variable approprié conduise a une équation aux deérivées partielles dont les
variables se séparent; le probleme de valeur propre se scinde alors en plusieurs
probléemes de valeurs propres mettant en jeu un moins grand nombre de
dimensions, donc plus simple.

C'est ce qui passe pour une particule dans un potentiel central, c'est a dire
dans un potentiel qui ne dépend que de la distance r de la particule a un centre
de forces et non de la direction du vecteur r joignantce centre a la particule.
L'Hamiltonien possédent la symétrie sphérique, les variables se séparent
complétement lorsqu'on traite le probleme en coordonnées polaires; la
résolution de I'équation de Schrédinger se réduit, aprés séparation des variables
angulaires, a celle d’une équation différentielle concernant la variable radiale
seulement [1].

Ce mémoire comporte deux chapitres. Le premier chapitre est consacré a
la résolution de I'équation de Schrodinger d'une particule dans un potentiel
central.

L'équation de Schrédinger décrit I'évolution de la fonction d'onde d'une
particule. Le besoin de généraliser cette équation a un nombre arbitraire de
particules variable a été une des bases de la théorie quantique des champs.

a



Introduction

La généralisation de I'équation de Schrodinger a N-dimensions est une
grande importance dans de multiples domaines de la physique réels est souvent
difficile a cause des symétries présentes. Celle-ci obligent les physiciens a
adopter des traitements perturbatifs. Le deuxiéme chapitre est consacré a une
application dans I'espace a N-dimensions a savoir, la résolution de I'équation de
Schrodinger généralisée pour l'oscillateur harmonique isotope plus le potentiel
quadratique inverse. Les résultats obtenus a partir de cette extension sont
dépendant de la dimension aussi, les résultats s'accordent avec ceux ou N=2
et N =3.
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Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

Chapitre 1 : L’équation de Schrodinger généralisé
1-1-Potentiel central

Un potentiel central est un potentiel qui ne dépend que de la distance r de
la particule a I’origine des coordonnées. Il intervient dans de nombreux systémes
physiques dont I'un des plus importants est celui d’une particule plongée dans
un potentiel Coulombien.

1-2-Mouvement dans un potentiel central

On s’intéresse au probleme de la quantification du mouvement d’une
particule dans un potentiel central, c’est-a-dire dans un potentiel qui ne dépend
que de la distance a un point. L hamiltonien décrivant un tel systéme s’écrit :

—~ /\2 A
H=_"—+V(@),r=/x2+y?+z? (1.1)

Ou En mécanique classique, la solution de ce probleme repose sur le fait

que le moment cinétique est conserve. En effet, le moment cinétique E(ou
moment de la quantit¢ de mouvement) d’une particule de masse (m) et
d’impulsion (p) située a une distance (7) de 1’origine O d’un référentiel d’inertie
défini par [2]

_ﬁ - o
=—Ap +TAF (1.2)

Mais F = —VV est dirigée suivant 7 lorsque V ne dépend que de r = % =

6 = Z = constante

Les trois composantes Ly, Lyet Lzdu vecteur L sont données par

-

T 7k Ly =yp, — zpy
L=|x vy z|= Ly:pr—sz
Px Py Dz L, = xpy — Yp«

En mécanique quantique, il en va de méme mais le moment cinétique est
un opérateur qui s’écrit sous la forme suivante

3



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

/—m(y——z—)\

. 1 f ]_() Ly =9p, - ZAﬁy
L=frp=|2 9 2|=|Ly=20.—%P, |= \—lh(z—— x—)/ (1.3)
Dx Tay Dz Ly = 56\}53, — YDx _ g _ 2
ih(x 3y Yos

Sachant que :

P: représentant 1’operateur impulsion tell que p = —ihV .
h: La constante de Planck

v: L’operateur de dérivés partiels.

Etablissons les regles de commutation entre I’opérateur moment cinétique et
I’opérateur position

|1y, 2] = 0> [L;, %] = iheVkz, (1.4)
On trouve de maniere similaire celles avec 1’opérateur impulsion
|Ly, Bx] = 0 = [L;,p;] = ihe*p, (1.5)
Par ailleurs, 1’hamiltonien s’exprime simplement en fonction de f , en effet,

22
L” = (9p, — 2py)*

= y°p® + Z°p* + ihyp + ihzp — 29p,2p,(1.6)
L* =15+ 15+ L

L2 = (92 + RD)PZ + (9% + 22)P2 + (22 + 22} + 2ih (2P, + 9Py + 2P,)
- zyﬁyéﬁz - ZQﬁxyﬁy - Zéﬁzﬁﬁx

I2 = 7p — (F.p) + ihf. H(L.7)
&

=, I? 92

p2=C-nZ 222018
=



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

+ V(r). (1.9)

2mor2  mror Zmr2

Cette forme d’hamiltomien est tres proche de la formulation hamiltomienne du
probleme classique.

En mécanique classique I’hamiltomien s’écrit :

H=2 4+ 2 4v@) (1.10)

2m  2mr?

|

Comme 5, = —h? ( 2——)Alors p2 = pZ +

N

r

I’ hamiltomien quantique peut effectivement se mettre sous la forme

2m

~ 1z 2 2 .
A= —h—{riz%(rzg—r—hfrz)}+V(r)(1.11)
En mécamque cla351que I’¢tat d’un systéme physique est donné par la
résolution des équations du mouvement du physique. Par contre, en mécanique
quantique I’état du systeme est déterminé par la résolution de 1’équation de
Schrodinger.

1-3-L’équation de Schrodinger en coordonnées spheériques:

L’évolution des fonctions d’onde est régie par I’équation de Schrodinger,
qui joue un r6le équivalent a la relation fondamentale de la dynamique en
classique.

En général, I’équation de Schrodinger stationnaire s’écrit sous la forme

~ 92 (r) + VIO)w() = Ew(r) (1.12)

Ou E et w sont respectivement 1’énergie et la fonction d’onde de la
particule
Pour 1 dimension et en coordonnées cartésiennes

— Ly + VEOw() = Ev(x) (1.13)

Pour 2 dimensions et en coordonnées cartésiennes

—— + —] w(x,y) + V y)¥(xy) = Ew(x,y)(1.14)

2m ax2

5



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

Pour 3 dimensions et en coordonnées cartésiennes

2m Lo x2 ayZ 9z2 ’Y’ ’yl IYJ ,y, .

Les coordonnées cartésiennes sont mal adaptées a la résolution de ce
probléme et les coordonnées spheriques sont le meilleur choix.
Pour convertir I’équation de Schrodinger en coordonnes sphériques, on utilise
les suivantes :
X =rsinf cos @
y =7rsinfsing

Z=rcos6

z X

M|Y
5 r=0M /4 | i
6= [ 0z OM ] ;
B ; /
0 Ly (
> - M’ projeté orthogonal de M \
¢ =| Ox, OM dans le plan (x,y)

X \ !
Coordonnées sphériques /<
X

re [0, +e[,0e [0, +n[etde [0, +2n]

Figure 1 : Définition des coordonnées sphériques

L’opérateur Laplacien A S’écrit dans les coordonnées sphérique comme [3]

V2= (1P ) + oo (sinf =) + o (1.16)

r2or or r2sin6 06 2sin 62 96
Opérateurs Ly, L, et L, en coordonnées polaire

Ly, Zy et L, opérateurs différentiels hemétiques, définis [dans un systéme
d’unites ou (h = 1) ] par :

L=1(FAV) (1.17)



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

En coordonneées polaire :

Ly =Ly +il, = e[+ +icotd
+ =Lyxily,=e _%+lcot %

Avec L, et L.sont des opérateurs d’échelles.
Sachant que

E2=E2+E2+Z2=—[1 i(sinai)+ L% (1.18)
x y z sind 00 20 sin 92 d¢p2]’ '

On obtient I’opérateur du carré du moment cinétique:

2 = hz{l 6(_96)+ 1 6}
B singaa\"" " 36) " sin62 0w
Donc la relation ( 1.16), de la norme équivalente:

NERNRY I
_T_ZWTW Ber2

Alors on écrit I’équation de Schrddinger en coordonné sphérique comme [4]:

R () -t vl et 0.9 = Evti0.0)  (19)

2m

D’ou

h216(26>+ 1 a(_96>+ 1 0 r.6,0)
2ulr?or " or) Tr2singaa\°" " 96) T r2sin6zdwl V0 ?

+V(r,0,9)¥(r,0,p) = Ew(r,0,p) (1.20)
1-3-1 Séparation des variables :

Les trois opérateurs H,L, et L? commutent, ils ont donc un ensemble
commun de fonction propres¥(r, 6, ).
La séparation des variables permet nous d’écrire la fonction d’onde comme

[3][5]:



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

w(r,0,¢9) = Ri(MY™ (6, ¢)(1.21)

Ou

R,;(r) est la partie radiale de la fonction d’onde qui dépend seulement de rayon r.
Y™ (6, @) représenté la partie angulaire dépend des ongles 6 et ¢ et appelé aussi
des harmoniques sphériques.

[: le nombre quantique orbital est un entier postif ou nul.

M : le nombre quantique magnétique est entier vérifiant les conditions
—-l<m<l.

ce qui conduit a deux équation, ’'une radiale et I’autre angulaire et qui
sont respectivement

h?[1 0 d 1(14+1)
" 2ulrzor ("‘2 5) T _:; ]R(T) +V()R(r) = ER(1) (1.22)
1 i i i 1 i m _
{sine 06 (Sln o 66) t sin 602 d¢ + l(l + 1)} Yl (9’ (P) =0 (1-23)

{‘% riaa_r ("2 :_r) - hiz t V(T)]}Rz(r)Yzm(H, @) = ER,("Y™(6, ¢)(1.24)

1-3-2 Les harmoniques sphériques :

Les harmoniques sphériques Y;/™(8,¢) sont les fonctions propres communes
aux observables L, et L?

On prend (0z) comme axe polaire, coordonnées polaire de 7 Q= @, p)

désigne I’ensemble des deux coordonnées angulaire ((p =

0 plan z0x ,0 = g plan zOy). ¢lément d’angle solide :

dQ = sinddodep. (1.25)

Relation d’ortho-normalisation et de fermeture :

+1

- * 5(6—0)5(¢p — ¢’
ST v 0,9 = 2XEZEXCZE)_ 5o g
=0

sin @




Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

[V Ymdn = [ dg [ sin6d0Y™ (8, )Y/ (8,0) = S, 8,y (1.26)

Les Y;/™ forment un systéme ortho-normal complet de fonctions de carre
sommable sur la sphere de rayon 1.

Dans une réflexion d’espace (6, ¢) — (-0, + m):
Y (m—0,¢+m) = (=1)Y™(0, 9) (1.27)
Conjugaison complexe

Y™ (6, 9) = (=D™Y,™(8, ¢) (1.28)
Relation avec les fonctions de Legendre (m=0).

2l+1)(1-m)!
4t (l+m)

. 1/2 .
Y™ (6,9) = (—1)’”[ ] P™(cos B)e'™® (1.29)

Y/™est le produit par e™¢sin!/™@ d’un polynome de degré (£ — |m|)et de
parité (—1)¢~™en cos#.en particulier

2¢ + 1
m=0 Y, = / o PJ"(cos8),

1

2 )
] sinf@ett®

2041 (20)!
A 220(f1)2

m=¢ yl)"=(—1)"”[

Polynémes harmoniques et harmoniques spheriques :
Les (2€+1) polyndomes homogénes de degré I’en x, y, z
yir () = 'y (6, ¢) (1.30)
(m=-1,141,..,+1)
Forment une suite de (2 [ +1) polyndmes harmoniques de degré [ linéairement

indépendant :
Ay (r) =0 (1.31)
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Tableau des premiéres harmoniques sphériques:

[ m

=
3
~
>
<
N—

0 0

cos @

—_
(@)
BEREE

sin Qe *®

H
I+
H
-+
0
Em

3 2 g 1
n(zcos 2)

N
o
5

15 .
2 12 \/ﬂ sin? fe*2ie

15 .
2 17 /—sichosQeJ—”‘p
8

Pour calculer y™ (8, ) faisons la séparation des variables suivante [5]

v (6,9) =T(O)D(p)

1-3-3 Fonctions propres et valeurs propres de L, :

(1.32)

Les fonctions propres ®(¢) dépendent de la seule variableg et doivent satisfaire

a I’équation suivante, ou m st un scalaire quelconque.

On a la valeur propre de L, est de la forme[6]:
d

LZ=mh=—L£

Par identifier [5, 6] :
—i722 = ma(y)
On utilise I’intégral d’ont les solutions sont de la forme :

®@,,(p) = Ae'™®

10

(1.33)

(1.34)

(1.35)



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

Ou A est la constant de la normalisation 4 = \/iﬁ

1-3-4- Fonctions propres et valeurs propres de L? :

Les valeurs propres de L%est de la formeh?I(l + 1)avec -l < m < L.
tel que est [ entier (1 = 0,1,2, ...)

Les opérateurs associés a LZet L, qui commutent, on un ensemble
commun de fonctions propres. L>dépend de 0 et ¢, L, dépend de ¢ seul. Les
fonctions propres ®(¢) de L, ayant été déterminées, ces solutions communes ne
peuvent étre que de la forme [5]et [7] :

yi"(6,¢) = T(O0)D,,(p) (1.36)
En remplacant (1.36 ) dans (1.37) :
YIM(0,9) = T(6) ze™ (1.37)

D’ou I’équation aux valeurs propres de L2[7]

1 6
02 (= — 2 (sinf =) + —— a(p}R MY™(8, @) = Il + DR,()Y™(8, 9)(1.38)

On pose A = [(l + 1)ou [ est un entier positif ou nul de valeur a absolue
supérieure ou égale a m. En d’autre termes —I < m < [ ou A est un scalaire

En remplacant (1.36 ) dans (1.38 ) :

: a( 96) L2 i) =eime  ar() =eime
sin 6 06 sin 00/ " sin 62 0¢? \/— B \/Ee

En développant le premier membre
1 ime 1 0 0 0 T6)

7=¢ smoao\""%%
Dans le dernier terme se transforme selon

2
a(pz (elm(p) — _mz
La fonction ¢ ,déja connue ,disparait alors de I’équation une figure plus que T

[8]:

(

zm<p)

\/—

11



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

599 (Sin 0 %T(H)) —m?—_1T(6) = AT(6) (1.39)

On pose k = m? , m étant un entier positif.

Nous reportons cette valeur k dans 1’équation que nous modifions en
effectuant le changement de variable = cos 6 , la fonction T'(8) devenant P(u)

c'est-a-dire on dérive u :
du = —sinfde. (1.40)

Si nous prenons 1’inverse de la 1% dérivation

d 1 d

@ sinfao (1.41)
On multiplie I’équation (1.41) par sin?6, on obtient :
sind :—9 = —sin?0 :—u (1.42)
Etonaaussi: sin’6 =1 —u?
Donc la relation (1.39) devient de la forme suivante [9]
% [(1 - uz)dZ—S‘)] + (/1 - f;) P(u) =0 (1.43)

Dans le cas général, cette équation différentielle du deuxiéme ordre a 2
solutions indépendant qui devient infinies pour m = +1.

Une des solutions peut étre fini pour tout valeur de u:

Pour m = 0, P(u) sera un polynéme de Legendre
Pour m = 0, une solution toujours finie ne sera possible.
Dans ce dernier cas, la solution sera un polynéme de Legendre associé P/™(u)

d/ml

P = 1 —u?)™:

P (w) (1.44)

Les fonctions propres de L2 s’écrivant alors solution de la partie angulaire
de I’équation de Schrédinger sera donc:

d/ml

dow!ml

|m|
WhO,9) = =P = (1 —w?) /2

P™(u) (1.45)

12



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

On peut écrire

Yi*(6,9) = Ny P (cosf)e™?
ou
N, étant constante de normalisation. Ces fonctions sont appelées
harmoniques sphériques.

1-4-L’équation de Schriodinger & N-dimensions:

Considérons le mouvement d’une particule dans un potentiel a symétrie
sphérique a N-dimensions.
L’équation de Schrédinger pour ce probléme s’écrit (h =m =1)
[_71 VE (r)] v = Fy, (1.46)
Ou r est le vecteur position a N-dimensions ayant les composantes

1
cartésiennesxy, x,, ... xy et module (%N, x?)2 ,V% est donné par

v2=yN 9%
N l=1axi2'

(1.47)

Et Vy(r) est un potentiel qui dépend seulement de la distance radiale r. A
cause de la symétrie sphérique du probléme, il est convenable d’introduire les
coordonnées hyper-sphériques qui sont définies comme

Xy =1 cosf;sinf,sinfs..sinOy_4,
X, =1rsinf;sinf,sinf; ...sinOy_q,
X3 =1 cosf,sinf;sinf, ..sinfy_;,

XN—1 =T COSOy_psSinfOy_q

Xy =71C0SOy=1 (1.48)

13



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

Ou

N =345, ..(pour N =2,x;, =rcosf;,x, =rsinf,),0 <r < o,0 <6,
<2r,0<6<mj=23,....N—-1

Le laplacien V% peut étre écrit

1 d 1 0

Ou 6y = r . Les h;sont appelés les facteurs d’échelle et son reliés au tenseur
métrique fondamentale g;; pour des systétmes de coordonnées orthogonales a
travers la relation

P 2
he = g = Xi= (52) (1.50)
Et
h=TIYz (L51)

Par conséquent, 1I’expression (2.4) s’écrit explicitement

1 0 0
i)
rN-19r or

1 1 1 a /. j-1 8
tzuj=1N -2 X — — (sin O; —| +

e (sin6j1)"(sin 642)(sin Bv41) [(sinej)J 1691-( /) 06;
1 1 : N-2 0
-r-2 [(Sin QN_l)N_Z aeN—l (Sln 0N—1) aeN_l] (1.52)

Avec : A% (Q) est I’operateur différentiel partiel

AIZ\I(-Q) = Z]:1N -

1 1 d (.. j-1 9
2 — . —
[((sin 6j+1)2(sin 9j+2)2...(sin 91v+1)2) ((sin 9]-)]_1 08 (Sll’l 9]) 69]-)] *

(sinfy_1) Py

1
[(sin GN_l)N_Z 00N_1

14



Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

Les composantes du moment angulaire sont définies comme des tenseurs
antisymétriques

Lij=-L; i=123,..,j—-1 j=23..,N (1.53)

Ou p; L’operateur moment conjugué canomique de x; qui peut étre exprimé
comme

N-1

p -0 <69]> d
k = —lz—=—I — | =
0x — dxy ) 00,

_ _jyn1(Lox) 0
Et vérifie les conditions
N-10%i 0x1 _ o 52 N-196i 0% _
Zi=0 96; ae} - 61]hl ’ 1=0 dxy 06; - 6’([' (155)

Qui découlement des équations (2,3) et de la propriété d’orthogonalité du
systéme de coordonnée.

Les composantes du moment angulaire satisfont les relations de commutation
|Lij, Lia| = i Lix + i8uLjy — i8j Ly — 16y Ljy. (1.56)
Les quantités intéressantes représentent les invariants Casimir
Ly =XijLiLij, i=12,...,] =23, ..., k+ 1 (1.57)

Alors, nous pouvons obtenir

62
12 =—
1 80i2’
0 0 L3
3= (-2 2 ging, 2~ 4
2 sin 6, 86, 296, sin26,/)’
1 0 . k-1 0 L2_,
L2 =( —sin* 1§, — — L
k sink-19, 96, k30, sinZ@,
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Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

2 _ 1 0 . N-2 0 L%V—
Ly_q1 = —( sin™ "~ 6, PR 2 ) (1.58)

SinN_Z 91\/—1 691\]_1

Il est alors facile de montrer que

2
V2= 2 N-1 2 I (1.59)

N™ ;N-15¢ or r3

Maintenant, les fonctions propres communes aux opérateurs qui
2 52
commutent Lg, L3, ...par Yy . 4,4,(01,02,.....,0y_1) . Nous pouvons
écrire

L2 Vanydnetydip iy 01,02, oo, On) = My 2y o2y, (01,62, oo, On-1)  (1.60)

Ou valeurs propresA;, sont reelles et non négatives et vérifient la condition
Ak = Ax_1 La forme des invariants de Casimir suggérent que les fonctions
k k—1.
propres Yy A iapr, (01,62, ..., Oy_1) peuvent s’exprime comme

Vinosdy—trendady 01,02, oo, On_1) = TIRZ1 O, 2, (610, (1.61)

N—1
=1

IR

Y/lk,lk_1,= (Qk)

Avec :

Q}Lk,/lk_l(eﬂ = 0, (/11)

176,(61) = 4,0,(8,) ,(1.62)

L%C(Ak—l)@)lk,lk_l(ek) = Ak@lk,/lk_l(ek) »» k = 2,3, ...... ,N -1 (1.63)

Ou
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Chapitre 01 L’équation de Schrodinger généralisé

F Ajeer
L2 (Ap_q) = (ae2 + (k — 1)cotb, 0.~ —k1) (1.64)

2
sin
Ok

Les equations (2.17) et (2.18) avec k = 2 définissent les harmoniques sphériques
a 3 dimensions.

En utilisant les relations précédentes, on peut ecrire
Al = IZ,AZ = 12(12 + 1), 12 = 0,1,2, ...,11 = 12,12 - 1, ...,12 + 1, _12 (165)

De sorte que pour un [, donné, I, = 0,1,2, ...alors I, = 15,1, — 1,...,1, + 1,—1,.
A partir de ces expressions, il est clair que [, est de la forme

A =Ll +k—1) (1.66)
Ou [, est entier
Finalement, nous pouvons écrire
L%v—1YlN_1,N_2 (61,02, ..0y-1) = Ly_—1(Ly—y + N — 2)Yiy i neorninin (01, 02, v, Oy 1) (1.67)
Avec
Ly_1 =012, ..; Ly- =0,1,2,...,Ly_1;  Ly_3=0,12,..,Ly_3;
Ly =0,1,2,...,Ly; L, =01.2,..,Ls; Li= —L,+1,..,L,—1,L,.
Maintenant en remplagant
(1, 01,02, .., On-1) = RNy, ygins (01,62, o, Oy 1), (1.68)

dans I’équation (2.1) et utilisant les relations (2.14) et (2.23), nous obtenons la
partie radiale de 1’équation de Schrodinger

-3 (&5 +224) + By ()| R = ERG)  (169)

Pour éliminer la premiere derivée, nous utilisons la substitution

N-2
Ulr)=r—=2 R(r) (1.70)
Par conséquent, (2.24) se réduit a
|- L + D | = EUG),  k=N+20 (L7
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Chapitre 02 Oscillateur harmonique isotrope plus le
potentiel quadratique inverse a N-dimensions.

Chapitre 02 : Oscillateur harmonique isotrope plus le
potentiel quadratique inverse a N-dimensions
2-1-Définition

L’oscillateur harmonique joue un réle important en physique classique ou
quantique car il apparait de maniere approchée chaque fois qu'un systéme décrit
de petits mouvements autour d’une position d’équilibre.

Molécule
. ApA | X ¥ S0 i3
ns LD J .I =llI .|‘| I' v\ L u oF
Dscillateur équivalent
.// fid 'f‘{ fi A
é ||l Ll 'I.' Ill ‘ill ! ‘_‘\D /_-_"
7,

Un oscillateur harmonique en mécanique classique est un point mateériel
de masse m, soumis a une force de rappel proportionnelle a la distance qui le
sépare de I’origine,

Soit :

F =—kx

Ou k est une constante positive.

L’équation du mouvement de la particule sur I'axe Ox s'écrit sous la forme
suivante

19



Chapitre 02 Oscillateur harmonique isotrope plus le
potentiel quadratique inverse a N-dimensions.

dZ

X
m—+kx=0i+w?x=0
dt?

Avec
w = /5 est la pulsation
m

Et

1

k . Y et
v =— [—=. BEstla fréquence d’oscillation.
2m A m

La solution de cette équation est purement sinusoidale et s'écrit
x = xpcos(wt + 0)
Les énergies cinétique et potentielle de la particule valent respectivement

1 (dx>2_P2 1

T = sml=r) =5-= zmwzxgsinz(wt —0)
Et
1o, 1 o 1l a2
V =—-kx*=-mw*x* = -mw*x§cos*(wt — 0)
2 2 2
de sorte que son énergie totale est
Pz 1 1
E= o+ Emwzx2 = Emwzxg

L’énergie E de la particule est donc constante. Ainsi si I'on se fixe K, les limites
+ x du mouvement classique s'obtiennent facilement a partir de l'intersection de

la parabole decrivant V(x) avec la droite parallele a Ox et d'ordonnée E.

En ces points I'énergie potentielle est maximale et égale a E et I'énergie cinétique
est nulle. Le mouvement classique est donc borné et se limite a des oscillations
entre les points d'abscisses -x et + X .
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Chapitre 02 Oscillateur harmonique isotrope plus le
potentiel quadratique inverse a N-dimensions.

, PTc)

Figure 2 : Energie potentielle d’un oscillateur harmonique a une dimension

Des oscillateurs a une ou plusieurs dimensions jouent un réle important en
physique quantique. Ils permettent de décrire différents phenomeénes de
vibrations d’atomes auteur d’une position d’équilibre dans une molécule ou dans
un réseau cristallin. Ils permettent aussi de décrire, mais de fagon plus
approximative, les vibrations de la surface d’un noyon atomique ainsi que les
mouvements des protons et des neutrons dans ce noyau.

Le modeéle le plus simple pouvant représenter la vibration d'une molécule
est l'oscillateur harmonique.

un systeme moléculaire diatomique peut se ramener a ce schéma
mécanique mécanique, nous supposons que les deux atomes ne sont plus liés de
facons rigide, mais peuvent osciller autour de leurs positions d'équilibre le long
de internucleaire.

selon le mécanique quantique, le mouvement de la molécule est décrit par
I'équation de Schrodinger qui s'écrit:

d*¥(r) N 8mlu
dr? h?

E —%(r —1,)?|¥(r) =0,
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Chapitre 02 Oscillateur harmonique isotrope plus le
potentiel quadratique inverse a N-dimensions.

E est I'énergie totale de la molécule et ¥(r) est la fonctiond’onde, dont le
carré du module donne la distance r.

1, est la distance internucléaire a I’équilibre (de vibration), ladistanceréelle des
deux atomes au temps t.

L'équation précédente considérée donc la molécule comme un oscillateur
harmonique (c'est-a-dire un point matériel oscillant sous I'effet d'une force de
rappel proportionnelle a I'élongation) dont la masse est la masse réduite de la
molécule.

Il est bien connu que les atomes s'organisent dans les cristaux pour former
des structures cristallines bien définies. Si on se place a 0Ok°, les atomes sont
fixes dans leurs positions d'équilibre. Si on augmente la température, les atomes
vont vibrer autour de leurs positions d’équilibre. L'énergie d'une vibration est
guantifiée et le quantum d'énergie est appelé phonon (par analogie avec les
photons).

Pour calculer I'énergie associée aux modes de vibration, il faut faire le
traitement quantique du réseau d'oscillateurs harmoniques couplés que constitue
le réseau cristallin.

Les valeurs propres de I'namiltonien du systeme sont quantifiées de la forme:

1
E, = hW(Tl+E>,

ou n est une entier naturel et w est la pulsation de du mode considére.

Dans la théorie des vibrations cristallines, les mouvements du réseau sont
représentés par une série d'oscillateurs isotropes a 2 dimensions.

Un oscillateur harmonique isotrope est un oscillateur dont le potentiel ne dépend
que de la distance r de la particule a lI'origine; le potentiel est par suite invariant
dans une rotation quelconque.

Un oscillateur harmonique isotrope a N dimensions est une particule située dans
potentiel central proportionnel au carré de la distance au centre.

Son Hamiltonien est
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Chapitre 02 Oscillateur harmonique isotrope plus le
potentiel quadratique inverse a N-dimensions.

Figure 3 : Réseau cristallin.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de [D’oscillateur
harmonique isotrope a N-dimensions plus une barriére de potentiel (potentiel
quadratique inverse) [11]. Aprés la construction de 1’équation de Schrodinger,
nous cherchons ses solutions qui sont les valeurs propres et les fonctions d’onde
d’une équation hypergéométrique radiale. Deux cas particuliers sont déduits.

2-2-1’¢quation de Schrodinger pour I’oscillateur harmonique
isotrope plus le potentiel quadratique inverse a N-dimensions

Considérons le mouvement d’une particule sous 1’action d’un potentiel a
symétrie sphérique a N dimensions.

L’équation de Schrédinger pour ce probléme s’écrit
h2 o
HY = EY = [—ZVN +V)|¥ = Ew (2.1)

Tel que le potentiel sous traitement est de la forme

V() = 4L (22)

Ou u représente la masse réduite et g est une constante.

Alors I’équation de Schrodinger & N-dimension pour 1’oscillateur harmonique
isotrope devient
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Chapitre 02 Oscillateur harmonique isotrope plus le
potentiel quadratique inverse a N-dimensions.

_Pr1 0 Nl M] (M g) _
o et T | P () P = EY (2.3)

Comme le potentiel est central, 1’état stationnaire de la fonction d’onde ¥ (r)
serait de la forme

‘1”(1”, 91, 02, .,HN_]_, (p) = R(T‘)Y(T, 91, 92, ey 91\]_1, (p)

Ou R(r) est la fonction d’onde radiale inconnue et Y (r,60;,0,,....,0N_1, Q)
désignent les harmoniques sphériques.

Remplacons dans 1’équation ( 2.3), nous obtenons

2 d
- Z{Ylm(r, 01, 92, TTED) 8N—1' (p)T‘l_N a <TN_1

OR(r)
or >

2
+R(r) [szr(zﬂ)

w22
+ [’u 2 +§_ E]R(r)ylm(rr 811 62"""61\,_1’ (p) = 0'

Ylm(r’ 01, 92, ey 91\1_1, (,0)]}

2
divisions cette équation par : —S—M, multiplions par (r?) et enfin nous multiplions

1
R(T)Ylm(el;ez;----,QN—1;§0)

1’équation par nous obtenons 1’équation suivante

1 i(rN—l aR(r)) 2 2[5 (M+i)] =

R(r)rN-1or or 2 r2

1 2
— AyY(1,04,0,,....,08_1,0),
Y(T,91,02,....,9N_1,<p) N ( Y2 N-1 90)

Nous remarquons que les deux membres de cette égalite dépendent de deux
variables différentes ; alors ils doivent étre égaux a une constante S.

L’équation (2.3) s’écrit alors sous la forme de deux équations différentielles

rl‘N;—r(rN‘l ag(:)) £ —R(r) += 2 [E (“W r %)] Rr)=0 (2.4)
A2+ 1L+ N —2)]Y™" (64,6, ....,00_1,9) =0 (2.5)
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potentiel quadratique inverse a N-dimensions.

Posons
B=lU+N-2)
Ou [ est le nombre quartique orbital avec I = 1,2,3, ...

B est une constante de separation dont les valeurs constituent les valeurs propres
de I’opérateur de Laplace-Beltrami.

2.2.1construction de la solution de I’équation de Schrodinger
hyper —radiale

Nous constatons que 1’équation (2.4) posséde deux points singuliers 0 et
o qui sont respectivement régulier, par conséquent, pour résoudre cette
¢quation, nous examinons d’abord le comportement des solutions R (r) au
voisinage de ces singularites.

- nous remarquons que lorsque r tend cers zéro(r — 0)le terme (g/r?) est mal
défini alors, nous supposons que le comportement de la fonction d’onde R(r)
soit de la forme

R(r)acor® (2.6)
R'(r)=ar® ! et R"(r) = a(a; — 1)r*—2
En remplacant (2.6) dans 1’équation (2.4), nous obtenons

Ug alz+2uE L 1ewrrt

h2 h2 = h2

(e = D+ NV = Day + 1A+ N -2) - 275
=O,

en égalent a zéro le coefficient du terme de la plus basse puissance, nous
obtenons

Hg

al(al+N 2)—l(l+N 2)_2h2

=0,

La résolution de cette équation donne deux valeurs possibles

Hg

N
al=—+Jl(l+N—2)+2h2,
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Il est clair que la valeur positive de A4;est la seule valeur acceptable

Hg

N-2
a=——-+ |[I(l+N - 2)+2hz

2

- comme 1’équation (2.4) admet une singularité a (o) alors ses solution

relatives aux etats lies doivent étre normalisées et se comportent comme

exp (—ar?), ces fonctions constituent évidement les solutions de I’équation
suivante :

R"(r) +( ME | wwor )R(r) =0, 2.7)

\ w
Douag =2
2h

Finalement, il est raisonnable de donner la fonction d’onde R(r) la forme
suivante :

“‘*’; 2) F(r). (2.8)

R(r) =r%exp (—
Pour déterminer la fonction F(r), nous remplagons I’expression (2.8) dans (2.4)

Sachant que :

—Uwr LT

— &rmﬂ] B(TZ)F(r) + r“le<Tz>F'(T), (2.9)

R'(r) = [alr“l_l -

—uwr?

R"(r) = r“le<T)F"(r)

—Uwr

et = () past 4 gt (K)o (57 pr )
(2.10)
+ [al (a; — Dra2 — (%) ar® — (&) (a; + Dre

+(%)Zr(al+z)] (5 )F(r>

Nous obtenons 1’équation différentielle suivante

F'"(r) + [Z“i’v‘l - 2“;‘”] F(r) — [(%) (2a, + N) + KZ] F(r)=0. (211
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ua)r

Nous posons ¢ = , alors

1
98 _ 2pw (B8
or  h (uw) ! (2.12)

Et:
F'(r)=2"7“<(ﬂj)>F(f) F'(r) =22 F(@) + 22F'(9), @13

Nous remplagons les deux résultats (2.12) et (2.13) dans I’équation (2.11), on
obtient 1’équation suivante :

1 1
uwe 200+ N -1 2pw (hé\2|2uw (héN2
L gy + E2F (@) + T () |5 () Fr®
- Gio)
+[-5=@a+ M+ K2 FE) =0,
duwé (2a; + N)2pw  4pwé| Uw
> ——F"(©) + [ — -——|F©-|(5) Car+ M) - K7
XF() =0,
devisons cette équation par‘”‘Ta’ , alors
§F" () + [F — g | () - [FR2 - 22 p (o) = o, (214)

Il est remarquable que cette équation est une équation de type
hypergéométrique confluente général ou 1’équation de Kumer[10].

Pour la résolution de cette équation, nous utilisons la méthode de Frobenius.

F(&) = X5 o Cpékts, (2.15)
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Par définition, Coest le premier coefficient non-nul de ce développement (Cy#0).
Nous allons construire les coefficients de cette série hypergéométrique .Dans ce
but, nous devons trouver la relation de récurrence liant deux coefficients
consécutifs :

Calculons (ZK 0 CKgoK*?)etd—f2 %= CkX*9)ce qui donne

d€<zc €K+9) PRI

d€2 (Z CKEK‘*'Q) z Ck (K+9)(K+9_ 1)€K+g—2

Introduisons ces formules dans 1’équation (2.14), nous obtenons

N - 20, + N hk?
ZCk(k+g) [(k+g—1) + l+ ]EK+9‘1—ZCR[(k+g) +< “l: 4Hw)]f’“9 =0,
k=0

En rassemblant les termes associés a EK+¢~1

2al + N]

> GkH|Krg-D+ grro

c 20, + N hh?
- Z Cin I(K —1+9+ < L )l grrem1 =
K=1

4 4uw
=

Cog[g—1+(2“l+N)§9 1]+ZK 1[Ck(k+g) (k+9 1+(2"”+N)) Creer (k—1+g+

(2a;+N) _ hk k+e—-1 —
: 4#w)]g +9-1 = ¢ (2.16)

le terme de plus bas degré est ené®~1, alors nous pouvons écrire
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CoQ [9 -1+ (za”m] (2.17)
@ prend les valeurs possibles suivantes
Q=20 (2.18)
et
20 +N
Q= _( o ) (2.19)

Posons ensuite le coefficient du terme général £<*¢! égal a zéro, nous obtenons
la relation de recurrence suivante

(1ergm o)
Cx = | Cr—1
(k+g)(k+g 1+M)

(2.20)

Pour ¢=0, I’équation (2.20) devient

C (k—1+(2ai+N)—fMLi> C
= —1- 2.21
k k(k—1+(2al2+N)) k-1 ( )

Choisissons Co=1, et aprés un calcul simple, nous déduisons I’expression
suivante

((Zal+N)_£) 1

4 4pw),

(@)

C, = (2.22)

ou nous avons utilisé la notation

{(A)n =11 +1DA+2) ... A +n— 1)}
(/1)0=1

Finalement, la fonction F(&) peut s’écrire sous la forme

(Zal +N) hkz
( Z _4wv+1>

9 ((2a12+ N)) +1

((20(1 +N) hkz)
4 4uw

((2a12+ N))

FEO=1+ £+ £2 4 -
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Chapitre 02 Oscillateur harmonique isotrope plus le
potentiel quadratique inverse a N-dimensions.

(2a; + N) hk?\(Qa; +N) hk? (2a; + N) hk?
( 4 _4,ua)>< 4 _4,uw+1>'"< 4 _4,uw+n_1)

+ gn
1x2 ><3...xn<(2“l+N))<(2“l+N)+ 1) ...<M+n—1)
2 2 2
<(2al+N) hk2>
F(§) = X0 Gy ¢ (2.23)
n(E)
=
(2a;+N)  hk? (2a;+N)
F(E) = 1F, |20 — 25 20 e| (2.24)

En remplagant dans I’équation (2.8), la fonction d'onde de notre systéme prend
la forme suivante

2 2 2
Hwr ) F [(2a1+N) __hk (2a;+N)  pwr ] (2.25)

R(r) = r%exp (_ 2h 4 4pw’ 2’ 2h

2-2-2 solution de I'équation de Schrédinger hyper-radiale

2-2-2-1 les valeurs propres

Nous remarquons que la fonction hyper- radiale (2.25) présente pour les
grandes valeurs de r un comportement non acceptable physiquement, pour les
grandes valeurs de r, la série confluent 1F: est proportionnelle

2
aexp (— %) suivant la formule

v por?\ uoor v Howr?
VYR ) TSP\ T on Y T Y TR )
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ce qui rend la fonction d'onde hyper radiale R(r) divergente, pour qu'elle
soit normalisée, nous somme dans I'obligation de tronquer cette série et dans ce

cas 1F; devient un polyndme et la fonction d'onde R(r) —0 pour r—oo

v K(Zal + N) _ hk2> (2a; + N) pwr?

4 4uw )’ 2 " h
[(Zal +N) F[(Zal +N) th +7’l]
14+ Z  duw (uw)
[(20{, + N) th] nr [(Zal + N)] h /'
" duw
il s'en suit
(Zal + N) th
2 — " = —n,, n.=01,2,..
Ou encore
hk? —n + (2a1+N).
4uw

(2.26)

Maintenant, nous remplagons k? = ZhLZE dans I'expression (2.26), nous obtenons

h 2uE (2a; + N)
4uw h2 = 4

E=hw(al+%+2nr)=hw(n+%),

ou

19

h?”’

N -2
a=a1=T+\/l(l+N—2)+

31
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Finalement, les énergies propres du systéeme sont donnees par I'expression
suivante:

E=hw<2nr+N—1+\/l(l+N—2)+2th>. (2.28)
2-2-2- les Fonctions propres:

Dans ce paragraphe, nous nous occupons de la normalisation des fonctions
d'onde hyper-radiale.

La fonction d'onde non normalisée s'écrit

2
Ry, (1) = Cnmr"‘le(_%)lﬁ[—nr, (2“’2+N) ;£ “;2]. (2.29)
Ou C,,,; estlaconstante de normalisation
Finalement la fonction Ry, (1) prend I'expression suivante
hw (206127-“\,) 2
%) wr _
b= [ L5, o

2-3- Les fonctions propres complétes

Les fonctions propres completes orthonormees relatives a l'oscillateur
harmonique isotope a N-dimensions plus le potentiel quadratique inverse s'écrit

@(r,01,03, .., On_2-0) = Xy 1m Cp i R, )Y (1,01, 0, ..., Oy 2. ).
(2.31)

Avec

Cp,1 €t Ry, ;(r) sont données par les équations (30) Y, (r, 04, 65, ...., On_2. @)
sont des extensions multidimensionnelles des harmoniques spheriques familiers
appelés les harmoniques hypersphériques du degré [ sur la sphére SN2,
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2-3-1 la dépendance des solutions en N et g:

Pour illustrer ce formalisme sur un cas bien connu de I'oscillateur harmonique,
on considere le cas ou N=2 et g#0 (g>0), I'équation de Schréodinger pour
I'oscillateur harmonique isotope bidimensionnel plus le potentiel quadratique
inverse est:

-h?2[9% 10 1 02
=it S| e o) + [FE + 2| v (e 0) = E¥ (0 )
(2.32)

Supposons que la fonction d'onde admet la forme suivante:

Y, @) = P(QY™(¢). (2.33)

les valeurs propres sont

E,, =hol[u; + 2n, + 1]. (2.34)

w

et les fonctions propres correspondantes sont

—pwg?

p(Q,¢) = Cng,,lg“le( 2 )ylm(<p)1F1 (—ng,m +1,55 ) (2.35)

avec la constante de normalisation

1

Uw upt+l 2
2 (T) et (ng + 1a)!
F(pa+ng+1)|  nglua!

Cng,A =

Ces résultats s'accordent avec ceux de la littérature.

2-3-2-Cas particulier: Oscillateur harmonique isotope pur a N-
dimension

Pour N arbitraire et g=0, le probléme se réduit a l'oscillateur harmonique
isotope a N-dimension avec les énergies propres

E,, =ho [al +2n, + %] (2.36)
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Chapitre 02 Oscillateur harmonique isotrope plus le
potentiel quadratique inverse a N-dimensions.

et les fonctions propres

—uwr

2
e 2a;+N
lPnr,l,m(rl 01,02, ..,Oy_z.0) = Cnrrale< zh )1F1 (— r;—alz B )Ylm(r 601,02, ..., 0n_2.0),

(2.37)

avec

1
2

2 (%)Zalﬂv 2n,.! (nr +a; + NTZ) !

F(nr+al+%) nr!(al+NTZ)

Cnr,l =

Est la constante de normalisation.

Ces resultats correspondent aux résultats obtenus pour I'oscillateur
harmonique isotope pure a N dimensions.
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Conclusion

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié le probleme de l'oscillateur
harmonique isotope plus le potentiel quadratique inverse a N dimension via la
résolution de I'équation de Schrodinger, nous avons montré que les résultats
obtenus notamment les valeurs de I'énergie ainsi que les fonctions d'ondes
correspondantes dépendent de la dimension de I'espace, il est montré aussi que
ces résultats se réduisent exactement aux résultats bien connus pour N=2 et g#0,
N arbitraire et g=0.
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Résumé :

Dans ce travail, nous avons écrit I’équation de Schrodinger
geénéralise et sa solution dans le cas de I’osculateur harmonique
isotrope plus le potentiel quadratique inverse.

Mots clés : osculateur harmonique isotrope, potentiel quadratique
inverse, potentiel central, équation de Schrodinger.

Abstrat :

In this work, we have written the generalized Schrdodinger
equation and its solution for the isotropic harmonic osculation plus the
inverse quadratic potential.

Key word: isotropic harmonic oscillator, inverse quadratic potential,

central potential, Schrodinger equation.
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