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Introduction

Bien que la notion de convexité soit connue depuis I'antiquité, c’est essentiellement au début
du 20 éme siecle que, avec 'essor de ’analyse fonctionnelle.

La convexité est la branche des mathématiques qui étudie les ensembles et les fonctions
convexes. Elle intervient dans la modélisation et la résolution numérique de problémes en
ingénierie, en statistiques, en physique, en économie, en finance et dans les sciences de I'in-
formation.

Le concept de la E-convexité pour les ensembles et les fonctions ont été introduits par Youness
dans [2], et ils ont des applications importantes dans diverses branches des sciences mathé-
matiques. Ce type de convexité généralisée est basé sur 'effet d’un opérateur F : R" — R"
sur les ensembles et le domaine de la définition des fonctions, Xiusu Chen [3] a introduit un
nouveau concept de fonctions semi- E-convexes et a discuté de ses propriétés.

Dans ce mémoire, nous présentons le concept des ensembles F-convexes, des fonctions F-
convexes et semi-F-convexes et développons quelques propriétés basiques des fonctions semi-
E-convexes pour une fonction & valeur réelle f définie sur un ensemble E-convexe non vide.
Le manuscrit de cet mémoire est organisé comme suit. Dans le chapitre 1, nous avons pré-
senté le concept de la E-convexité pour les ensembles et les fonctions. Ces résultats sont
indispensable pour la suite, tandis que les chapitres 2, 3 est sont consacrés au concept des

fonctions semi-F-conveexes.



Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Les ensembles E-convexes

Définition 1.1.1 [2] Soit M un sous-ensemble non vide de R",
et une application FE : R* — R™ on dit que l’ensemble M C R"est E-convexe

si Vr,ye M , Ytel0,1] : tE(x)+(1-t)E(y) € M .

Example 1 [2] Soient E : R* — R? définie par E(z,y) = (0,y).
et

M ={(z,y) e R*: (z,y) = M (2,1) + X2 (0,3) }

2
avec A1, Ay, > 0,> N < 1,alors ,M est un ensembele E-conveze.

=1
Explication :
. X = (.I'l 3/1)
Soient ’ eM
oren { Y = (22, 12)

alors , il existe (ay,an) € R* [ (B,8,) € R?
2

a; >0et > a; <1

tq St i=1,2
B; >0et> B, <1
i=1
e { X=0wo(2,1)+a2(0,3) = (201, a1 + 3cxa)
Y =51(2,1) + B5(0,3) = (284, 81 + 35,)

ce qui implique : (8’ y1) = (0, a1 + 3ap)

2) = (0,8, +383,)
= (0,t (a1 + 3a2) + (L — ) (B, + 36))

)
on vérifie que (0,t (cq + 3a) + (1 —t) (B, + 36,)) € M
il faut trouver A, Aa >0 avec A\ + Ay < 1
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et (0,1 (an + 30) + (1 — 1) (By + 364)) = A (2,1) + A2 (0,3) = (2A1, Ay + 3Xo)
24 =0
donc { M A3Ns =1 (a1 +3as) + (1— 1) (3, +38,)
/\1 = O
d’ou
A2 :t(%+ag) +(1—1) (%Jrﬁz)

d’autre part on a :

{ a1 +as <1

B+ 6, <1

ce qui implique :
0§t(%+a3)<t (1)
0§(1—t)<63—1+62><1—t 2)

par laddition de (1) et (2) on trouve :
0<h=t(F+ar) +(1-1)(3+8) <1
par conséquence :

0< <1
donc [tE(x)+ (1 —t)E(y)] € M.

Ainsi M est un ensemble E-convezxe .

Remarque 1.1.1 [2] Un ensembles convexes M C R" est considéré comme un ensembele

E-convexe , avec E = Idgn .

Example 2 [2]  Soit M =[—1,3!] U[0,1] et E(z) =2?, Vz € R
il est claire que M est E-convere mais n’est pas convexe .
Explication

Il y a trois cas :

1°"cas :

. 1<E(@=22<1

_1 =17. 4 = -

Soient z,y € [—1,5]; <R =<1
pourte [0,1]: ;< [tE(z)+(1—t)E(y)] <1
donc tE(z) + (1 -1)E(y)] € M.
2" cas :

' ’ 0<FE(z)=2*<1
Soient x,y € [0,1]; 0<E(y)=12<1
pourt € [0,1]: 0 < [tE(x)+ (1 —t)E(y)] <1
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donc [tE(z)+ (1 —t)E(y)] € M.
3 cas :

. 1 . 1<E(x)=2*<1
Sozt$€[—1,7],y€[0,1] : 0<E(y) =y <1
pourt e [0,1]: L <[tE(z)+ (1 —t)E(y)] <1
donc [tE(x)+ (1—-t)E(y)] € M.

Ainsi M est un ensemble E-convere mais n’est pas convexe parce que :

sz’onprend:x:%l ,y:O,t:%
on obtient : tx+ (1 —t)y == ¢ M.
1.2 Propriétés

2] Soit E: R™ — R ™ une application linéaire, et soit M ;, M 5 CR " deux ensembles
E-convexes alors :

l.a M = {ax,z € M} est E-convexe pour chaque a € R.

2. M; U M, n’est pas nécessaire E-convexe.

3. M;N Msest un ensemble E-convexe.

4. M1+ « .est E-convexe otl « un point fixe de E et pour chaque o € R.

5 My + My ={z +y,z € My,y € M} est un ensemble E-convexe.

Preuve:

1. Soient a € R, ax , ay € aM; ou x,y € M; et 0<A<1.

AE(ax) + (1 = N)E(ay)

<
~—

AE(x) + (1 — NaE(
a(AE(z) + (1 - N)E(y

~—

).

cela prouve aM; est E-convexe.
2. Considéron lapplication E : R? — R? définie par :

E(z,y) = (0,y), et considérars les deux ensembles

M, {(z,y) eR?: (z,y) = A\ (2,1) + X2 (0,3)} .

M

2
Avec )\1, )\2 Z 0, Z)\Z

i=1

{(z,y) e R?: (z,y) = A\ (0,=3) + A (—2,-1)}.

< 1.
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Les deux ensembles M; et My sont E-convexs, mais M; U My n’est pas E-convexe.

car : si on prend :

)\1 - O 5 )\2 = %
X=(0,1 € M
Y=(-1,-3) € M
Alors :
tE(X)+ (1 —-0)EY) =t(0,1)+(1—1¢)(0,—3)
= (0.5t —3)

on prend : =

On trouve : tE(X)+ (1—-t)E(Y) = (0,0)

Alors [tE(X)+ (1 - )E(Y)] ¢ M,
et [tE(X)+(1—HEY)] ¢ M,
donc
(tE(X)+ (1 —t)E(Y)] ¢ M, UM,
Ainsi M, U M, nlest pas E-convexe .

3. Soient z,y € M; N My ;soit A € [0,1]
xr € My N M,y r € M;etx e M
{yGMlﬂMz {yEMletyEMg
alors :

VAe[0,1], AE(z)+(1—-XNE(y)e My et AE(z)+(1—-X)E(y) € M

donc VA € [0,1], AE (x)+ (1 = X)) E(y) € My N M,
alors M N M, est E-convexe.

4. Soient z,y € Mi+a ,a € R" tqFE(a)=aet 0< A1

— M(E(y) + E(a))
J(E(Y) + )
+ Ao+ (1—-Na

_|_
£
+
/}:\_/
|
\./>,H

comme M, est E-convexe ,
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donc AE(z)+ (1= NE(y) € My
cela prouve que AE(x+a)+ (1= NE(y+a) € M, + a.
Ainsi M, + « est E-convexe .

5. Soient (x1 + y1), (z2 + y2) € My + M,y

pour 0 < A <1:

AE(z1+ 1) + (1= A)E(2 +y2) = (AE(21) + (1 = A)E(22)) + (AE(y1) +

comme M, et M, sont deux ensembles E-convexes,

alors :

AE(y1) + (1= A)E(y2) € Ma
cela prouve que :

{ AE(z1) + (1 — N)E(x2) € M,

)\E(l‘l —+ yl) -+ (1 — )\)E(LCQ + yg) € M1 + MQ

Ansi , My 4+ M, est E-convexe .

(1 =M E(ys))

Remarque 1.2.1 [2] 1.L’%ntersection d’une collection arbitraire d’ensembles E-convezes

est un ensemble E-convezxe.

2.50itE : R™ — R" linéaire My, M, .., M,, sont des ensembles E-convezres de R™.

alors , M = N\ My + MMy + ...+ N\, M,, est un ensemble E-convezre; ou \; € R pour

i=1,2...,m

Proposition 1.2.1 [2] Soient E; : R — R" et Ey : R™ — R™ deuz applications .

Soient A : R" — R™ wune application linéaire avec : Ao E;y = Ey0 A, M C R" est un

ensemble Ey-convere alors : A(M) C R™ est Ey-convexe.

Preuve: Soit M C R" est Ej-convexe, soient x,y € M et 0 < A < 1.
Alors A\Ey(x) + (1 — M) Ey(y) € M.

D’autre part :
AE(A(z)) + (1= N E2(A(y)) = A(Ez0 A)(x) + (1= A)(Ez0 A)(y)
= AAo Ey)(z) 4+ (1= A) (Ao Ey)(y)
= AM(E1(2)) + (1 = M) A(E(y))
= AAEL(z) + (1 = A Ei(y)).
Cela prouve que :
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AE5(A(x)) + (1 — N E2(A(y)) € A(M).
Ainsi A (M) est Es-convexe . O

Proposition 1.2.2 [2] Si un ensemble M C R"™ est E-conveze, alors  E(M) C M.

Preuve: Comme M est E-convexe , alors pour tout x,y € M et 0 < XA < 1.
On obtient :
AE(z)+ (1= NE(y) e M

pour A =1, E(z) € M, ainsi E(M) C M. O
Proposition 1.2.3 [2] Soit E(M) conveze et E(M) C M . alors , M est E-conveze.

Preuve: Soit x,y € M. donc , E(z) et E(y) € E(M), et comme E(M) est convexe.

Pour chaque 0 < A < 1, on trouve
AE(z) + (1 - NE(y) € E(M)C M
cela prouve que AE(z) + (1 — A\)E(y) € M ainsi M est E-convexe . O

Proposition 1.2.4 [2] Soient a« € R,v € R" et F : R* — R" une application linéaire
nulpotent d’indice p =2 .
Alors U'ensemble M = {x € R" : (E(x),v)p a} est E-convexe ot p € {<,=,>, <, >}.

Preuve: Soit z,ye M et 0 <A< 1.
(E(AE(z) + (1= NE(y)),v) = () + (1 = N E*(y), v)
() + (1= A)E(y),v)
(x),v) + (1 = A E(y),v)
= AME(z),v) + (1 = A) (E(y),v).
Cela montre que (F(AE(z) + (1 — A\)E(y)),v) p a donc AE(z) + (1 —N)E(y) € M.

Alors M est E-convexe. U

Remarque 1.2.2 2] Soient «; € Riv; € R” pouri € I et E :R"™ — R" une application
linéaire alors Uensemble M = {x € R"™ : (E(x),v;)p a; pour i € I } est E-convexe ou

pe{<,=> <>}
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1.3 Les Fonctions E-convexes

Définition 1.3.1 1. [2] Une fonction f : M C R" — R est dite E-convexe sur M si M

est E-convexe et pour chaque x,y € M et tout t € [0, 1]

FAE(x) + (1 =1)E(y)) <tf(E(x))+ (1 —t)f(E(y)) -
2. On dit qu’une fonction f : M C R™ — R est strictement E-convexe sur M si M est
E-convexe et Vx,y € M etV t € ]0,1].

fE(@) + (1 =) E(Y)) <tf(E(@)+ 0 -)f(EW).z#y

Example 3 [2| Soit E:R?> — R? définie par E(x,y) = (0,v).
et , soit M C R? définie par

M = {(xay) € Rz : (l’,y) = )\1 (27 1) + )\2 (073)}
2
pour A, Ay > 0,5\ <1, Alors M est E-conveze. La fonction f:R* — R? définie par :
i=1

f(wyy)z{

est E-convexe sur M.

3, siy<l1

xy®, siy>1

Explication
Soient x1,y1;x9,y2 € MY t € [0,1] : M est E-convexe (voir l'exemple 1.1) .

pour
{ E(z1,y1) = (0,y1) = (0,1 + 3aa)
E (x2,92) = (0,12) = (0, 3, + 3,)
alors
(0, (a1 + 3az) + (1 =) (B + 35,))

tE(z1,y1) + (1 =) E(z2,52) = (0,
= f(0,t (o1 + 3a2) + (1 = 1) (B, +353,))

= f (tE<$17 yl) + (1 - t)E([E27 y2))
a partir de la définition de la fonction f

pour

B 0 st t (g +3az) + (1
f(O,t(Oél"‘?)OZZ) + (1 —t) (ﬂl +352)) - { 0 x (t(a1—|—3042) + (1 —t) (51"‘352))3 si t<a1 —|—3042) + (1
alors f(tE(x1,11) + (1 —t)E(xq,y2)) = 0.

D’autre part :
tf (B, ) + (1= 1) f(E(z2,32))  =tf(0,00 4 3az) + (1 = 1) f(0,5, + 30,)
=0
alors f est E-convexe sur M.



Chapitre 2

Les fonctions semi-E- convexes

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 1. [3] On dit que la fonction f: M — R est semi- E-convexe sur

un ensemble M ; ssi M est E-convexe et Y(x,y)€ M V¥Vt e [0,1]
fAE(x) + (1 =1)E(y) <tf(z) + (1 —1)f(y).

2. [3] On dit que la fonction f: M — R est strictement-semi- E-convexe sur ensemble

M .

)

ssi M est E-conveze et V(x,y) € M x M Vtel0,1] etx#vy :

fE() + (1 =1)E(y)) <tf (z) + (1 =) f(y).

Example 4 [3] Soit E:R — R définie par :
1 st 1<zx<4
E(x)={ 1+ Z2arctan(l—2) si <1
24 ~arctan(r —4) st x >4
Tq : U’ensemble R est un ensemble E-convexe , et soit la fonction f: R — R définie par :
7 st x<louxz>4
r—3 st 1<z<?2
flz) = 3—x si 2<x<3
r—3 st 3<ax<4
la fonction f(x) est une fonction semi-E-convexe sur I’ ensemble E-convexe R.

Explication :

1" cas :
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stx,y <1  ce qui implique
E(z) = 1+ 2arctan(l — z)
E(y) = 1+ 2arctan(l —y)
Ona:x<lalorsl—x>0=0<arctan(l —2) <7
{ 1<E(x)<2

alors 1< E(y) <2

On trouve : 1 <tE(z)+ (1 —1t)E(y) <2

FOE(@)+(1=1)E(y) =tE(z)+(1—1)E(y) -3
fFRE@)+(1—t)E(y)=(t(1+2 arctan(l —z)) + (1 —1t) (14 2arctan(1 — y)) — 3)
done : f (tE (x) + (1 —=1) E(y)) <

et

tf(e)+ (=0 fy) =7

Pour x,y <1 elle est veriffie

2°MCcqs :

sil<x<4dety<l , cequiimplique :

{ E(z) = 1

1+ 2 arctan(1l — y)
Alors
on trowve : tE(x)+(1—t)E(y) =1

FRE(@)+ (1=t E(y) = tE(x)+(1-t)E(y) -3

Qn calcule tf () + (1 —1t) f (y)
a) Si1<x<2 ety<l
EF (2)+ (1= 1) f (y) =tz — 10) + 7
alors —3<t(r—10)4+7<9
done tf (x) +(1—1) f(y) <9
pour 1 <x <2 et y <1 elleestwveriffie
b) Si2<zx<3 ety<l
tf(e)+ (1 =1)f(y) =7—tz+4)
alors 0<tlx+4)+7<7
done tf (2)+(1— 1) f (y) <7
pour2 <x <3 et y <1 elleestveriffie
) Si3<zr<4 ety<l
L (@) + (1= 1) f (y) =t — 10) + 7
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alors —3<t(r—-10)+7<9
done tf (z) + (1 —1) f(y) <9
pour 1 <x <2 et y <1 elleestwveriffie

De méme facon on a vérifié les cas siuvants :
3mecas x> 4 et y<l1

4mecqs s x <1 et 1<y<A4
5mecas: 1<x<4 e 1<y<4
6mecas . x> 4 et 1<y<4
Tmecas: x <1 et y>4

8mergs: 1<x<4 et y>4

9mecas . x> 4 et y>4

Donc f est une fonction semi-E-convexe.

Proposition 2.1.1 [3] Si la fonction f : R" — R est semi- E-convexe sur M C R" E-
conveze . Alors pour chaque x € M f(E(x)) < f(x)

Preuve:

1. Supposons que la fonction f : R” — R est semi-E-convexe sur un ensemble E-convexe
M CR™.

alors : Vo,y € M et pour 0<t<1l,ona:

fAE(x)+ (1 =1)E({y) < tf(z)+1—-1)f(y)
Pourt =1 , f(E(z)) < f(x).

0

Remarque 2.1.1 1.[3] Une fonction E-convere sur un ensemble E-convexe n’est pas néces-
sairement une fonction semi-FE- conveze.
2.[3] Une fonction semi-E-conveze sur un ensemble E-convexe n'est pas nécessaire une fonc-

tion E-convexe .

Example 5 1.[3] Soient E : R? — R? définie par E(z,y) = (1+x,y), f : R? — R? définie
comme f(z,y) = 22 + y* et R? est un ensemble E-convexe;

Soit X = ($1,I2) ,Y = (yl,yg) c RQ,W c [O, 1]
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SUE(X)+ (1 -t)E(Y)) = [+ 2, m0) + (1 =1) (1 +u1,02))
= [t (1) + (1= ) (L))" + [twa + (1= ) o]

et comme la fonction carré est une fonction convexe alors :
FOEX)+ @ =t) E(Y)) <t [(1+a0)" + (22)*]+(1 = 1) [(1+31)" + (32)°]

d’autre part :
tf (E(X))+ (1 —1) f(E(Y)) =tf(1+1,22) + ( )f(1+y1,y2)
=t[(1+ 21)” + (z2)%] + ) [(L+ ) 2+ (2)?]

alors f est E-convexe sur M
et pour x =0,y =0
E(0,0)=(1,0) et f(E£(0,0)) =1 et f(0,0)=0
alors
f(E(0,0)) > f(0,0)
alors d’aprés la proposition (2.1.1) , f n'est pas semi-E-convexe sur M.

2.[3] Soit E:R — R définie par :
1 st 1<zx<4
BEx)=<{ 1+ 2arctan(l—x) si x<1
24 ~arctan(r —4) st x >4

Tq : U’ensemble R est un ensemble E-convexe , et soit la fonction f: R — R définie par :

7 st r<loux>4

r—3 st 1<x<?2
flz) = 3—x si 2< <3

r—3 st 3<ax<4

D ‘aprés exemple (2.1)la fonction f(z) est semi-E-convexe sur l’ensemble E-conveze.

Et pour : t=

d’aprés (1) et (2)
fGEM) + (1 =3)E(5)) > f(EQ))+ (1 - 3)f(E(5))

Alors la fonction f (x)n’est pas E-conveze sur ’ensemble E-convexe R .

(1)
(2)

Définition 2.1.2 1. [1] Soit M est un sous-ensemble non vide de R™ et soient E :R" —

R" et f: M — R sont deur fonctions, on considérons les ensembles suivants :

epi(f) = A(z,0) e M xR/f(z) < a}
E—elf) = {(z,0) e M xR/f(E(r)) <a}
epip(f) = {(z0a) € E(M)xR/f(z) <a}

epi®(f) = {(Bx,a) € E(M) xR/f(z) < a}
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Les quatre ensembles , E — e(f), epi®(f), epir(f), epi(f) ne sont pas égauz.

Clairement,  epip(f) C epi(f) si M est E-conveze .

2.2 Quelques propriétés sur les fonctions semi-E-convexes

Théoréme 2.2.1 [1] Soit M un ensemble non vide de R™ , et soient E :M — M et
f:M—R

1- Si M est E-convexe et f est semi-E-convexe sur M alors epi(f) C E — e(f).
2-Si epi(f) C E—e(f) et f est E-convexe sur M alors f est semi-E-convexe sur M.
3-Si epi(f) C E—e(f) et f est convexe sur E(M) alors f est semi-E-convexe sur M.
4-Si epi(f) C E —e(f) et epig(f) est convexe alors f est semi-E-convexe sur M.
Preuve:
1. Soit (z, ) € epi(f)
alors pourx € M,a e R f(z) <«
comme f est semi -E-convexe f(F(z)) < f(x)
donc f(E(x)) < «
epi(f) C E—e(f).
2. Pour x,y e M ett 0,1 , (z, f(x)),(y, f(y)) € epi(f)

alors :

A IA
S

(z, f(2)), (v, f(y)) € E —epi(f) = {f(g(w)

comme f est une fonction E-convexe sur M

fE()+ (1 -t)E(y)) < tf(E(r))+
< +
alors f est semi-E-convexe.
3. Similaire & la preuve du théoréme 2.
4. Pour z,y € M et t €[0,1] , (2, f(2)), (y, f(y)) € epi([)
de la condition epi(f) C E—e(f),

on obtient :
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(z, f(x)), (y, f(y)) € E—e(f),

alors

f(E(x) < fx), [(E@W) < fly) = (E), f(x), (E@), f(y) € epia(f)

D’ou epig(f) est convexe .

On trouve :
(tE(x)+ (1 —=t)E(y) , tf(x) + (1 —1)f(y) € epip(f)
alors
fAE(x)+ (1 =1)E(z)) < tf(z)+(1-1)f(z)
alors f est semi-E-convexe.

g

Proposition 2.2.1 [3] Supposons que la fonction f : R™ — R est E-conveze sur un ensemble
E-convere M C R™ Alors f est semi-E-convexe sur M ssi Ve e M f(E(z)) < f(z).
Preuve:
Supposons que la fonction f : R" — R est E-convexre sur un ensemble E-convexe M et
Vo € M, f(E(x)) < f(z)

alors Yr,ye M et 0<t<1,

On obtient :
f(E(@) + (1 —t)E(y))

IAIA
~
=
h|
=
+ +

Par conséquent, f est semi-E-convere sur M.

L’autre main est dérivée de la proposition (2.1.1) . O

Proposition 2.2.2 [3] Si la fonction f; : R — Rest semi-E-convexe sur un ensemble

E-convexe M C R, 1 =1,2,....... k,avec la meme application E
k

alors la fonction h (x) = Z a; f; (x)est semi-E-conveze sur M pour c; > 0.
i=1

Proposition 2.2.3 [3] Si la fonction f : R" — R est semi-E-conveze sur un ensemble
E-convexe M C R" alors pour tout réel o € R, l’ensemble K, = {z |z € M, f (z) < a}est

E-conveze.

Preuve:
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1. Soit M un ensemble E-convexe
Pour tout z,y € K, et 0 <t <1, alors f(z) < «,on suppose que fest semi-E-convexe
sur un ensemble E-convexe M C R"
alors,
tE(x)+(1—t)E(y) € M

et

fRE (z)+ (1 —1) E(y)) tf(z)+ 1 —=1)f(y)

IAINA

ca-d: tE(z)+(1—-1t)E(y) € K,
alors K, est E-convexe.

i

Remarque 2.2.1 (3] L’inverse de la proposition (2..2.3) n’est pas vrai . donnons un exemple
de l'ensemble K, = {z |z € M, f (z) < a} est E-convexe mais la fonction f(x) n’est pas

semi-E-convexe .

Example 6 [3] Soit E: R — R définie par :
1 st 1<x<4
Ex)=<{ 1+ 2arctan(l—x) si x<1
2+%arctan(3:—4) si x >4
et soit la fonction f: R — R  définie par :
2 st x<louzxz>4
rT—3 st 1<z <2
flz) = 3—x si 2< <3
r—3 st 3<ax <4

Alors :
R st o> 2
Ko [1,4] sio l<a<?2
) [L2JUB—a,3+a] si 0<a<l
1,2) si a<0
sont toujours E-convexes .
Pour x =1 ety:5,t:%
on trouve :
fGEQ)+3E(5)) = f(2) =1 (*)
31(1) + 31(5) =0 (%)
D’aprés (x) et (xx) :
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FGEQ) + 3E(5)) > 5£(1) + 5£(5)

alors la fonction f(x) n’est pas semi-E-convere sur 'ensemble E-convere R .



Chapitre 3

Résultats

Définition 3.0.1 [4] On dit qu'une fonction f : R" — R est semi-continue inférieurement
si et seulement si pour tout nombre réel o , U'ensemble {x € R" : f(z) < a} est fermé.

Définition 3.0.2 [4] On définie lapplication E x I comme :
ExI:R"xR—-R"xR
() = (B x 1) (x,1) = (E(x),1).

Proposition 3.0.4 [4] Soit f : R" — R, alors [ est semi-continue inférieurement si et

seulement si son épigraphe est fermé.

Théoréme 3.0.2 [4] Soit l'application E : R™ — R™ linéaire et nullpotente ,alors la fonction
f:R™ = R est E-convexe sur R" ssi E-épigraphe est (E x I) -convexe sur R™ xR.

ou E— e(f) = {(z,a) e M xR/f(E(z)) <a} .

Preuve: Supposons que f est E-convexe, soient (1, 1), (x2,a2) € E —e(f) et t € [0,1] .
on vérifier que :

t(ExI)(xy,00)+ (1 —1)(Ex1I)(x2,00) € E—e(f)
ou bien :

(tE(z1) + (1 —t)E(xs),tag + (1 —t)az) € E—e(f).

D’aprés la condition de I'inclusion dans £ — e(f) on a :
JEQE(z1) + (1 — 1) E(x2))) fE(z1) + (1 = 1) E(x,))
tf(E(x1)) + (1 =) f(E(r2))
tag + (1 —t)as

INIA I
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ainsi t(E X [) (;Cl,Oél) + (1 — t)(E X [)(.’132,&2) cF— €(f)
Pour 'inverse de 1’équivalence :

Supposons que E — e(f) est (E x I)—convexe , pour tout x1,xe € M
Tl est claive que : (s, f(B(a1))), (52, f(E(22))) € E — e()

alors si t € [0, 1] O
HE X I)(xy, f(E(21))) + (1 = 1)(E x I)(22f (E(22))) € E—e(f).
HE(x1), f(E(21)) + (1 = 1)(E(22), f(E(x2)) € E—e(f).
P(tE(ﬁl). ((]1 ) E(x2), tf (E(r1)) + (1 =) f(E(z2))) € E —e(f).

fE(z1) + (1 = t)E(x)) < tf(E(z1)) + (1 —)f(E(x2)) - O

Théoréme 3.0.3 [4] Soit E : R" — R" linéaire et nulpotente , f : R — R une fonction
semi-continue inférieurment. supposons qu’il existe un o € 10, 1] telle que pour tous z,y € R"
,s,teR , f(BE@) <s, f(BEly) <t= flaB(x)+(1—-a)E(y)) <as+ (1 —a)t,
alors fest E-convexe.
Preuve: D’aprés le théoreme (3,0,1), il suffit de montrer que E — e(f) est E' x I-convexe
en tant que sous-ensemble de R™ x R. Par l'absurde, supposons qu’il existe (z1, 1), (22, as)
€ E—e(f) (avec x1 ;x5 € R™ et ag,as € R) et o € |0, 1[telle que :
(apE(x1) + (1 —ag)E(x2) , apan + (1 —ap)aa) ¢ E —e(f)

soit xog = apFE(x1) + (1 — ) E(xg) et Ao = apaq + (1 — )y ,alors (xg, No) € E —e(f) .
comme E est nulpotente , alors (E(x1),0q), (E(x2),a0) € E —e(f).
Soit

A=E—e(f)N[(E(z1), 1), (o, No)]
et

B=E—e(f)N (w0, N), (E(x2), 2)]
D’aprés la semi-continuité inférieurment de f , et la continuité de E(linéaire sur R™) alors
epi(fo E)=FE —e(f) est semi continue .
A et B sont des sous-ensembles fermés de R" x R ;
Puisque epi(f o E) = E — e(f) est un sous-ensemble fermé de R™ x R d’aprés la proposition
(3,0,4) ,le segment [(E (1), 1), (o, Ao)] est fermé
donc lintersection de deux fermé est fermé .

et comme : E —e(f)N[(E(z1),a1), (xo, No)] C [(E(z1), 1), (20, Ao)]
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et le segment [(E (1), 1), (zo, Ao)] est bornée ;
donc A et B sont des sous-ensembles bornés donc compactes de R™ x R .
On obtient aussi (zo, \o) ¢ A et (xg, \o) ¢ B.
Ils existent donc Za= (v3.03) € A et Zp= (v404) € B
tells que

mingea [|[Z — (20, M)l = [[Z4 = (x0, M)
et

minzep || Z = (zo, M)l = 125 — (20, M)
Par conséquence , on trouve

124, ZBINE —e(f) =¢ (1)
D’autre part, puisqueZs € E —e(f) et Zgp € E —e(f) , on obtient f(E(x3)) < ag+ ¢,
f(E(x4)) < aq + € pour chaque € > 0.
Puisque a (a3 +¢) + (1 — ) (ag + €) = aag + (1 — a)ay + . Par Uhypothése du théoréme,
nous obtiens f(aE(z3)+ (1 — a)E(z4)) < aaz+ (1 —a)ag+e
Puisque € est un nombre réel positif arbitraire, il s’ensuit que

f(E(azs+ (1 —a)zy)) < aaz+ (1 —a)ay (2)
En utilisant (2) nous obtenons
(azs+ (1 — a)zg, a0+ (1 —a)oy) € E —e(f)
donc
aZsi+(1—a)Zp € E—e(f)

ce qui contradiction avec (1). Ainsi, nous concluons que E — e(f) est E x I-conveze.

Sur les fonctions E-convezes et semi-E-convexes. U
Théoréme 3.0.4 [4] Soient Uapplication E : R™ — R" lineaire et nulpotente , f : R" — R

semi-continue inférieurment Alors [ est E-convexe si et seulement s’il existe un t € |0, 1[tel

que pour tout x,y € R"
fRE@)+ (1 -0)E(y) < tf(E(x)) + (1 =) f(E(y)) -

Preuve: Suit du théoréme (3.0.3), avec s = f(E(z))+cett = f(E(y))+¢ pour tout € > 0

, puis prendre € — 0 U
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Théoréme 3.0.5 [4] Soit E : R" — R™ une aplication linéaire et nulpotente, f : R* — R
semi-continue inférieurment . Alors [ est E-convexe si et seulement si pour tout x,y € R"™ il

existe un « € |0, 1] (« dépend de x,y) telle que :
flaB(z) + (1 - a)E(y)) < af(z)+(1-a)f(y) (3)

Preuve: Soit f: R"™ — R est E-convexe. De la définition (1.3.1), il s’ensuit que, pour tout
z,y € R", il existe un a € ]0, 1] telle que (3) est verifié.

Pour le Par contre, d’apres le théoréme (3.0.2), il suffit de montrer que E — e(f) est (E x I)-
convexe en tant que sous-ensemble de R™ x R.

Par ’absurde :

Supposons qu’il existe (z1,a1) , (z2,2) € E — e(f) (avec x1,25 € R et aj,as € R) et

ap € 10, 1] telle que :

(E(x1) + (1 — ag)E(x2) , apa; + (1 — ag)ae) ¢ E —e(f)
soit xg = apE(x1) + (1 —ap)E(x2) et Ao = apay + (1 — )z ,alors (zg, Ao) ¢ E — e(f)

on suit la preuve de théoréme (3.0.3) . par la difinition de A, B, Z4 = (x3,3) , Zp = (24, 04)

on trouve :
1Za, Zp[Nepi(f) = ¢ (4)
D’autre part , et avec ’hypothése de théoréme , pour = x3 et y = x4,il existe un o € |0, 1]
telle que
FaE (z3) + (1 —a) E(z4)) < of (B (23)) + (1 — a) f (E(z4)) (5)

On utilise (5) ,on trouve :
f(E(azs+(1—a)zy)) <aaz+ (1 —a)ay
alors
aZy+(1—a)Zg € E—elf)

par contradiction avec (4). alors,on conclurte £ — e (f) est E x [—convexe. O

Avec les relation des théoréemes (3.0.4) et (3.0.5) et E = Idr on a les résultats suivants

consernant les fonctions convexes .

Théoréme 3.0.6 [4] Soit f : R — R semi-continue inférieurment .Alors [ est conveze si

et seulement s’il existe un o € )0, 1[tel que pour tout z,y € R"
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flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y)

Corollaire 3.0.1 [4] Soit f : R — R une fonction semi-continue inférieurment .

Alors f est convexe si et seulement si pour tout x,y € R" ,

fG+y)) < 5lf(@) + fy)]

Théoréme 3.0.7 [4] Soit f:R"™ — R semi-continue inférieurment .

Alors f est conveze si et seulement si pour tout x,y € R" | il existe un o € 10, 1] (o dépend

de x,y) telle que :
flax 4+ (1 = a)y) < af(zx) + (1 —a)f(y).
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