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Introduction

Bien que la notion de convexité soit connue depuis l’antiquité, c’est essentiellement au début

du 20 ème siècle que, avec l’essor de l’analyse fonctionnelle.

La convexité est la branche des mathématiques qui étudie les ensembles et les fonctions

convexes. Elle intervient dans la modélisation et la résolution numérique de problèmes en

ingénierie, en statistiques, en physique, en économie, en finance et dans les sciences de l’in-

formation.

Le concept de la E-convexité pour les ensembles et les fonctions ont été introduits par Youness

dans [2], et ils ont des applications importantes dans diverses branches des sciences mathé-

matiques. Ce type de convexité généralisée est basé sur l’effet d’un opérateur E : Rn → R
n

sur les ensembles et le domaine de la définition des fonctions, Xiusu Chen [3] a introduit un

nouveau concept de fonctions semi-E-convexes et a discuté de ses propriétés.

Dans ce mémoire, nous présentons le concept des ensembles E-convexes, des fonctions E-

convexes et semi-E-convexes et développons quelques propriétés basiques des fonctions semi-

E-convexes pour une fonction à valeur réelle f définie sur un ensemble E-convexe non vide.

Le manuscrit de cet mémoire est organisé comme suit. Dans le chapitre 1, nous avons pré-

senté le concept de la E-convexité pour les ensembles et les fonctions. Ces résultats sont

indispensable pour la suite, tandis que les chapitres 2, 3 est sont consacrés au concept des

fonctions semi-E-conveexes.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les ensembles E-convexes

Définition 1.1.1 [2] Soit M un sous-ensemble non vide de Rn,

et une application E : Rn → Rn on dit que l’ensemble M ⊆ Rnest E-convexe

si ∀x, y ∈M , ∀t ∈ [0, 1] : tE(x)+(1-t)E(y) ∈M .

Example 1 [2] Soient E : R2 → R
2 définie par E(x, y) = (0, y).

et ,

M =
{
(x, y) ∈ R2 : (x, y) = λ1 (2, 1) + λ2 (0, 3)

}

avec λ1, λ2,≥ 0,
2∑

i=1

λi < 1,alors ,M est un ensembele E-convexe.

Explication :

Soient

{
X = (x1, y1)
Y = (x2, y2)

∈M

alors , il existe (α1, α2) ∈ R
2 , (β1, β2) ∈ R2

tq






αi ≥ 0 et
2∑

i=1

αi < 1

βi ≥ 0 et
2∑

i=1

βi < 1
i = 1, 2

avec

{
X = α1 (2, 1) + α2 (0, 3) = (2α1, α1 + 3α2)
Y = β1 (2, 1) + β2 (0, 3) = (2β1, β1 + 3β2)

ce qui implique :

{
E (X) = (0, y1) = (0, α1 + 3α2)
E (Y ) = (0, y2) = (0, β1 + 3β2)

donc ∀t ∈ [0, 1] : tE(X) + (1− t)E(Y ) = (0, t (α1 + 3α2) + (1− t) (β1 + 3β2))

on vérifie que (0, t (α1 + 3α2) + (1− t) (β1 + 3β2)) ∈M

il faut trouver λ1, λ2 ≥ 0 avec λ1 + λ2 < 1
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et (0, t (α1 + 3α2) + (1− t) (β1 + 3β2)) = λ1 (2, 1) + λ2 (0, 3) = (2λ1, λ1 + 3λ2)

donc

{
2λ1 = 0

λ1 + 3λ2 = t (α1 + 3α2) + (1− t) (β1 + 3β2)

d’ou






λ1 = 0

λ2 = t
(
α1
3
+ α2

)
+ (1− t)

(
β
1

3
+ β2

)

d’autre part on a :{
α1 + α2 < 1
β1 + β2 < 1

ce qui implique :{
0 ≤ t

(
α2
3
+ α3

)
< t

0 ≤ (1− t)
(
β
1

3
+ β2

)
< 1− t

(1)
(2)

par l’addition de (1) et (2) on trouve :

0 ≤ λ2 = t
(
α1
3
+ α2

)
+ (1− t)

(
β
1

3
+ β2

)
< 1

par conséquence :

0 ≤ λ2 < 1

donc [tE(x) + (1− t)E(y)] ∈ M .

Ainsi M est un ensemble E-convexe .

Remarque 1.1.1 [2] Un ensembles convexes M ⊂ Rn est considéré comme un ensembele

E-convexe , avec E = IdRn .

Example 2 [2] Soit M =
[
−1, −1

2

]
∪[0, 1] et E(x) = x2, ∀x ∈ R

il est claire que M est E-convexe mais n’est pas convexe .

Explication

Il y a trois cas :

1ercas :

Soient x, y ∈
[
−1, −1

2

]
;

{
1

4
≤ E (x) = x2 ≤ 1

1

4
≤ E (y) = y2 ≤ 1

pour t ∈ [0, 1] : 1

4
≤ [tE(x) + (1− t)E(y)] ≤ 1

donc [tE(x) + (1− t)E(y)] ∈ M.

2eme cas :

Soient x, y ∈ [0, 1] ;

{
0 ≤ E (x) = x2 ≤ 1
0 ≤ E (y) = y2 ≤ 1

pour t ∈ [0, 1] : 0 ≤ [tE(x) + (1− t)E(y)] ≤ 1
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donc [tE(x) + (1− t)E(y)] ∈ M.

3eme cas :

Soit x ∈
[
−1, −1

2

]
, y ∈ [0, 1] ;

{
1

4
≤ E (x) = x2 ≤ 1

0 ≤ E (y) = y2 ≤ 1
pour t ∈ [0, 1] : t

4
≤ [tE(x) + (1− t)E(y)] ≤ 1

donc [tE(x) + (1− t)E(y)] ∈ M.

Ainsi M est un ensemble E-convexe mais n’est pas convexe parce que :

si on prend : x = −1

2
,y = 0 , t = 1

2

on obtient : tx+ (1− t)y = −1

4
/∈M.

1.2 Propriétés

[2] Soit E : Rn → R n une application linéaire, et soit M 1, M 2 ⊂R
n deux ensembles

E-convexes alors :

1.α M1 = {αx, x ∈M1} est E-convexe pour chaque α ∈ R.

2. M1 ∪M2 n’est pas nécessaire E-convexe.

3. M1∩ M2est un ensemble E-convexe.

4. M1+ α .est E-convexe où α un point fixe de E et pour chaque α ∈ R.

5. M1 + M2 ={x+ y, x ∈M1, y ∈M2} est un ensemble E-convexe.

Preuve:

1. Soient α ∈ R, αx , αy ∈ αM1 où x, y ∈M1 et 0 ≤ λ ≤ 1.

λE(αx) + (1− λ)E(αy) = λαE(x) + (1− λ)αE(y)
= α(λE(x) + (1− λ)E(y)).

cela prouve αM1 est E-convexe.

2. Considéron l’application E : R2 → R
2 définie par :

E(x, y) = (0, y), et considérars les deux ensembles

M1 =
{
(x, y) ∈ R2 : (x, y) = λ1 (2, 1) + λ2 (0, 3)

}
.

M2 =
{
(x, y) ∈ R2 : (x, y) = λ1 (0,−3) + λ2 (−2,−1)

}
.

Avec λ1, λ2 ≥ 0,
2∑

i=1

λi < 1.
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Les deux ensembles M1 et M2 sont E-convexs, mais M1 ∪M2 n’est pas E-convexe.

car : si on prend :

λ1 = 0 , λ2 =
1

3

X = (0, 1) ∈ M1

Y =
(
−1,−1

2

)
∈ M2

Alors :

tE(X) + (1− t)E(Y ) = t (0, 1) + (1− t)
(
0,−1

2

)

=
(
0, 3

2
t− 1

2

)

on prend : t = 1

3

On trouve : tE(X) + (1− t)E(Y ) = (0, 0)

Alors [tE(X) + (1− t)E(Y )] /∈M1

et [tE(X) + (1− t)E(Y )] /∈M2

donc

[tE(X) + (1− t)E(Y )] /∈M1 ∪M2 .

Ainsi M1 ∪M2 n’est pas E-convexe .

3. Soient x, y ∈M1 ∩M2 ;soit λ ∈ [0, 1]{
x ∈M1 ∩M2

y ∈M1 ∩M2

⇒

{
x ∈M1 et x ∈M2

y ∈M1 et y ∈M2

alors :

∀λ ∈ [0, 1] , λE (x) + (1− λ)E (y) ∈M1 et λE (x) + (1− λ)E (y) ∈M2

donc :∀λ ∈ [0, 1] , λE (x) + (1− λ)E (y) ∈M1 ∩M2

alors M1 ∩M2 est E-convexe.

4. Soient x, y ∈M1 + α , α ∈ Rn tq E (α) = α et 0 ≤ λ ≤ 1.

On a :

λE(x+ α) + (1− λ)E(y + α) = λ(E(x) + E(α)) + (1− λ)(E(y) + E(α))
= λ(E(x) + α) + (1− λ)(E(y) + α)
= λE(x) + (1− λ)E(y) + λα + (1− λ)α
= (λE(x) + (1− λ)E(y)) + α.

comme M1 est E-convexe ,
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donc λE(x) + (1− λ)E(y) ∈M1

cela prouve que λE(x+ α) + (1− λ)E(y + α) ∈M1 + α.

Ainsi M1 + α est E-convexe .

5. Soient (x1 + y1), (x2 + y2) ∈M1 +M2 ,

pour 0 ≤ λ ≤ 1 :

λE(x1 + y1) + (1− λ)E(x2 + y2) = (λE(x1) + (1− λ)E(x2)) + (λE(y1) + (1− λ)E(y2))

comme M1 et M2 sont deux ensembles E-convexes,

alors : {
λE(x1) + (1− λ)E(x2) ∈M1

λE(y1) + (1− λ)E(y2) ∈M2

cela prouve que :

λE(x1 + y1) + (1− λ)E(x2 + y2) ∈M1 +M2

Ansi , M1 +M2 est E-convexe .

Remarque 1.2.1 [2] 1.L’intersection d’une collection arbitraire d’ensembles E-convexes

est un ensemble E-convexe.

2.SoitE : Rn → R
n linéaire M1,M2, ..,Mm sont des ensembles E-convexes de R

n.

alors , M = λ1M1 + λ2M2 + . . . + λmMm est un ensemble E-convexe ; ou λi ∈ R pour

i = 1, 2, . . . ,m .

�

Proposition 1.2.1 [2] Soient E1 : Rn → R
n et E2 : R

m → R
m deux applications .

Soient A : Rn → R
m une application linéaire avec : A ◦ E1 = E2 ◦ A, M ⊆ R

n est un

ensemble E1-convexe alors : A(M) ⊆ Rm est E2-convexe.

Preuve: Soit M ⊆ Rn est E1-convexe, soient x, y ∈M et 0 ≤ λ ≤ 1.

Alors λE1(x) + (1− λ)E1(y) ∈M .

D’autre part :
λE2(A(x)) + (1− λ)E2(A(y)) = λ(E2 ◦ A)(x) + (1− λ)(E2 ◦ A)(y)

= λ(A ◦ E1)(x) + (1− λ)(A ◦ E1)(y)
= λA(E1(x)) + (1− λ)A(E1(y))
= A(λE1(x) + (1− λ)E1(y)).

Cela prouve que :
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λE2(A(x)) + (1− λ)E2(A(y)) ∈ A (M) .

Ainsi A (M) est E2-convexe . �

Proposition 1.2.2 [2] Si un ensemble M ⊂ Rn est E-convexe, alors E(M) ⊆M .

Preuve: Comme M est E-convexe , alors pour tout x, y ∈M et 0 ≤ λ ≤ 1.

On obtient :

λE(x) + (1− λ)E(y) ∈M

pour λ = 1, E(x) ∈M, ainsi E(M) ⊆M . �

Proposition 1.2.3 [2] Soit E(M) convexe et E(M) ⊆M . alors , M est E-convexe.

Preuve: Soit x, y ∈M . donc , E(x) et E(y) ∈ E(M), et comme E(M) est convexe.

Pour chaque 0 ≤ λ ≤ 1, on trouve

λE(x) + (1− λ)E(y) ∈ E (M) ⊆M

cela prouve que λE(x) + (1− λ)E(y) ∈M ainsi M est E-convexe . �

Proposition 1.2.4 [2] Soient α ∈ R, υ ∈ R
n et E : Rn → R

n une application linéaire

nulpotent d’indice p = 2 .

Alors l’ensemble M = {x ∈ Rn : 〈E(x), υ〉ρ α} est E-convexe où ρ ∈ {<,=, >,≤,≥}.

Preuve: Soit x, y ∈M et 0 ≤ λ ≤ 1.
〈E(λE(x) + (1− λ)E(y)), υ〉 = 〈λE2(x) + (1− λ)E2(y), υ〉

= 〈λE(x) + (1− λ)E(y), υ〉
= 〈λE(x), υ〉+ 〈(1− λ)E(y), υ〉
= λ 〈E(x), υ〉+ (1− λ) 〈E(y), υ〉 .

Cela montre que 〈E(λE(x) + (1− λ)E(y)), υ〉 ρ α donc λE(x) + (1− λ)E(y) ∈M .

Alors M est E-convexe. �

Remarque 1.2.2 [2] Soient αi ∈ R, υi ∈ Rn pour i ∈ I et E : Rn → R
n une application

linéaire alors l’ensemble M = {x ∈ R
n : 〈E(x), υi〉ρ αi pour i ∈ I } est E-convexe où

ρ ∈ {<,=, >,≤,≥}.
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1.3 Les Fonctions E-convexes

Définition 1.3.1 1. [2] Une fonction f : M ⊂ Rn → R est dite E-convexe sur M si M

est E-convexe et pour chaque x, y ∈ M et tout t ∈ [0, 1]

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ tf(E (x)) + (1− t)f(E (y)) .

2. On dit qu’une fonction f :M ⊂ Rn → R est strictement E-convexe sur M si M est

E-convexe et ∀x, y ∈ M et ∀ t ∈ ]0, 1[.

f(tE(x) + (1− t)E(y)) < tf(E (x)) + (1− t)f(E (y)), x 6= y .

Example 3 [2] Soit E : R2 → R
2 définie par E(x, y) = (0, y).

et , soit M ⊂ R2 définie par

M =
{
(x, y) ∈ R2 : (x, y) = λ1 (2, 1) + λ2 (0, 3)

}

pour λ1, λ2 ≥ 0,
2∑

i=1

λi < 1, Alors M est E-convexe. La fonction f : R2 → R
2 définie par :

f (x, y) =

{
x3, si y < 1
xy3, si y ≥ 1

est E-convexe sur M.

Explication

Soient x1, y1;x2, y2 ∈M, ∀ t ∈ [0, 1] : M est E-convexe (voir l’exemple 1.1) .

pour {
E (x1, y1) = (0, y1) = (0, α1 + 3α2)
E (x2, y2) = (0, y2) = (0, β1 + 3β2)

alors
tE(x1, y1) + (1− t)E(x2, y2) = (0, t (α1 + 3α2) + (1− t) (β1 + 3β2))

⇒ f (tE(x1, y1) + (1− t)E(x2, y2)) = f (0, t (α1 + 3α2) + (1− t) (β1 + 3β2))
à partir de la définition de la fonction f

pour

f (0, t (α1 + 3α2) + (1− t) (β1 + 3β2)) =

{
0 si

0× (t (α1 + 3α2) + (1− t) (β1 + 3β2))
3 si

t (α1 + 3α2) + (1
t (α1 + 3α2) + (1

alors f (tE(x1, y1) + (1− t)E(x2, y2)) = 0.

D’autre part :
tf (E(x1, y1)) + (1− t)f(E(x2, y2)) = tf(0, α1 + 3α2) + (1− t)f(0, β1 + 3β2)

= 0
alors f est E-convexe sur M.



Chapitre 2

Les fonctions semi-E- convexes

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 1. [3] On dit que la fonction f :M → R est semi- E-convexe sur

un ensemble M ; ssi M est E-convexe et ∀(x, y) ∈M ∀t ∈ [0, 1]

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ tf (x) + (1− t)f(y).

2. [3] On dit que la fonction f : M → R est strictement-semi- E-convexe sur ensemble

M ;

ssi M est E-convexe et ∀(x, y) ∈M × M ∀t ∈ ]0, 1[ et x 6= y :

f(tE(x) + (1− t)E(y)) < tf (x) + (1− t)f(y).

Example 4 [3] Soit E : R→ R définie par :

E(x) =






1 si 1 ≤ x ≤ 4
1 + 2

π
arctan(1− x) si x < 1

2 + 4

π
arctan(x− 4) si x > 4

Tq : l’ensemble R est un ensemble E-convexe , et soit la fonction f : R→ R définie par :

f(x) =






7 si x < 1 ou x > 4
x− 3 si 1 ≤ x < 2
3− x si 2 ≤ x ≤ 3
x− 3 si 3 < x ≤ 4

la fonction f(x) est une fonction semi-E-convexe sur l’ ensemble E-convexe R.

Explication :

1ercas :
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si x, y < 1 ce qui implique{
E(x) = 1 + 2

π
arctan(1− x)

E(y) = 1 + 2

π
arctan(1− y)

On a : x < 1 alors 1− x > 0⇒ 0 ≤ arctan(1− x) ≤ π
2

alors

{
1 ≤ E (x) ≤ 2
1 ≤ E (y) ≤ 2

On trouve : 1 ≤ tE (x) + (1− t)E (y) ≤ 2

f (tE (x) + (1− t)E (y)) = tE (x) + (1− t)E (y)− 3

f (tE (x) + (1− t)E (y)) =
(
t
(
1 + 2

π
arctan(1− x)

)
+ (1− t)

(
1 + 2

π
arctan(1− y)

)
− 3
)

donc : f (tE (x) + (1− t)E (y)) ≤ −1

et

tf (x) + (1− t) f (y) = 7

Pour x, y < 1 elle est veriffie

2émecas :

si 1 ≤ x ≤ 4 et y < 1 , ce qui implique :{
E(x) = 1
E(y) = 1 + 2

π
arctan(1− y)

Alors

{
1 ≤ E (x) ≤ 1
1 ≤ E (y) ≤ 2

on trouve : tE (x) + (1− t)E (y) = 1
f (tE (x) + (1− t)E (y)) = tE (x) + (1− t)E (y)− 3

= −2
Qn calcule tf (x) + (1− t) f (y)

a) Si 1 ≤ x ≤ 2 et y ≤ 1

tf (x) + (1− t) f (y) = t(x− 10) + 7

alors −3 ≤ t(x− 10) + 7 ≤ 9

donc tf (x) + (1− t) f (y) ≤ 9

pour 1 ≤ x ≤ 2 et y < 1 elle est veriffie

b) Si 2 ≤ x ≤ 3 et y ≤ 1

tf (x) + (1− t) f (y) = 7− t(x+ 4)

alors 0 ≤ t(x+ 4) + 7 ≤ 7

donc tf (x) + (1− t) f (y) ≤ 7

pour 2 ≤ x ≤ 3 et y < 1 elle est veriffie

c) Si 3 ≤ x ≤ 4 et y ≤ 1

tf (x) + (1− t) f (y) = t(x− 10) + 7
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alors −3 ≤ t(x− 10) + 7 ≤ 9

donc tf (x) + (1− t) f (y) ≤ 9

pour 1 ≤ x ≤ 2 et y < 1 elle est veriffie

De même façon on a vérifié les cas siuvants :
3émecas : x > 4 et y < 1
4émecas : x ≤ 1 et 1 ≤ y ≤ 4
5émecas : 1 ≤ x ≤ 4 et 1 ≤ y ≤ 4
6émecas : x > 4 et 1 ≤ y ≤ 4
7émecas : x ≤ 1 et y > 4
8émecas : 1 ≤ x ≤ 4 et y > 4
9émecas : x > 4 et y > 4
Donc f est une fonction semi-E-convexe.

Proposition 2.1.1 [3] Si la fonction f : Rn → R est semi- E-convexe sur M ⊆ R
n E-

convexe . Alors pour chaque x ∈ M f (E(x)) ≤ f (x) .

Preuve:

1. Supposons que la fonction f : Rn → R est semi-E-convexe sur un ensemble E-convexe

M ⊆ Rn .

alors : ∀x, y ∈M et pour 0 ≤ t ≤ 1,on a :

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

Pour t = 1 , f(E(x)) ≤ f(x).

�

Remarque 2.1.1 1.[3] Une fonction E-convexe sur un ensemble E-convexe n’est pas néces-

sairement une fonction semi-E- convexe.

2.[3] Une fonction semi-E-convexe sur un ensemble E-convexe n’est pas nécessaire une fonc-

tion E-convexe .

Example 5 1.[3] Soient E : R2 → R
2 définie par E(x, y) = (1+ x, y), f : R2 → R

2 définie

comme f(x, y) = x2 + y2 et R2 est un ensemble E-convexe ;

Soit X = (x1, x2) , Y = (y1, y2) ∈ R
2,∀t ∈ [0, 1]
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f (tE (X) + (1− t)E (Y )) = f (t (1 + x1, x2) + (1− t) (1 + y1, y2))

= [t (1 + x1) + (1− t) (1 + y1)]
2 + [tx2 + (1− t) y2]

et comme la fonction carré est une fonction convexe alors :

f (tE (X) + (1− t)E (Y )) ≤ t
[
(1 + x1)

2 + (x2)
2
]
+(1− t)

[
(1 + y1)

2 + (y2)
2
]

d’autre part :
tf (E (X)) + (1− t) f (E (Y )) = tf (1 + x1, x2) + (1− t) f (1 + y1, y2)

= t
[
(1 + x1)

2 + (x2)
2
]
+ (1− t)

[
(1 + y1)

2 + (y2)
2
]

alors f est E-convexe sur M

et pour x = 0, y = 0

E(0, 0) = (1, 0) et f(E(0, 0)) = 1 et f(0, 0) = 0

alors

f(E(0, 0)) > f(0, 0)

alors d’aprés la proposition (2.1.1) , f n’est pas semi-E-convexe sur M.

2.[3] Soit E : R→ R définie par :

E(x) =






1 si 1 ≤ x ≤ 4
1 + 2

π
arctan(1− x) si x < 1

2 + 4

π
arctan(x− 4) si x > 4

Tq : l’ensemble R est un ensemble E-convexe , et soit la fonction f : R→ R définie par :

f(x) =






7 si x < 1 ou x > 4
x− 3 si 1 ≤ x < 2
3− x si 2 ≤ x ≤ 3
x− 3 si 3 < x ≤ 4

D ’aprés l’exemple (2.1)la fonction f(x) est semi-E-convexe sur l’ensemble E-convexe.

Et pour : t = 1

2
, x = 1 , y = 5

f(1
2
E(1) + (1− 1

2
)E(5)) = f(2)

= 1
(1)

et
1

2
f(E(1)) + (1− 1

2
)f(E(5)) = 1

2
f(1) + 1

2
f(3)

= −1
(2)

d’aprés (1) et (2)

f(1
2
E(1) + (1− 1

2
)E(5)) > 1

2
f(E(1)) + (1− 1

2
)f(E(5))

Alors la fonction f (x)n’est pas E-convexe sur l’ensemble E-convexe R .

Définition 2.1.2 1. [1] Soit M est un sous-ensemble non vide de Rn et soient E :Rn →

R
n et f : M → R sont deux fonctions, on considérons les ensembles suivants :

epi(f) = {(x, α) ∈M × R/f(x) ≤ α}
E − e(f) = {(x, α) ∈M × R/f(E(x)) ≤ α}
epiE(f) = {(z, α) ∈ E(M)× R/f(z) ≤ α}
epiE(f) = {(Ex, α) ∈ E(M)× R/f(x) ≤ α}
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Les quatre ensembles , E − e(f), epiE(f), epiE(f), epi(f) ne sont pas égaux.

Clairement, epiE(f) ⊂ epi(f) si M est E-convexe .

2.2 Quelques propriétés sur les fonctions semi-E-convexes

Théorème 2.2.1 [1] Soit M un ensemble non vide de Rn , et soient E :M → M et

f :M → R

1- Si M est E-convexe et f est semi-E-convexe sur M alors epi(f) ⊂ E − e(f).

2-Si epi(f) ⊂ E − e(f) et f est E-convexe sur M alors f est semi-E-convexe sur M.

3-Si epi(f) ⊂ E − e(f) et f est convexe sur E(M) alors f est semi-E-convexe sur M.

4-Si epi(f) ⊂ E − e(f) et epiE(f) est convexe alors f est semi-E-convexe sur M.

Preuve:

1. Soit (x, α) ∈ epi(f)

alors pour x ∈M,α ∈ R f(x) ≤ α

comme f est semi -E-convexe f(E(x)) ≤ f(x)

donc f(E(x)) ≤ α

epi(f) ⊂ E − e(f).

2. Pour x, y ∈M et t ∈ [0, 1] , (x, f(x)), (y, f(y)) ∈ epi(f)

alors :

(x, f(x)), (y, f(y)) ∈ E − epi(f) ⇒

{
f(E(x)) ≤ f(x)
f(E(y)) ≤ f(y)

comme f est une fonction E-convexe sur M

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ tf(E(x)) + (1− t)f(E(y))
≤ tf(x) + (1− t)f(y)

alors f est semi-E-convexe.

3. Similaire à la preuve du théorème 2.

4. Pour x, y ∈M et t ∈ [0, 1] , (x, f(x)), (y, f(y)) ∈ epi(f)

de la condition epi(f) ⊂ E − e(f) ,

on obtient :
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(x, f(x)), (y, f(y)) ∈ E − e(f) ,

alors

f(E(x)) ≤ f(x) , f(E(y)) ≤ f(y) ⇒ (E(x), f(x)) , (E(y), f(y)) ∈ epiE(f)

D’ou epiE(f) est convexe .

On trouve :

(tE(x) + (1− t)E(y) , tf(x) + (1− t)f(y) ∈ epiE(f)

alors

f(tE(x) + (1− t)E(x)) ≤ tf(x) + (1− t)f(x)

alors f est semi-E-convexe.

�

Proposition 2.2.1 [3] Supposons que la fonction f : Rn → R est E-convexe sur un ensemble

E-convexe M ⊆ Rn Alors f est semi-E-convexe sur M ssi ∀x ∈M f(E(x)) ≤ f(x).

Preuve:

Supposons que la fonction f : Rn → R est E-convexe sur un ensemble E-convexe M et

∀x ∈M, f(E(x)) ≤ f(x)

alors ∀x, y ∈M et 0 ≤ t ≤ 1 ,

On obtient :
f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ tf(E(x)) + (1− t)f(E(y))

≤ tf(x) + (1− t)f(y)
Par conséquent, f est semi-E-convexe sur M .

L’autre main est dérivée de la proposition (2.1.1) . �

Proposition 2.2.2 [3] Si la fonction fi : R
n → Rest semi-E-convexe sur un ensemble

E-convexe M ⊆ Rn, i = 1, 2, .......k,avec la meme application E

alors la fonction h (x) =

k∑

i=1

αifi (x)est semi-E-convexe sur M pour αi ≥ 0.

Proposition 2.2.3 [3] Si la fonction f : Rn → R est semi-E-convexe sur un ensemble

E-convexe M ⊆ R
n,alors pour tout réel α ∈ R,l’ensemble Kα = {x | x ∈M, f (x) ≤ α}est

E-convexe.

Preuve:
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1. Soit M un ensemble E-convexe

Pour tout x, y ∈ Kα et 0 ≤ t ≤ 1, alors f (x) ≤ α,on suppose que fest semi-E-convexe

sur un ensemble E-convexe M ⊆ Rn

alors,

tE (x) + (1− t)E (y) ∈ M

et
f (tE (x) + (1− t)E (y)) ≤ tf (x) + (1− t) f (y)

≤ α

c-a-d : tE (x) + (1− t)E (y) ∈ Kα

alors Kα est E-convexe.

�

Remarque 2.2.1 [3] L’inverse de la proposition (2..2.3) n’est pas vrai . donnons un exemple

de l’ensemble Kα = {x | x ∈M, f (x) ≤ α} est E-convexe mais la fonction f(x) n’est pas

semi-E-convexe .

Example 6 [3] Soit E : R→ R définie par :

E(x) =






1 si 1 ≤ x ≤ 4
1 + 2

π
arctan(1− x) si x < 1

2 + 4

π
arctan(x− 4) si x > 4

et soit la fonction f : R→ R définie par :

f(x) =






2 si x < 1 ou x > 4
x− 3 si 1 ≤ x < 2
3− x si 2 ≤ x ≤ 3
x− 3 si 3 < x ≤ 4

Alors :

Kα =






R si α ≥ 2
[1, 4] si 1 < α < 2

[1, 2) ∪ [3− α, 3 + α] si 0 ≤ α ≤ 1
[1, 2) si α < 0

sont toujours E-convexes .

Pour x = 1 et y = 5, t = 1

2

on trouve :

f(1
2
E(1) + 1

2
E(5)) = f(2) = 1 ( ∗)

1

2
f(1) + 1

2
f(5) = 0 ( ∗∗)

D’après (∗) et (∗∗) :
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f(1
2
E(1) + 1

2
E(5)) > 1

2
f(1) + 1

2
f(5)

alors la fonction f(x) n’est pas semi-E-convexe sur l’ensemble E-convexe R .



Chapitre 3

Résultats

Définition 3.0.1 [4] On dit qu’une fonction f : Rn → R est semi-continue inférieurement

si et seulement si pour tout nombre réel α , l’ensemble {x ∈ Rn : f(x) ≤ α} est fermé.

Définition 3.0.2 [4] On définie l’application E × I comme :

E × I : Rn × R→ R
n × R

(x, t)→ (E × I) (x, t) = (E(x), t) .

Proposition 3.0.4 [4] Soit f : Rn → R , alors f est semi-continue inférieurement si et

seulement si son épigraphe est fermé.

Théorème 3.0.2 [4] Soit l’application E : Rn → R
n linéaire et nullpotente ,alors la fonction

f : Rn → R est E-convexe sur Rn ssi E-épigraphe est (E × I) -convexe sur Rn ×R.

où E − e(f) = {(x, α) ∈M × R/f(E(x)) ≤ α} .

Preuve: Supposons que f est E-convexe, soient (x1, α1) , (x2, α2) ∈ E − e(f) et t ∈ [0, 1] .

on vérifier que :

t (E × I) (x1, α1) + (1− t) (E × I) (x2, α2) ∈ E − e (f)

où bien :

(tE(x1) + (1− t)E(x2), tα1 + (1− t)α2) ∈ E − e (f) .

D’aprés la condition de l’inclusion dans E − e(f) on a :
f(E(tE(x1) + (1− t)E(x2))) = f(tE(x1) + (1− t)E(x2))

≤ tf(E(x1)) + (1− t)f(E(x2))
≤ tα1 + (1− t)α2
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ainsi t (E × I) (x1, α1) + (1− t)(E × I)(x2, α2) ∈ E − e(f).

Pour l’inverse de l’équivalence :

Supposons que E − e(f) est (E × I)−convexe , pour tout x1, x2 ∈M

Il est claire que : (x1, f(E(x1))), (x2, f(E(x2))) ∈ E − e(f)

alors si t ∈ [0, 1] �

t(E × I)(x1, f(E(x1))) + (1− t)(E × I)(x2f(E(x2))) ∈ E − e(f).
t(E(x1), f(E(x1)) + (1− t)(E(x2), f(E(x2)) ∈ E − e(f).

(tE(x1) + (1− t)E(x2), tf(E(x1)) + (1− t) f(E(x2))) ∈ E − e(f).
Preuve: donc

f(tE(x1) + (1− t)E(x2)) ≤ tf(E(x1)) + (1− t)f(E(x2)) . �

Théorème 3.0.3 [4] Soit E : Rn → R
n linéaire et nulpotente , f : Rn → R une fonction

semi-continue inférieurment. supposons qu’il existe un α ∈ ]0, 1[ telle que pour tous x, y ∈ Rn

, s, t ∈ R , f(E(x)) < s , f(E(y)) < t =⇒ f(αE(x) + (1− α)E(y)) < αs+ (1− α)t ,

alors fest E-convexe.

Preuve: D’après le théorème (3, 0, 1), il suffit de montrer que E − e(f) est E × I-convexe

en tant que sous-ensemble de Rn × R. Par l’absurde, supposons qu’il existe (x1, α1), (x2, α2)

∈ E − e(f) (avec x1 ,x2 ∈ R
n et α1, α2 ∈ R) et α0 ∈ ]0, 1[telle que :

(α0E(x1) + (1− α0)E(x2) , α0α1 + (1− α0)α2) /∈ E − e(f) .

soit x0 = α0E(x1) + (1− α0)E(x2) et λ0 = α0α1 + (1− α0)α2 ,alors (x0, λ0) /∈ E − e(f) .

comme E est nulpotente , alors (E(x1), α1) , (E(x2), α2) ∈ E − e(f).

Soit

A = E − e(f) ∩ [(E(x1), α1) , (x0, λ0)]

et

B = E − e(f) ∩ [(x0, λ0) , (E(x2), α2)]

D’aprés la semi-continuité inférieurment de f , et la continuité de E(linéaire sur Rn) alors

epi(f ◦ E) = E − e(f) est semi continue .

A et B sont des sous-ensembles fermés de Rn × R ;

Puisque epi(f ◦E) = E − e(f) est un sous-ensemble fermé de Rn ×R d’aprés la proposition

(3, 0, 4) ,le segment [(E(x1), α1) , (x0, λ0)] est fermé

donc l’intersection de deux fermé est fermé .

et comme : E − e(f) ∩ [(E(x1), α1) , (x0, λ0)] ⊂ [(E(x1), α1) , (x0, λ0)]
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et le segment [(E(x1), α1) , (x0, λ0)] est bornée ;

donc A et B sont des sous-ensembles bornés donc compactes de Rn × R .

On obtient aussi (x0, λ0) /∈ A et (x0, λ0) /∈ B.

Ils existent donc ZA= (x3,α3) ∈ A et ZB= (x4,α4) ∈ B

tells que

minZ∈A ‖Z − (x0, λ0)‖ = ‖ZA − (x0, λ0)‖

et

minZ∈B ‖Z − (x0, λ0)‖ = ‖ZB − (x0, λ0)‖

Par conséquence , on trouve

]ZA, ZB[ ∩ E − e(f) = φ (1)

D’autre part, puisqueZA ∈ E − e(f) et ZB ∈ E − e(f) , on obtient f(E(x3)) < α3 + ε ,

f(E(x4)) < α4 + ε pour chaque ε > 0.

Puisque α (α3 + ε) + (1− α) (α4 + ε) = αα3 + (1− α)α4 + ε. Par l’hypothèse du théorème,

nous obtiens f(αE(x3) + (1− α)E(x4)) ≤ αα3 + (1− α)α4 + ε

Puisque ε est un nombre réel positif arbitraire, il s’ensuit que

f(E(αx3 + (1− α)x4)) ≤ αα3 + (1− α)α4 (2)

En utilisant (2) nous obtenons

(αx3 + (1− α)x4, αα3 + (1− α)α4) ∈ E − e(f)

donc

αZA + (1− α)ZB ∈ E − e(f)

ce qui contradiction avec (1). Ainsi, nous concluons que E − e(f) est E × I-convexe.

Sur les fonctions E-convexes et semi-E-convexes. �

Théorème 3.0.4 [4] Soient l’application E : Rn → R
n lineaire et nulpotente , f : Rn → R

semi-continue inférieurment Alors f est E-convexe si et seulement s’il existe un t ∈ ]0, 1[tel

que pour tout x, y ∈ Rn

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ tf(E(x)) + (1− t)f(E(y)) .

Preuve: Suit du théorème (3.0.3), avec s = f(E(x))+ε et t = f(E(y))+ε pour tout ε > 0

, puis prendre ε→ 0 �
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Théorème 3.0.5 [4] Soit E : Rn → R
n une aplication linéaire et nulpotente, f : Rn → R

semi-continue inférieurment . Alors f est E-convexe si et seulement si pour tout x, y ∈ Rn,il

existe un α ∈ ]0, 1[ (α dépend de x, y) telle que :

f(αE(x) + (1− α)E(y)) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) (3)

Preuve: Soit f : Rn → R est E-convexe. De la définition (1.3.1), il s’ensuit que, pour tout

x, y ∈ Rn, il existe un α ∈ ]0, 1[ telle que (3) est verifié.

Pour le Par contre, d’après le théorème (3.0.2), il suffit de montrer que E− e(f) est (E× I)-

convexe en tant que sous-ensemble de Rn × R.

Par l’absurde :

Supposons qu’il existe (x1, α1) , (x2, α2) ∈ E − e(f) (avec x1, x2 ∈ R
n et α1, α2 ∈ R) et

α0 ∈ ]0, 1[ telle que :

(α0E(x1) + (1− α0)E(x2) , α0α1 + (1− α0)α2) /∈ E − e(f)

soit x0 = α0E(x1) + (1− α0)E(x2) et λ0 = α0α1 + (1− α0)α2 ,alors (x0, λ0) /∈ E − e(f)

on suit la preuve de théorème (3.0.3) . par la difinition de A,B,ZA = (x3, α3) , ZB = (x4, α4)

on trouve :

]ZA, ZB[ ∩ epi (f) = φ (4)

D’autre part , et avec l’hypothése de théorème , pour x = x3 et y = x4,il existe un α ∈ ]0, 1[

telle que

f (αE (x3) + (1− α)E (x4)) ≤ αf (E (x3)) + (1− α) f (E (x4)) (5)

On utilise (5) ,on trouve :

f (E (αx3 + (1− α) x4)) ≤ αα3 + (1− α)α4

alors

αZA + (1− α)ZB ∈ E − e (f)

par contradiction avec (4). alors,on conclurte E − e (f) est E × I−convexe. �

Avec les relation des théorèmes (3.0.4) et (3.0.5) et E = IdR on a les résultats suivants

consernant les fonctions convexes .

Théorème 3.0.6 [4] Soit f : Rn → R semi-continue inférieurment .Alors f est convexe si

et seulement s’il existe un α ∈ ]0, 1[tel que pour tout x, y ∈ Rn
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f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y)

Corollaire 3.0.1 [4] Soit f : Rn → R une fonction semi-continue inférieurment .

Alors f est convexe si et seulement si pour tout x, y ∈ Rn ,

f(1
2
(x+ y)) ≤ 1

2
[f(x) + f(y)]

Théorème 3.0.7 [4] Soit f : Rn → R semi-continue inférieurment .

Alors f est convexe si et seulement si pour tout x, y ∈ Rn , il existe un α ∈ ]0, 1[ (α dépend

de x, y) telle que :

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).
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