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Résumé

Les équations différentielles fractionnaires apparaissent automatiquement dans divers do-
maines scientifiques.
La grande efficacité de ce type d’équations est représentée dans la modélisation de nombreux
phénomeénes, qu’ils soient naturels ou physiques, et cela a encouragé de nombreux cher-
cheurs a étudier des questions de ce genre.
Le but de cette these est d’étudier I'existence et 'unicité des solutions aux équations différen-
tielles d’ordres fractionnaires.
Nous nous sommes spécialisés dans 1'étude des problémes de type Cauchy, ou les dérivées
fractionnaires étaient utilisées au sens de Riemann-Louville, et en nous appuyant sur tech-
niques adaptées selon le type de probleme, y compris linéaires et non linéaires
les mot clées : Espace de Lebesgue, Lopérateur de Riemann-Liouville, Lopérateur de Caputo,
Transformation de Laplace, probléeme de Cauchy

Abstract

Fractional differential equations appear automatically in various scientific fields.
The great efficiency of this type of equations is represented in the modeling of many pheno-
mena, whether natural or physical, which has encouraged many researchers to study ques-
tions of this kind.
The purpose of this thesis is to study the existence and uniqueness of solutions to differential
equations of fractional orders, and we have specialized in the study of Cauchy-type problems,
where fractional derivatives have been used in the sense of Riemann-Lovell, and the use of
techniques. For problem type including linear and non linear
Key words : Lebesgue spaces, Riemman-Liouville operator,Caputo operator, Laplace trans-
form, Cauchy problem
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Notation

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont expli-
quées ci-dessous

R

C

1111
I'(z)
B(x;y)
E,(2)
Ea;ﬂ(z)

R% a
D f

Lensemble des nombres réel

Lensemble des nombres complexes

La norme.

La fonction Gamma de la variable z .

La fonction Béta de variable x et y.

La fonction de Mittag-Leffler a un seul parametre.

La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres.

Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a.

La dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Riemann-Liouville de la fonction f.
La dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo de la fonction f.
La transformée de Laplace .

La transformée de Laplace inverse.

Parametre dans la transformation de Laplace .

Espace des fonctions continues sur J et a valeurs dans R .



Introduction

Lobjectif du calcul fractionnaire est de généraliser la définition traditionnelle de la dé-
rivation entiere d'une fonction a la dérivation d’ordre non entier . Historiquement, la déri-
vée d’ordre non entier apparu a la fin de 1695 ou L'Hopital a posé une question a Leibniz de
connaitre la la signification de % si n =3 .En 1738, Euler a remarqué le probléeme de la déri-
vée d’ordre non entier . En 1822, Fourier a proposé une représentation intégrale afin de définir
la dérivée, et sa version peut étre considérée comme la premiére définition de la dérivée d'un
ordre arbitraire (positif) . Abel, en 1823, a résolu une équation intégrale associée au probléme
des tautochrones, qui est considérée comme la premiere application du calcul fractionnaire.
En 1832, Liouville a proposé une définition basée sur la formule de dérivée de la fonction ex-
ponentielle. Cette expression est connue comme premiere définition logique pour la dérivée
fractionnaire. La deuxiéme définition de Liouville, est présentée en termes d’intégrale et s’ap-
pelle la version de Liouville pour 'intégration d’ordre non entier.

Apres une série d’ouvrages de Liouville, I'article le plu important a été publié par Riemann
(1847) . Donc, I'approche de Riemann -Liouville est donnée par une intégrale . Grunwald (
1867) et Letnikov (1868) ont développé une approche de la dérivée fractionnaire en termes de
série convergent . Letnikova montré que sa définition coincide avec le version de Liouville. En
1892, Hadamard a publié un article dans lequel la dérivée d’ordre non entier d'une fonction
analytique doit étre effectuée en termes de sa série de Tylor .

Apres 1900, le calcul fractionnaire connait un développement rapide et d’autres définition ont
été proposée. Nous citons a titre d’exemple : Weyl en 1917 aintroduit une dérivée fractionnaire
afin de contourner un probleme impliquant une classe particuliére de fonctions, les fonctions
périodiques. Riesz en 1939 et en 1949 a démontré le théoréme de la valeur moyenne pour les
intégrales fractionnaires et introduit une autre formule associée a la transformée de Fourier.
En 1927, Marchaud a proposé une nouvelle définition pour la dérivée fractionnaire. Cette dé-
finition coincide avec la version de Liouville pour certaines fonctions. En 1940, Erdélyi-Kober
a présenté d’autre définition qui est utile dans les équations intégrales et différentielles. En
1967, Caputo a proposé une définition plus restrictive que la définition de Riemann -Liouville
mais plus appropriée pour les équations différentielles fractionnaires avec conditions ini-
tiales ( probleme de Cauchy ). Aprés la premiére conférence a I'Université de New Haven, en
juin 1974, le calcul fractionnaire s’est développé et plusieurs applications ont apparu dans
de nombreux domaines scientifique. En 1974, Oldham et spanier ont écrit le premier livre
du calcul fractionnaire qui regroupe des définitions et ses propriétés des opérateurs intégro-
différentielles d’ordre fractionnaire. Sur le plan mathématique, il fautcuter le livre de Samko,



Kilbas et Marichev paru en 1993, qui regroupe un ensemble de définitions et de théories im-
portantes sur le calcul fractionnaire . En 1999, Podlubny a écrit un livre qui présente plusieurs
applications issues du calcul fractionnaire. Aprés 2000, plusieurs conférences, livres et articles
a été écrit sur la théorie et I'application du calcul fractionnaire.

Aujourd’hui, les équations différentielles et intégrales fractionnaires ont attiré I'attention de
nombreux chercheurs en raison d'un large éventail d’application dans plusieur domaines de
la sciences tels que la physique, chimie, la biologie, I'ingénierie et la finance. Dans tous ces
domaines scientifique, il est important de trouver des solution exacte ou approximatives a
ces équation. L'objectif principal de ce mémoire est I'’étude de l'existence et l'unicité de la
solution d'une équation fractionnaire. Ce mémoire se compose d’'un total de trois chapitres

comme suite :

Chapitre 1 (Préliminaire) : Fournit quelque définitions de base et les propriétés de tels
sujets de I'analyse mathématique que les espace fonctionnelle

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et définitions des fonc-
tions spécifiques ainsi que quelques définitions et propriétés sur les dérivée et intégrales frac-
tionnaire utiles tout au long de ce mémoire et la transformation de Laplace.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous étudions 'existence et I'unicité de la solution du pro-
bleme de Cauchy de I’équation différentielle linéaire et non linéaire d’ordre fractionnaire.

Toumi.N 2022-2023 Université Abbes Laghrour khenchela



Préliminaire

Ce chapitre regroupe les outils mathematiques utilisés dans les autres chapitres, a savoir,
les notions de bases, fonctions spéciales, et enfin le fameux théoréme de point fixe de Banach.

1.1 Espaces des fonctions continues et absolument continues

Dans cette section, on trouve les espaces, quelques ensembles et applications utiles dans
notre etude.

Définition 1.1: (Espace de Lebesgue) [6]
Soit Q2 =(a; b)(—oo < a < b < oo) un intervalle fini ou infiniede Ret 1 < p < co.

1. Si1<p < oo l'espace L”(Q)
LP(Q)= {f : Q2 - R; f mesurable etf If(x)|Pdx < oo}
Q
2. pour p =00
L=(Q)= {f :Q— R, f mesurable,d une constante Ctelle que |f(x)| < C p.p sur Q}.

La fonctionnelle ||.|| ;. définie par

11l = inf{c; FxI<Cpp sum}

et une norme pour p = Q.

Définition 1.2: [6]
Soit [a, b] (—o0 < a < b < o0) un intervalle fini. On désigne par AC[a, b]'espace des fonc-
tions primitives des fonctions intégrables au sens de Lebesgue

feACla,b] f(x):c+f o(t)dt (¢(t)eACla, b))

et on appelle AC[a, b]'espace des fonctions absolument continues sur [a, b]

10



1.1. Espaces des fonctions continues et absolument continues 11

Définition 1.3: [6]
Pour n € N*, on désigne par AC"[a, b] I'espace des fonctions f ayant des dérivées jusqu’a
I'ordre (n —1) continues sur [a, b] telles que "~V € ACla, b]

AC"a,b]= {f[a, b]—C et f"VeAC"a, b]}

En particulier AC'[a, b]=ACla, b]

1.1.1 Quelques propriétés d’analyse réel

Définition 1.4
Soit X un espace vectoriel sur un corps K(RouC) et d une application de X X dans R, : On
dit que d est une distance si d vérifie les trois propriétés suivantes :

L V(x;y)eX?: d(x;y)=0=x=1y.
2. V(x;y)eX?: d(x;y)=d(y; x).
3. V(x;y;2)e X3:d(x;2)<d(x; y)+d(y; 2).

Le couple (X; d) est appele espace métrique.

Exemple 1.1.1 (Cla, b],R(d.,)) l'espacedes fonctions continues sur|a; b] avaleur dansR muni
de la distance

Aoo(f 1) = SUPaci<p| f(x) = h(x)].

est un espace métrique

Définition 1.5: (Suite de Cauchy)
soit (X; d) un espace métrique, (x,),cy €st une suite des éléments dans X. On dit que (x,,),;en
est de Cauchy si et seulement si :

Ve>0,dN, eN,telleque Vp,g = N,, d(x,—x,)<E€.

Définition 1.6: (Espace métrique complet)
Un espace métrique (X; d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X converge dans X

Définition 1.7: ( La continuité)
Soit f : R— R une application. On dit que f est continue si elle est continue en tout point
de R. En d’autres termes, f : R — R est continue en a si :

VaeR, VeeR!, JaeR], VxeR, [x—a|l<a=|f(x)—f(a)l<e.

Toumi.N 2022-2023 Université Abbes Laghrour khenchela



1.1. Espaces des fonctions continues et absolument continues 12

Définition 1.8: (Applications uniformément continues)
Soient (X, d) et (X',d’) des espaces métriques. Une application f : X — X' est dite unifor-
mément continue si pour tout € € R*, il existe a € RY tel que

Vix,y)eX? d(x,y)<a=d (f(x),f(y)<e.

Définition 1.9: (Intégrale de Gauss)
Une intégrale de Gauss est 'intégrale d'une fonction gaussienne sur ’ensemble des réels.

ie
+00
J e“”zcix:‘/E telle que a e R*

Définition 1.10: (Produit de convolution)
Le produit de convolution de deux fonctions réelles ou complexes f et g sont intégrables
est:

(f xg)(x) = f f(x—t)g(t)dt=J f(t)glx—1n)dt.

1.1.2 Quelques éléments de topologie

Définition 1.11: La norme
Soit E un espace vectoriel sur K(R ouC). On appelle une norme sur E toute application
Illl : E — R, vérifie

1. Vxe€eE: |x||=0=x=0.
2. VxeE, YAeK: |Ax||=]|Allx]|.
3. V(x,y)eE?: |lx+yl <|lx]|+]ly|l (inégalité traingulaire)

Le couple (E;||.||) est appele espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.2 Lespace C(J; R) muni de la norme

|y lleo =supf{ly(£)l: t € J}

Définition 1.12: (Espace de Banach) [12]
On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet sur le corps K=R ou C

Exemple 1.1.3 C(J;R) espace des fonctions continues sur J et a valeurs dans R est de Banach.

Toumi.N 2022-2023 Université Abbes Laghrour khenchela



1.2. Théoreémes du point fixe 13

Définition 1.13: (Parties ouvertes) [12]

Soit E un espace métrique. Une partie A de E est appelée ouverte si, toutes les fois qu’elle
contient un point de E, elle contient au moins une boule ouverte (de rayon > 0)ayant pour
centre ce point. i.e

(Yxe€d) @p>0): By(x,p)CA

Définition 1.14: (Parties fermées) [12]
On appelle partie fermée de E toute partie de E dont le complémentaire est ouvert.

Exemple 1.1.4 Toute boule fermée est une partie fermée.

Définition 1.15: Opérateurs Linéaire Bornés [2]
Soit E un espace vectoriel normé, on appelle opérateur linéaire borné. Toute application
linéaire continue de E dans E.

o Si A est un opérateur linéaire borné, alors

(VxeDy): llAx|I < [IAlLllx]|.
ol la norme de A étant définie par

[ Ax]|

l|Al| = sup ||Ax[| = sup
[|x]I<1 X€Dy ||x||

Définition 1.16: (Opérateur compact) [7]
L’ opérateur A est dit compact sil'image de '’ensemble X C R par A c’est a dire 'ensemble
A(X) est relativement compact.

1.2 Théorémes du point fixe

1.2.1 Principe du point fixe

Les théoremes de point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a établir
'existence de solutions de divers géneres d’équations. La méthode du point fixe consiste a
transformer un probleme donné en un probléme de point fixe. Les points fixes du probleme
transformé sont ainsi les solutions du probleme donné [3].

Définition 1.17: (Point fixe) [3]
oit T un opérateur défini dans un espace de Banach E dans lui-méme, alors pour tout x € E,
tel que T(x) = x, s’appelle un point fixe de 'opérateur T.

Toumi.N 2022-2023 Université Abbes Laghrour khenchela



1.2. Théoreémes du point fixe

14

Théoréme 1.1: [3]
Soit T un opérateur continu dans un espace de Banach E dans luiméme, et on
définit la suite (x,,) par

X1 =T(x,), m=0,1,.. (1.1)

qui converge vers x = x*, pour x, € E, alors x* c’est le point fixe de "opérateur
T, c’est-a-dire

x*=T(x") (1.2)

Théoréme 1.2: [3]

Soit T un opérateur d’un espace de Banach E dans lui-méme, T est une contrac-
tion (ou application contractante), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que,
pour tout x,y €E, on a

IT(x)=T(y)ll < kllx=yll (1.3)

Remarque 1.2.1

1. Si k>0 dans larelation (1.3), T est dit Lipschitzienne
2. Lapplication Lipschitzienne est nécessairement continue

3. Si k =1 danslarelation (1.3), T est dit non expansive

Théoréme 1.3
Soit E un espace de Banach et F un sous-ensemble fermé de E. Soit f une ap-
plication contractante de F dans E, alors il existe un unique z € F, tel que

f(z)==z.

Théoreme 1.4

Si T un opérateur continu dans un espace de Banach E, tel que pour m € N,
Uopérateur T™ est contractant, alors I’équation T™ x = x, admet une seule so-
lution, cette solution c’est le point fixe.

Toumi.N 2022-2023 Université Abbes Laghrour khenchela



1.2. Théoreémes du point fixe 15

Théoréme 1.5: (Picard)
Si Eest un espace de Banach et f est contractante, alors f admet un unique
point fixe

Théoréme 1.6: (Schauder)

Soit (E, d) un espace métrique complet, soit X une partie convexe et fermée de E,
et soit A: X — X une application telle que I’ensemble Ax : x € X est relativement
compact dans E. Alors A posséde au moins un point fixe.

Théoréme 1.7: (Schaefer)
Soient X un espace de Banach et A: X — X un opérateur complétement continu,
Si I'ensemble

e={ue€X:AAu=u,pour un certain A €)0,1[},

est borné, alors A posséde au moins un point fixe

Toumi.N 2022-2023 Université Abbes Laghrour khenchela



Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dérivation frac-
tionnaire, on va définir 'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemann Liouville. Nous
définissons d’abord certaines fonctions utiles telles que la fonction Gamma, la fonction Béta
et la fonction de Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un réle tres important dans la théorie du
calcul différentiel d’ordre fractionnaire. De telles fonctions sont dites fonctions spéciales et la
tranformation de Laplace

2.1 Fonction Utiles

Fonction Gamma, fonction Béta et fonction Mittag-Leffler sont dites des fonctions spé-
ciales. Ces fonctions jouent un role tres important dans la théorie du calcul différentiel d’ordre
fractionnaire.

2.1.1 Fonction Gamma et ses propriétés

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma on 'appelle
aussi fonction d’Euler notée I'(z).

Définition 2.1: La fonction Gamma [10]
La fonction Gamma est une fonction complexe a variable complexe définie par I'intégrale
suivante :

+00
T(z)zJ t“le7tdt Re(z)>0, zeC 2.1
0

16



2.1. Fonction Utiles 17

s

_3__

FIGURE 1 : Courbe représentative de la fonction gamma

Proposition 2.1.1

1. T(z+1)=12zI(z), z €C, en particulier I'(n+1)=n!, VneN

2. Surl’axeréelona:I(1)=1etI(0,)=+00.Enplus, elle est continue et strictement
positive sur I'intervalle ]0,+00[.

3. T(3)=vT.
4. T(n+3) =22 et pour les valeurs négatives [(—n + }) = 52— /7
Preuve

1. En utilisan I'intégration par partie on obtient :

+0oo
I(z+1)= f fED el gy
0

+00
=J tPe tdt
0

z —t]T®° e z—1 —t
=[—t*e”"]  +z *etdt
0

0

=zI(z)

Toumi.N 2022-2023 Université Abbes Laghrour khenchela



2.1. Fonction Utiles 18

OnaTl(1)=0!=1 etla propriété I'(z+ 1) = zI'(z) on obtient :
re)=11r1)=1
I(3) =2I(2)=2.11=2!
[(4) =3.0(3)=3.2!=3!

I'n+1)=nI'(n)=n(n—1)!=n! 2.2)

+00

2. Onafl(l)= eldt=[—e""!*=1etl(z)="21,

0
donc I'(0,)=+o00.

3. Nous montrons maintenant que I'(3) = v/7
De la définition (2.1) et le changement de variable y = v/, on obtient :

0o
—dt
J, %

+00
= ZJ e 'dy
0

z(?

1
1“(5)

) (d’apres I'intégrale de Gauss)

= JT
doncT(3)= T
4. En peut facilement démontrer par récurrence la propriété suivante :

T(n+1)=%%T  pour neN

4np!

pour n=0,0na T0+3)=v7
Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et le montrons pour n : on a

F(( ;): 2(n-1))v/7

n=1)+3 4n-1(p—1)

est vérifié .Alors

1 1 1
F(n+5):(n—§)r(n—§)
_(n_L@n=D)E
2° 4n-1(p—1)!
_(2n—=1\(2n-2)lW/n
_( 2 )4"—1(11—1)!

_2_n(2n—1)(2n—2))!ﬁ
2n 2 4n-l(p—1)
1. (2n)Jm

I'n+-)=———
(n 2) 4np!
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Et la méme démonstration pour la deuxiéme I'expression .

Exemple 2.1.1

2.1.2 Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est préférable d’utiliser la fonction Béta au lieu de certaines com-
binaisons de valeurs de la fonction Gamma.

Définition 2.2: fonction béta[10]
La fonction Béta ou "fonction de Bessel" est donnée par :

1
B(x,y):f t*1—1)'dt, (2.3)
0

pour tout (x, y) € C*> telque: R(x)>0, R(y)>0

Exemple 2.1.2 par exemple pour trouver :

1
B(2,3):J t(t—1)*dt
01
:J (t—2t*+1t3dt
0

T 12
Proposition 2.1.2

1. Le changement de variable u = 1 —t permet de montrer que la fonction Béta est
symétrique c’est-a-dire que :

B(x,y)=B(y, x)

2. Elle peut prendre aussi les formes intégrales suivants :
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1 a
B(x,y) x+y—1J t*a—t)"'dt,
0
e tx—l
B(x,y)= TN

2.1.3 Lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta

Proposition 2.1.3

La fonction Béta est reliée a la fonction Gamma par la relation suivante :
Vx,y>0ona:

_ T(x)(y)
B(x,y)——r(x+y). (2.4)
Preuve
Ona
+00
T(p):f tP e tdt (2.5)
0

posons t = y2d'oudt =2ydy
on a alors

etposons y =x

+00
I'(q) =2f e dx
0

Multiplition les deux memberx des équations et passons en coordonnées polaire
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r+oo +00
I'(plg) = 4J f Xyl g e d y
0 0

(‘+oo +00 ,
= 4J J (rcos(0) Y (rsin(0))* ‘e rdrd6
0

r‘+oo
= 4 r@pra-le=r er (cosOYT Y sin0)yP'do
0

+00

= ZJ ppra-lo=r erJ (cos0)7 Y (sin0)yP'do
0

= I(p+q)B(p,q)

donc

I(p)(q)

Blp.a9)= 10, g

2.1.4 Fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle,e?, joue un role trés important dans la théorie des équations dif-
férentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle a un seul parameétre
a été introduite par G.M. Mittag-Leffler et désignée par la fonction suivante [10] :

ZF ak+1) >0 (2.6

k=0

La fonction de Mittag-Leffler a deux parameétres joue également un role tres important dans
la théorie du calcul fractionnaire. Cette derniere a été introduite par Agarwal et elle est définie
par le développement en série suivant :

oo %k
Ea,ﬁ(X)—;m, (Z>0,/3>0 (2.7)

Remarque 2.1.1

Pour 8 =1, on retrouve la relation (2.6)

De la définition (2.7), il résulte que :

1
Ea,ﬁ(x) F(ﬂ +XEaa+/3(x)

En effet, par définition on a,
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Eaplx) Zr ak+/5)

k=0

r(a(k+1 )

k+ a+/5

(o)

-
i

BN Zf(ak+(a+/3

k=

1
= T(6) + X Eg q15(X) (2.8)

Exemple 2.1.3 La fonction Mittag-Liffler se réduit a des fonctions simples. par exemple,

Elrl(x) -
;r (k+1) k'
©° k+1 ex_l
E —
12%)= ;rmz) Z k+1! x

s x?
E,, — cosh(
an(x)= ;1‘2k+1 kz:;(zk = cosh(x)

Remarque 2.1.2

Pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Leffler
joue le méme role que la fonction exponentielle.

2.1.5 Formule de Dirichlet

Soient h(x; y) une fonction continue et @; f deux réels positifs. L'expression suivante est
dite formule de Dirichlet

J (t—x)“de (x—y)ﬂlh(x,y)dy=f dyJ (t=x)"(x=yY " h(x,y)dy
0 0 0 y

Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d'un intérét particulier .
Par exemple, si on prend

h(x,y)=g(x)f(y)
et
gx)=1
Alors :

f(t—x)“‘ldxf (x—y)ﬁ‘lf(y)dy=B(a,ﬁ)J (t—y) P f(y)dy, 2.9)
0 0 0

ou B est la fonction Béta.
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2.2 Lintégrale et dérivée fractionnaire

Les dérivées et les intégrales d’ordre entier, s’'interprétent physiquement et géométrique-

ment d'une maniere claire en général, c’est pour cette raison que leurs usages dans la résolu-
tion des problémes appliqués dans des différents domaines des sciences est simple.
Les manques de ces interprétations ont été reconnu dans plusieurs conférences internatio-
nales sur le calcul fractionnaire. L'absence d'une réponse a cette question arendu la théorie de
la dérivation et I'intégration fractionnaire trés mystérieuse. Par conséquent, il restait toujours
un des problémes ouverts. La dérivation et I'intégration fractionnaire sont des généralisations
de la dérivation et 'intégration d’ordre entier. Pour ceci, il serait trés intéressant d’avoir les in-
terprétations physique et géométrique des opérateurs d’ordre fractionnaire qui fourniront un
lieu aux interprétations classiques des dérivations et intégrations d’ordre entier. L'interpréta-
tion physique de I'intégration et de la dérivation fractionnaires repose sur 'utilisation de deux
types de temps : le temps cosmique et le temps individuel, par contre le calcul différentiel et
intégral classique est basé sur l'utilisation du temps mathématique

2.2.1 Lintégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b]. On considére les intégrales suivante :

[
Ilf(x)=J f(t)dze,
rx X u
2 _ 1 _
If(X)_Ja If(u)du—L (L f(t)dt)du
_( xd dr= ' d
- (f u)r) t—L(x—t)f(t) r

a

plus généralement le n'™¢ itération de I’ Opérateur I peut s’écrire

I"f(x)zf dxlf deJ d x, f f(x,)dx, (2.10)
t
1 1

- (n—l)!J (x— )" f(t)dt

Pour tout entier 7.
Cette formule est appelée formule de Cauchy, et depuis la généralisation du factoriel par la
fonction Gamma I'(n) =(n—1)!, Riemann rendu compte que le second membre de (2.10) pau-
rait avoir un sens méme quand n prenant une valeur non-entiere, il définit I'intégrale frac-
tionnaire de la maniere suivante :
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2.2.2 Lintégrale de Riemann-Liouville

Définition 2.3: [14]
SifelP(a;b),(1<p<+o0)etaecR, l'intégrale:

1 X
Ia - a1 ll R
o f(x) I"(a)L(x ) f(t)dt tellque ae
etl'intégrale :

b
Igf(x):ﬁj (t—x)*"'f(t)dt tellque beR

est appelée intégrale fractionnaire (a droite) de Riemann-Liouville d’ordre a

est appelée intégrale fractionnaire (a gauche) de Riemann-Liouville d’ordre «,

Remarque 2.2.1

Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement I'intégrale (a gauche).

Proposition 2.2.1

Soient a et f deux nombres complexes et f € C°([a; b)).
1. I;‘(Iff)z I;‘*ﬁf (Re(a)>0, Re(p)>0

2. LIef(t)=1%"f(t), (Re(a)>0, Re(f)>0

Preuve

1. Pour la démonstration on utilise la fonction Béta. En effet :

LUl f(x) = @ f (x =) UL f(r)dr

1 1 (7
= _ _ — ﬁ_l
e J (T(ﬁ)L (r—r) f(t)dt)dr

_ _ a1 _ #\B-1
= T(a)l"(ﬂ) a(x r) er(r ) f(r)dte

D’apres la formule de Dirichlet (2.9),

) = sl | e

a

D’ou la premiére égalité.

P ()d = 1P f(x).
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2. On montre maintenant la deuxiéme égalité
d a1 (°
—(1° —| = —1)* ' f(t)dt
() dx(r(a)ﬁ (x=0) (1)
1 d(("

= ma(ﬁ (x—0)*'f(r)d t).

Puisque f(t) et (x —t)*! sont continues donc I'application : t — (x —)*! f(t) est
continue, et on a alors :

4 eriy = 2[4 (o
TS = r(a)L (=) fe)dr

L PR
= F(a)L(a 1)(x— )2 f(t)dt

(@) e
= —(a—l)r(a—l)L(x )2 f(t)dt

1

_ _ a2
= r(a—nL(" R f(e)dt

= I f(x).

(2.12)

D’ou le résultat

2.2.3 Exemples d’intégrales d’ordre fractionnaire

Exemple 2.2.1 Considérons la fonction f(x)= xP En remplacant dans la dé.. .nition de l'inté-
grale de Riemann-Liouville, on obtient :

1 X
I"‘xﬁ:—f (x—1)"'tPdzr. (2.13)
0

En faisant le changement de variable : t = ux alors u =+t

X
on obtient :

1
1
I%P=—— | 1—w)*'x*“Yxu)ldu
F(a)ﬁ

1
= ﬁjo 1—w) ' x(xufdu

1
mB(ﬁ + l,a)

— r(ﬁ + 1) xa+[5
INa+p+1)
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Dlois :

r(ﬁ + 1) a+f
INa+p+1)
La formule précédente est une généralisation du cas a =1

I1°xP =

En efet, pour a =1 on obtient :

leﬁ —Mxﬁ"‘l— Mxﬂ"_l —

1 p+1

CT(B+2)7  (BHLIB+DT (B+D)

En particulier, pour a = § et pour $ =0,1,2 ona:

I%xlzﬂx%:é x_3
I3 3
(%) 15\ 7

De ce qui précede, on déduit que l'intégrale fractionnaire d’ordre a d'une constante k est

donnée par :

k
Ik = x%
INa+1)

Exemple 2.2.2 Soienta>0; >—1 et f(x)=(x—a)P alors:

(IYf)x)= ﬁf (x—0)*Yt—a)Pdr.
0

En effectuant le changement de variable
t=a+(x—a)y, (yel0;1])

Alors (2.14) devient :

(2.14)
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1 [F
L)X mj (x—t)*(t—a)dt.
0
1 (!
:mj (x—a—(x—a)y)a—l[x+(x—a)y_x]ﬁ(x_a)dy
0
1 (!
:TG)J [(x—a)1—y)*“(x—a)"'yPdy
0
B+
_%J (1_ )al /g’dy
0
_(x—a)? c;))wﬁJ(l Pty B gy

En tenant compte de la fonction Béta (2.3) puis de la relation (2.4), on arrive a :

—)etB
() =1
_ (x—a)*PT(a)(a,f+1)
 T(@)(a+p+1)
I+ p)
S T(a+p+1)

B(a,p +1).

(x—a)**h.

ainsi on obtient :

1
(1%(x —a)) = r(z(Jr—J/rﬁ)n(x_“)M‘ (2.15)

2.3 Deérivation fractionnaire

Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire malheureusement elles ne
sont pas toutes équivalentes. Nous présentons dans cette partie les approches de Riemann-
Liouville et de Caputo qui sontles plus utilisées.par exemple dans certains domaines physique

faisent intervenir des phénomenes de diffusion comme I’électromagnétisme, I’acoustique ou
la thermique [10]

2.3.1 Dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville

Définition 2.4

Soit f € L'([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b], la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville de la fonction f d’'ordre @ € C  (Re(a) > 0) notée : *-D*f ou (D?) est
définie par:

A
(D:(f)(x):Dn(I;_af)(x)r(nl—a)(ﬂ) f (x—0t)" ' f(r)dt, (2.16)

oun=—|—al+1letx>a.
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En particulier, poura=meNona:

RL — 1 d i —
DL = (2 J flydi =

RL 1 dm+l dan
(*LD™ f)(x) = m) pae f ft)dt— f 2.17)

par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée
classique par a € N

Remarque 2.3.1

Cio == tre

tellque: n=[Re(a)]+1,x > a.

Exemple 2.3.1

o Soit f(x)=(x—a)? avec p >—1.
poura >0 telquen—1<a < n;onadapres la définition puis la remarque

T(B+1)

RL _RL n—a
D) =" DI () = TB+n—atl)

n(x _ a)n—a+ﬁ .

Alors ,puis(a—f)€{1,2,3,..n}ona:

RLpef(x)=Ft DY (x—a)* 7 =0, je{1,2,3,..n},

par ailleurs si(a— )€ 1{1,2,3,...n}, on trouve :
I(p+1) _
Ripay g =—"~° (x—a)f™. 2.18
o (X =) F(/J’—a+1)(x @) ( )

o En particulier, si =0 eta > 0, la dérivée fractionnaire d'une fonction constante f(x)=c
au sens de Riemann-Liouville n'est pas nulle, ni constante, maison a:

4\
RLpags _ c(x—a) '
a I'(1—a)

Proposition 2.3.1

Soienta,f>0telsquen—1<a<n m—1<p<m.

1. Pour f € LY([a; b]); I'égalité :

DU f(x) = f(x) (2.19)
2. Sia> 3 >0alors pour f € L'([a; b)), la relation :
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REDP(RLDE £)(x)= (1" f)(x)

est vrai pour presque tout x € [a; b].

3. Si B > a >0 etla dérivée fractionnaire - DF~¢ f existe, alors on a:

*EDL(I f)(x)= ("D f)(x).

4. Si feLYa;b))etI"f eC"([a; b)), avec n =[Re(a)+ 1] alors :

n—1 j—n+a J
(1 DL fI) = f) = r((;'c__ s D }E}}K%)JI; - ](x)'

j=0

Les dérivées fractionnaires de quelque fonctions au sens de Riemann-Liouville

[10]
70) Def(1),(t >0,a €R)
5(t) Dirac s

3 T

e 1By 1_o(AL)

cosh(VAt) t7E, ) o(At?)

sir‘z/(litft) tl_aEz,z—a()Ltz)

tPE, g(At") | tP~*LE, 5 o (At") (B >0,u>0)

2.3.2 Dérivée fractionnaire au sens Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un role im- por-
tant dans le développement du calcul fractionnaire, a cause de ses applications dans les Ma-
thématiques pures et appliquées. Cependant, étant donnée que la dérivée au sens de Riemann-
Liouville d'une constant n’est pas nulle et que les conditions initiales du probléeme de Cauchy
sont exprimées par des dérivées d’ordre fractionnaire, Caputo propose une autre approche
ol la dérivée de la constante est nulle et que les conditions initiales sont exprimées comme
dans le cas classique par des dérivées d’ordre entier [10]- [14].
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Définition 2.5: Dérivée fractionnaire de Caputo
oient0 < n—1 < a < n et f une fonction de classe ¢ "([a, b]). La dérivée fractionnaire d’ordre
a au sens de Caputo de la fonction f est définie par :

“Df(x)=1""(D"f(x))

1 i n n—a—1
—‘Z)L f(s)*(x—s) ds

I'(n

Exemple 2.3.2 Considérons la fonction : f(x)= xP
PourO<n—1<a<n,ona:

CDIaf(x) — In—(l(Dax/J’)

o TBHD 4,
D"x _F(ﬂ+1—n)x
Par suite :
n—a ﬂ B—ny_ r(ﬁ+1) g __g\n—a—1.f—n
(r(ﬂ+1_n)x )_F(n—a)r(ﬂ+1—n) 0(x () P gy

on fait le changement de variable :t = y x qui implique:dt = xdy on obtient alors :

X r\l

f (x—0)" P dr=| (x—xy)" Y xy)f " xdy
0 Jo

1

— xn—a—l(l _ y)n—a—lyﬁ—nxﬁ—rH-ldy

Jo1

=| xPA—-yytyPray

Jo
1

— xﬁ—aJ (1_y)n—a—1y/5—ndy
0

=xP"B(n—a,p—n+1)
_ xﬁ_al"(n—a)l“(ﬁ —n+1)

[(p—n+1)
D'out
n-a( I(B+1) . I(B+1) F(n—a)r(/a’—n+1)xﬂ_a
I[(p+1—n) I(n—a)(Bp+1—n) I[(p—n+1)
et finalement, on obtient
cpegp__ TB+D 4

In—a)(p+1—n)
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En particulier, pour f =0,0na:

¢Dx*=C D1 =0

Contrairement a la dérivation de Riemann-Liouville la dérivée d’'ordre fractionnaire au sens de
Caputo d’'une constante est nulle.

2.3.3 Relation entre la dérivéé de Riemann-Liouville et de Caputo

Le théoreme suivante établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle
au sens de Riemann-Liouville.

On noté par #* D la dérivée au sens de Riemann-Liouville et par “ D* la dérivée fraction-
naire au sens Caputo.

Théoreme 2.1
Soitn—1<a<n, (neN*Supposonsque f estune fonction telle que

n—=1 r(m) _ m—a
Cpra_RL o f"™(a)(x—a)
D¢ =Rt D¢ mEZI TR (2.20)

De la relation (2.20), on déduit que si

f™@)=0, m=1,2..n—1

on aura :

CD;fZRLD;f

2.3.4 Equations et systemes d’équations différentielles fractionnaire
Avant de commencer laisser nous introduire une définition d’'une équation différentielle
fractionnaire (EDF).

» L'équation différentielle fractionnaire est une équation qui contient une ou des dérivées
fractionnaires
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Définition 2.6
Soita>0, a¢N, n=[a]+letf:AcCR?*—Ralors

D%y (x)= f(x, y(x)) 2.21)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. Comme
conditions initiales pour ce type d’EDF on utilise :

RLpey(0)=by; (k=1,2,..,n—1), lim I"“y(x)=b,

x—0*t

De la méme manieére
“D(x)=f(x,y(x) (2.22)

est appelée Equation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas on utilise
comme conditions initiales

y(0)=by; (k=0,2,...,n—1)

Remarque 2.3.2

Lutilisation de conditions initiales de différents types pour les EDFs Liutilisation de
conditions initiales de différents types pour les EDFs (2.21) et (2.22) nous assure 'uni-
cité des solutions de 'EDF correspondante.

» Le systéme fractionnaire est un systeme qui est décrit par des équations différen-
tielles fractionnaires.

Il existe plusieurs méthodes analytiques et numériques pour résoudre les équations diffé-
rentielles et intégrales fractionnaires comme la méthode de décomposition adomienne,la mé-
thode d’itération variationnelle, la méthode de Demirci et Ozalp,la méthode de transforma-
tion diférentielle,]Ja méthode d’analyse de I'homotopie . En outre il existe d’autre techniques
classiques de solution telles que la tranformation de Laplace,la méthode de la fonction de
Green, la transformation de Mellin et la méthode des polynémes orthogonaux.

Dans cette mémoire on vautiliser méthode de transformation de Laplace pour trouver la so-
lution exacte de probleme de Cauchy pour une équation différentielle d’ordre fractionnaire

2.4 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

La méthode de transformation de Laplace est un outil extrémement utile pour résoudre
de problemes de valeurs initiales linéaires (fractionnaires ou classiques).

Définition 2.7: Laplace de la fonction [10]
La fonction F(s) de la variable complexe s définie par

F(s)sz{f(x);s}zf e f(x)dx (2.23)
0

est appelée transformée de Laplace de la fonction f(x)
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» Pour I'existence de I'intégrale (2.23) la fonction f(x) doit étre d’ordre exponentiel a.

» On peut trouver l'originale f(x) de la transformée de Laplace F(s) a I’aide de la trans-
formée de Laplace inverse.

» Onnote la transformée de Laplace par des lettres majuscules et les originaux en minus-
cules.

» la transformée de Laplace inverse est [10]

c+ioo

f(x)=2"YF(s)x}= e**F(s)ds, c=2Re(s)>c,

c—ioo
ou ¢, réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de I'intégrale de Laplace.
Pour indiquer que f est la transformée inverse unique de F .

» La transformée de Laplace de la convolution [10]

f(x)*g(x)=f flx—1)g(r)dt
0

de deux fonctions f(x) et g(x), qui sont égale a zéro pour x < 0, est égale au produit de
leurs transformées de Laplace :

L{f(x)xg(x);s}=F(s)*G(s)
sous ’hypothese que F(s) et G(s) existent.

» Laformule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire d'un ordre entier
n de la fonction f(x):[10]

n

n—1
LU () sy=s"F(s)= > s"* 7 fI(0)=s"F(s)— > s f o) (2.24)
k=0

k=1

2.4.1 Propriétés de la transformée de Laplace

Soient les fonctions fi, f, et f; définies sur [0, 00), les transformées de Laplace des ces fonc-
tions existent pour s > s, comme s, € R

1. Sify=a,fi+a,f,aveca, eta, €R
E(s)=a,F(s)+a,E(s)

(Linéarité de la transformée de Laplace)
2. Si f5(x) =f filt)d t et s >max{0, s}
0

F(s)={F(s)

3. Soita >0et f3(x)= fi(ax) .Alors

4. Soita eR et f3(x)=e " fi(x). Alors

E(s)=FE(s+a)
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2.4.2 Latransformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffler a deux pa-
rametres

La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffler a deux parametres s’écrit sous
la forme :

* k!Sa_ﬁ 1
—x .ak+p—1 a <
L e 'x E (:I:ax )dx_—(saq:a)kH’ (Re(s)>]al?) (2.25)
Cas particulier de (2.25) poura=f8 = %
= —sx KL () +avx)d k! R 2
i e "t By (+avx)dx = srap (Re(s)>lal) (2.26)

2.4.3 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville et la dérivée de Caputo

Lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre ¢ € C(R e(a) > 0) est définie
par la convolution

1 (" 1
ILf(x)= mJ (x—0)Vf()dt = mx”‘—1 % f(x) (2.27)

et la transformée de Laplace du fonction x%~! est donnée par :

ZL[x*)(s)=T(a)s™ (notation .Z[x"](s)= ! ) (2.28)

sn+l

d’apreslaformule (2.27) et (2.28) la transformée de Laplace deI'intégrale fractionnaire au sens
Riemann-Liouville est la suivant :

L1, f1(s)=s"“F(s) (2.29)
En utilisant la formule (2.24) et (2.29), on a
[Dy. f1(s) = Z[Dy 1" fIs
= s" LU flls)— Z D" f)(0)

n—1

= s"s“L(f)s)— > s DI f)(0)
k=0
n—1

= s“2(f)s)= ) s*D" DL F)0)

S
=

= s"2(f)s)— ) s* D' f(0)

0

kol

S |l

= s“L(f)s)= > s f(0)
k=1
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de méme on applique la formule (2.29) et (2.24), on a

LDEfYs) = L{T Dy i)
= s""L(Dy. f)s)

= s 2(f)s)— D" FM0)]
k=0
= () s )
k=0

Proposition 2.4.1

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
a > 0 est définie par

n

LD f(x)sy=s"F(s)— > s*'DFf(0) (n—1<a<n) (2.30)
k=1

Proposition 2.4.2

Laformule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est définie
par:

L{DEf(x);s}= s“F(s)—i s 1) (n—1<a<n) (2.31)
k=0

Tableau récapitule certaines transformations de Laplace de quelque fonctions

Le tableau suivant donne un brefrésumé de quelques transformées de Laplace utiles. Nous
allons souvent se référer a ce tableau le long de cette these. a et b sont deux réels constants
(aZb)eta; >0

xafl

F(s) LYF(s); x}
T
1

(s+1a)¢1 QEET)e_ax a
Tt X Ey4lax®)
s(si,—ia) E,(—ax%)

@ 1—E,(—ax%)

xaEl,oH—l(ax)

xPE, glat?)
1 b

oG | aple” —e’")
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EXISTENCE ET UNICITE D’'UN PROBLEME DE
CAUCHY POUR EDF

Dans ce chapitre nous considérons la question de I’existence et de I'unicité de solutions
des problemes de type Cauchy, pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire sur un
intervalle fini de I'axe réel dans les espaces des fonctions sommable et des fonctions continues

3.1 Probleme fractionnaire de type Cauchy au sens Riemann-
Liouville

Dans cette partie nous donnons des conditions pour prouver l'existence et I'unicité du
probleme fractionnaire de type Cauchy pour des équations différentielles fractionnaires li-
néaires et non linéaire au sens de Riemann-Liouville.

3.1.1 Position du probleme

Le cas linéaire

Dans cette partie, nous discutons sur l'existence et I'unicité de solutions de problemes
de type Cauchy pour des équations différentielles fractionnaires linéaires. On considere le
probléme fractionnaire de type Cauchy suivant :

{ Dy y(x)=f(x), (@>0,0<x<T <00) (3.1)

(Dg*y)0)=beR k=1,2,..,n

Ou f(x)e LY0,T),i.e

T
J |f(x)|dx < oo.
0

Théoréeme 3.1: [10]
Si f(x) € LY(0,T), alors le probleme (3.1) admet une solution unique y(x) €
L0, T).

36
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Preuve

Construisons donc une solution du probléme considéré. En appliquant, a la premiere
équation de (3.1), la formule de la transformée de Laplace (2.30) d’'une dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville, a savoir

n

L{DLy}=5"Y(s)— > s DT y(0)=F(s) (3.2)

j=1

Ou Y(s) et F(s) désignent les transformées de Laplace de y(x) et f(x). En s’aidant de la
condition initiale introduite dans (3.1), on peut écrire

Y(s)= +Zsf 1, (3.3)

et la transformée de Laplace inverse donne

n

LY () =L [sFO+ 27D s D] (3.4)

j=1

D’apres la formule (2.29), on a

Y=L f(x)+ Y b L7 (s, 3.5)

j=1

En utilisant la formule (2.28), on a

a C bfxa_j
:Imf(X)—i_Zr(a——j-i-l) (3.6)
j=1

En utilisant la regle de la différentiation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville du

fonction polynome (I;ﬁ xP = r(ro(ﬁ—;;lﬁx‘”ﬁ ), on obtient

D&x*) = DMy

n r(a ] + 1) n—j
“T(n—j+1)
= 0. 3.7)
on aura
DY y(x)=D]. I f(x)= f(x). (3.8)
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ce qui veut dire que notre y(x) défini par (3.6) est bien solution, dans L!(0, T'), de la pre-
miere équation de (3.1). Par ailleurs, on sait que(voir la formule (2.18))

Da—kxa—j — r(a_j + l)xk—j
* Tk—j+1)

Alors, de (3.6), on a
— b;x*
Da k — DC{ ICI Da—k

- b-xf

_ gk J
O*f(xH;—r(k—jﬂ)
" b xk
= I5f0)+ ) ——
° ;(k—n!

D’ott [D% ¥ y(x)],=0 = by, c’est a dire que les conditions initiales introduite dans (3.1) est
bien vérifiée. Par conséquent la fonction construite y(x) est solution du probleme (3.1)
reste a montrer I'unicité de cette derniere, Pour cela,posons

z(x)=y(x)—(x)

ou y, et , sont deux solutions (dans L'(0, T')) du probleme (3.1). Et donc z(x) sera solu-
tion du probléme suivant :

{Da 2(x)=0, (3.9)

(D2*z)0)=0.

En appliquant la transformée de Laplace dans les deux membres de la premiere équa-
tion de (3.9), on obtient

Z(s)=2L{z(x)}(s)=0,

et donc z(x) = 0 pour presque tout x € (0, T), ce qui prouve que la solution y(x) est
I'unique solution dans L'(0, T') du probleme (3.1)

Le cas non linéaire

Le "Model" non linéaire d’équation différentielle d’ordre fractionnaire , (R e(a) > 0) sur
un intervalle fini [a, b] de I'axe réel R = (—00, c0) de la forme

D;‘+y(x)=f[x,y(x)], (Re(a>0,x>a) (3.10)

Avec les conditions initiales
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(D% *y)a")=b, b eC,(k=1,2,..,n) (3.11)

dans I'espace L%(a, b) défini pour a € C(Re(a)> 0) par:

L%a,b)={y €L(a,b);D; y€L(a,b)}. (3.12)

Oun =[a]+1 pour a ¢ Net a =n pour a € N. La notation (D;‘:ky)(m) signifie que la
limite est prise a presque tous les points du voisinage du co6té droit de (a, a + €)(e > 0)
comme suit :

(D Fy)a) = lim (D7 y)(x) (1<k<n-—1) (3.13)
(D" y)a*)= lim (I y)(x), (@ € ) (DL y)a )= y(a), (a=n) (3.14)

Ou I* est 'opérateur d’'intégration fractionnaire au sens Riemann-Liouville d’ordre a

En particulier

sia = n puis, conformément aux (2.17) et(3.14), le probleme dans ((3.10)-(3.11) est réduit
au probleme usuel de Cauchy pour I'’équation différentielle ordinaire d’ordre n € N

Dy(x)=flx, y(x)], y"(a)= by, by €C(k =1,2,...n) (3.15)

Quand 0 < Re(a) < 1, le probleme (3.10)-(3.11) prend la forme

D y(x)= flx, y(x),(I;7“y)a)=Db,(b €C) (3.16)

Et aussi on peut écrivez un probleme de type Cauchy sous la forme

D y(x)=flx,y(x)}, lim (x —a)™“y(x)=c,(c €C) (3.17)

3.1.2 Equivalence entrele probleme de type Cauchy etI'équation intégrale
de Volterra

Dans cette partie nous montrons que le probleme de type Cauchy (3.10)-(3.11) et 'équa-
tion intégrale de Volterra

(x):iL(x_a)a—f_FL x(x_t)“—lf(t (£))dt (x>a) (3.18)
y Ta—j+1) Ia) |, YU ’ '

j=1
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Equivalente dans le sens que, si y(t) € L(a, b) satisfait une de ces relations, alors elle satisfait
I'autre .

EemmeS.l.l:[lO] N
Lopérateur d’intégration fractionnaire I* avec @ € C(Re(a)> 0) est borné dans L(a, b) :
( _ a)iﬁe(a)
(Z
181 < 5 osreo gl

En particulier, pour a > 0; ’estimation prend la forme suivante :
[ (b—a)
1,8l < Tla+ )||g||1 (3.19)
A 4
D’abord, nous considérons le probleme de type Cauchy (3.10)-(3.11) avec un réel @ > 0
donné par :

D% y(x)=f[x,y(x)], (a>0), (3.20)

(D% *y)a")=b, b eC,(k=1,2,..,n) (3.21)

Théoréeme 3.2: [10]

Soient a > 0,n =—[—a], Soit G un ensemble ouvert dans R,

et f:(a,b)G — R une fonction telle que f(x,y)< L(a, b) pour toute y €G.

Si y € L(a,b), alors y satisfait les relation (3.10) — (3.11) si et seulment si, y
satisfait I'équation intégrale (3.18) .

Preuve

D’abord nous prouvons la nécessité. Soit y(x) € L(a, b) satisfait les relations (3.10) et
(3.11). Depuis que f(x, y) € L'(a, b), signifie que (D7 y)(x) existe dans L'(a, b).
Selon (2.16)

D2 y(x)=D"(I'"*y)(x), (I, y)(x)=y(x) (3.22)

et d’aprés (3.22) nous voyons que I"7* € AC"[a, b] et comme (I~ y)(x) = (D% " y)(x),
alors (D% "y)(x) € AC'[a, b]. Selon le lemme (3.1.2), I'intégrale (I;‘+f)(t,y(t)) existe
dans L(a, b). Appliquant I'opérateur ¢ sur les deux cotés de (3.10)

(I;. D y)x)= (I, f(x, y(x))(x) (3.23)

D’autre part nous avons :
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n n—j
Yn—q (@) _j -
Dy y(x)=y(x)= ) ——————(x—a)" (Jpo=I1""(x)) (3.24)
ar ]Zzl:l"(a—]+1)
D’aprés (2.16) nous oubtenons :
) A \nit e i
vl =)Ly )0 = (0 y ) (3.25)

En utilisant cette relation et (3.21), nous réécrivons (3.24)sous la forme

D‘”
ID%y(x) = y(x)— Z Tla_ ]+1) —a)*)
~ b, "
= (x)—;r(a GO (3.26)

D’apres (3.23) et (3.26), il vient :

— C bj a al
y(x)_;r(a——jﬂ)(x f+mf (x—t) f(t,y(t)dt, (x>a) (3.27)

avec a > 0. Ce qui prouve la condition nécessaire.

Maintenant, nous prouvons la suffisance. soit y(x) € L!(a, b) satisfaisant 1'équation
(3.18). en appliquant 'opérateur D7, aux deux coOtés de (3.18), on a

D¢ y b, “N+D&IY 3.28
Ly (x)= ,Zr(a—]ﬂ)( (2 —a)™ )+ DL I [, y(1)](x) (3.28)

D’apres (2.16) et (2.15), on a

Dji(x—a)"“j DM 1" %(x—a)*/

at a+
¢ (a—],-‘_)(x—a)”_f (3.29)
I(n—j+1)
=0
Et selon la relation (2.19), on obtient :
Dl y(x)=f(x,y(x)) (3.30)

et donc, on arrive a I’équation (3.10).

A présent on peut montrer que la relation (3.11) est aussi réalisée. Pour cela, on applique l’opé-
rateur Da“:k(k =1,,n)auxdeuxcodtésde (3.18).Si1 < k < n—1, d’apreslarelations (2.18)-(3.29),
ona
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n

b; .
(DEFY)x) = D e (DI (e — @) )+ DI 1, y(£))(x)

= [a—j+1)
B Zr(k_—jﬂ)(x_“) T+ 15[, y(0)](x) (3.31)
j=1
Donc
a—k . & bj ki x -
(D, J/)(x)—j:1 (k_j)!(x—a) J+(k_1)!L (x—=1)" flt,y(r)ldt. (3.32)

Si k = n, selon la relations (3.14) et (3.32), on obtient

n

(DL y)x) =

j=1

J n—ij
=Y o

J (x—t)" f[t,y(t)dt. (3.33)

Utilisons (3.32)-(3.33) pour calculer la limite t — a* on obtient la relation (3.11). Ainsi, la suf-
fisance est prouvée, qui complete la preuve du théoreme (3.1.2).

3.1.3 Existence et unicité de la solution du probléme de type Cauchy

Dans cette partie nous établissons I'existence d'une solution unique au probléme (3.10)-
(3.11) de type Cauchy dans l'espace L%(a, b) défini dans (3.12) sous les conditions du théo-
réme (3.1.2), etla condition de Lipschitz sur f(x, y) parrapport ala deuxiéme variable :il existe
A€]0,1[ tel que pour tout x € [a, b]ettous y;, ), € GCR

1f(x, )= f(x, I <Alyn—1l (0<A<]) (3.34)

Théoreme 3.3: [10]

Soit a > 0,n =—[—a], soientt G un ensemble ouvert dans R,

et f :(a,b]G — R une fonction telle que f(x,y)< L'(a, b) pour toute y € G et la
condition (3.34) est satisfaite.

Alors il existe une solution unique y(x) au probléme de type Cauchy (3.10) —
(3.11) dans l'éspace L%(a, D).

Preuve

D’abord nous prouvons I’existence d'une solution unique y(x)<€ L(a, b)

Selon le théoreme (3.1.2) il est suffsant de prouver I'existence d’'une solution unique
y(x) € L(a, b) al'’équation intégrale non linéaire (3.18) de Volterra. Pour ceci nous ap-
pliquons la méthode connue, pour des équations intégrales non linéaires de Volterra,
deprouver d’abord le résultat sur une partie de 'intervalle [a, b].

L'équation (3.18) semble raisonnable dans n'importe quel intervalle [a, x;] C [a, b](a <
X, < b).
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Choisissons x; telle que I'inégalité :

(x,—a)*

est vérifiée, et puis prouvons I'existence d’une solution unique y(t) € L(a, x,) a1'équa-
tion (3.18) sur l'intervalle [a, x,]. Pour ceci nous utilisons le théoréme du point fixe de
Banach pour 'espace L'(a, t,), qui est clairement un espace métrique complet avec la
distance.

d(ypyz)=||y1—yzll=f |n(x)—n(x)ldz. (3.36)
Nous réecrivons I'’équation intégrale (3.18) sous la forme y(x)=(Ty)(x), ou
1 X
(TJ/)(X)Zyo(XHmJ (x—2)* fz,y(e)dt (3.37)
avec i )
N T ()
Yo(x) ;r(a_jﬂ)(x a) (3.38)

Pour appliquer le théoréme du point fixe nous devons prouver ce qui suit :
1. si y(t)e LY(a, x,), alors (Ty)(x) € L(a, x,),
2. pour toutes y,, » € L'(a, x;); 1'évaluation suivante est vérifée :
(x,—a)*
Ia+1)
Il découle de (3.38) que y,(x) € L(a, b) : Depuis que f(x, y(x)) € L'(a, b); et d’aprés le
lemme (3.1.2) (avec b = x; et g(x) = f(x, y(x)), I'intégrale dans le c6té droit de lemme
(3.1.2) appartient également a L'(a, x,), et par conséquent (Ty)(x) € L(a, x,).
Maintenant nous prouvons I’évaluation (3.29). D’aprés (3.37)-(3.38) et (3.12) (définition

de L%(a, b)), utilisons la condition de Lipschitz (3.34) et appliquantla relation (3.19) (avec
b =x, et g(x)= f(x, n1(x))— f(x, y»(x)) nous avons

1Ty, =Tyl <wlln—>7irl, w= (3.39)

”Tyl_TyZ”L(a,xl) < ||I;+[|f(t»yl)_f(tyyZ)H”L(a,xl)
<

A||I:+[|J/1 —J/2|]||L(a'xl)
A ) ey = @l ()= ()]
T(a+1) 1 N L(a,x,) X )= Yo\ X )l L(a,x))
ce qui donne (3.39). Selon (3.35) vérifie 0 < w < 1, et par conséquent (d’aprés le théoréme
(1.2.1) il existe une solution unique y*(t) € L'(a, x;) a1'équation (3.18) dans l'intervalle
[a, x,]:
D’aprés le théoréme (1.2.1), la solution y* est obtenu comme une limite de la séquence
convergente (T y)(x) :
Tm |77 3= 0,00 =0 (3.40)

ou y,(x) estn'importe quelle fonction dans L'(a, b): Siaumois un by # 0 dansles condi-
tions initiales (3.11), nous pouvons prendre y;(x) = y,(x) avec y,(x) définie par (3.38).
D’aprés (3.37), la séquence (T™ y;)(x) est définie par la formule de récurrence

1 X
(Tmyo*)(x)zyo(x)+mf (x—0) ' f(e, T yr(e)dt (m=1,2,..). (3.41)
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Si nous dénotons y,,(x)=(T" y;)(x) alors la derniére relation prend la forme

ym(x)=yo(x)+ﬁja (= O (1 yma(£)d 1t (meN) (3.42)

et (3.40) peut étre récrit comme suit :
’%i_)ngo”ym_y*”L(a,xl):O- (343)

Ceci signifie que nous avons appliqué réellement la méthode d’approximations succes-
sives pour trouver une solution unique y*(x) al’équation intégrale (3.18) dans [a, x,] :
Aprés, nous considérons l'intervalle [x;, x,], ou x, = x; + h, h > 0 et vérifie x, < b : Ré-
ecrivons I'équation (3.18) sous la forme

I N b
y(x) = r(a)J (x—1) f(t,y(t)dt+;:r(a_j+1)(x a)"’

T T f(x ) f(t, y(e)dt

Depuis que la fonction y(x est uniquement définie sur I'intervalle [x,, x,]; 1a derniére
intégrale peut étre consiéEré comme fonction connue, et nous réecrivons la derniére
équation comme :

1 X
J/(JC)ZJ/m(x)erLl (x—t)* 7 f(t,y(t))dt (3.44)
ol Jp;(x) est définie par
— o bf a—j 1 " a—1
J/o1(x)—;r(a_—j+1)(X—a) Li‘mja (x—0)f(r,y(2))dz. (3.45)

est la fonction connue. Utilisons les mémes arguments comme ci-dessus, nous
concluons qu'’il existe une solution unique y*(x) € L(x;, x,) a I'équation (3.18) dans
I'intervalle [x;, x,] : Prenons 'intervalle suivant [x,, x;3], ou x;3 = x, + h, et h, > 0 telle
que x; < b, et par la répétition de ce processus, nous concluons qu'il existe une solution
unique y*(x) € L(a, b) pour I'équation (3.18) sur l'intervalle [a, b] : Ainsi, il existe une
solution unique y(x) = y*(x) € L'(a, b) a 'Equation intégrale (3.18) de Volterra, et par
conséquent au probléme de type Cauchy (3.10)-(3.11). Pour terminer la preuve du théo-
réme (3.1.3), nous devons prouver que la solution y(¢) € L(a, b) est unique et appartient
al'espace L(a, b): Selon (3.1.3), il est suffisant de prouver cela DY € L'(a, b) D’aprésla
preuve ci-dessus, la solution est une limite de

La séquence y,,(t)€ L(a, b):

n%i_r)foloHJ’m—)/Hl =0 (3.46)
avec le choix de certain y,, sur chacun [a, x,),...,[x,,_;, b]. Daprés (3.10) et (3.34) nous
avons

1D, Ym =Dy Ih =1 (X, y) = f(x, V) < Allym — ¥y (3.47)

Ainsi, d’aprés (3.46) et (3.47), nous obtenons

lim [[D7 Y =D, ylli =0 (3.48)

et par conséquent D?, y(x)€ L'(a, b) : Ceci accomplit la preuve du théoréme (3.1.3)
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3.2 Equations différentielles fractionnaires

3.2.1 Equation différentielle fractionnaire a un seul terme

Considérons|’équation différetienlle d’ordre fractionnaire linéaire a coefficients constants
suivante :

aD)'y(x)= f(x), (n—1<a<n), (3.49)
[D 1 y(x)],20=0, (k=0,1,..,n—1), (3.50)
Appliquant la transformée de Laplace sur les deux cotés de I’équation (3.49) nous obtenons
as®Y(s)=F(s),
et comme

1 1 x!
}_

(%)= L_l{asa T aT(a)

ou G,(x) est appelée la fonction fractionnaire de Green a un seul terme.

Sous les conditions initiales données, la solution y(x) de I'’équation (3.49) est obtenue
par la convolution

1 a—1 _l a
al"(a)f(x_s) f(l‘)dS—aI0 f(x).
0

y(x)= f Gi(x—$)f(s)ds =
0

1
Exemple 3.2.1 Sinousprenonsa=1, f(x)=1eta= > I'équation est devenue

Dly(x)=1, 3.51)
avec

[D‘H y(x)] =0 (3.52)

La solution est donnée par :

x —1
1 - 2

y(x):—f(x—s) 2 ds=—+x
;)Y T

3.2.2 Equation différentielle fractionnaire a deux termes

Considérons1’équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire a coefficients constants
suivante :

aD)'y(x)+by(x)= f(x), (n—1<a<n), (3.53)
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3.2. Equations différentielles fractionnaires

avec les mémes conditions définies par (3.50).
(3.54)

Lutilisation de la transformée de Laplace donne :
as®Y(s)+bY(s)=F(s).

Nous pouvons aussi écrire ((3.54) sous la forme

1 1
}= =X By o——x%),
a a

et comme :
b

1
G,(x)= L_l{_
asa+ x
ou G,(x) est appelée la fonction fractionnaire de Green a deux termes, et E, 4 la fonction

Mittag-Leffer de deux parametres.

La solution y(x) est obtenue par la convolution
X

y(x) =f Gy(x—s)f(s)ds

0

Exemple 3.2.2 Si nous prenonsa=1 ;b=1; f(x)=1 ; a= - nous obtenons
1
Dy y(x)+y(x)=1

avec la méme condition initiale (3.50) :

La fonction de Green est donnée par :
- 1
Gyx)= x? By y(—x?),

la solution prend la forme
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Conclusion & Perspectives

Les équation différentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle des équations
différentielles ordinaires, elle peuvent présente plusieurs phénoménes dans grandes domaines
de la sciences de tous genres.

On a présenté quelques résultats d’existence et 'unicité des solution du probléme de Cauchy
pour des équation d’ordre fractionnaire. En utilisant les technique de point fixe et quelque
théoreme .

Apreés avoir prouvé I'existence et 'unicité de la solution, nous avons utilisé la transformée de
Laplace dans plusieurs exemples pour trouver la solution.

D’aprés ce travaille on peut connaitre I'importance du calcul fractionnaire dans le domaine
des mathématique.

Dans les perspectives, utiliser calcule fractionnaire a d’autres équation, et développer d’autre
facons de résolutions des équations différentielles a dérivée fractionnaire et Pourquoi ne pas
mettre en avant I’étude qualitative de la solution
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