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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons une étude théorique et algorithmique d’une méthode de
trajectoire centrale pour les problémes de programmation linéaire (LP) avec des fonctions noyau.
Cette méthode est une extension de méthode classique du locus central. Avantages de notre
méthode est d’assurer la convergence de la théorie et de la pratique, mais il reste de trouver un

point de départ a 'intérieur et au voisinage de la trajectoire centrale est difficile.




Introduction

Introduction

Les méthodes de points intérieurs ont été publiées par la communauté scientifique dans cer-
tains années et a conduit & une grande variété d’algorithmes de ce type Trajectoire centrale (TC)
années 90. Cette méthode est basée sur le suivi d’une trajectoire centrale Ils ont de bonnes pro-
priétés théoriques. Le but de ce mémoire est de présenter une étude théorique et algorithmique
Fonction noyau pour la programmation linéaire Cette thése est divisée en trois chapitres :

Chapitre 1 :Dans ce chapitre, on présente quelques définitions de base sur I’analyse convexe,
rappelle les principales propriétés de la programmation mathématique et ainsi sur les conditions
d’optimalité. qui rassemble tous les concepts et résultats que nous utiliserons le suivant.

Chapitre 2 :concerne des resultats fondamenteaux , des méthodes de résolution d’un pro-
gramme de (PL) , fonctions noyaux et propriétés.

Enfin,Chapitre 3 : Le dernier chapitre concerne la méthode de la trajéctoire centrale basée

sur les fonctions nouyeax pour (PL)




Notations et terminologie

Notations et terminologie

Notations et terminologie

1. (PNL) : probléme non linéaire
2. (PM) : Programmation mathématique.
3. (PL) : Programmation linéaire.
4. (SDP) : Programmation semi-définie.
5. (PPL) : Le probléme linéaire primal.
6. (PDL) : Le probléme dual de (PPL).
7. (PQ) probléme quadratique
8. (MPIs) : Les méthodes de points intérieurs
9. (Tc) : Trajectoire centrale.
10. K.K.T : Karush-Kuhn-Tuker




Notations et terminologie

Opérations

1. R : L’ensemble des vecteurs avec n composantes réelles.
2. R” : L’orthant positif de I’espace R".

3. 220 : Les composantes de x, x; > pour tout .

4. © >0 : Les composantes de x, x; > 0 pour tout .

5. at : Transposé du vecteur x de R".

6. |||l = max |zg| : (norme infinie).

1<k<n

7. ||z2 = VY on_1@% : (norme euclidienne).

8. s = (€151, X252, ..., TnSp, ) (produit d’Hadamard).
X 1 To Tn

9. — = —, =, )T 0).
: (B2 (s £0)

10. /T - (VT, o /Tn) ¢ (> 0).

-1 — 1 1 1N\T .
11. » = (252 ) 1 (@ #0).
12. (x,s) = xTs =371 wpsk : (le produit scalaire de deux vecteurs).
Vecteurs




Notations et terminologie

Les vecteurs sont désignés par des lettres minuscules. Si x est un vecteur de R™, on désigne

par :
1. 2T : le vecteur transposé de .
2. x; : la i-éme composante de x.
3. Xk : le k-éme vecteur d’une suite de vecteurs.
4. e : le vecteur de R", dont toutes les composantes sont égales a 1.

Des vecteurs sont libres c.a.d. sont linéairement indépendants.




Notations et terminologie

Matrices

Les matrices sont désignées par des lettres majuscules. Si A est une matrice, on désigne par.

1. AT : La matrice transposée de A.

2. X = diag(x), la matrice diagonale X avec X;; = ;.

3.1 = diag(e), la matrice identité d’ordre n.

4. X1 = diag(z~), I'inverse de la matrice X avec X;;' = L : (z > 0)

(3

5. A est de plein rang : A est de rang m (m < n) si ses lignes sont libres.

6. R™*" :, est Symétrique : si A = AT, c.a.d: a;; = aj; : pour tout i =1,....,net j=1,...n

Fonctions

Soit f : R® — R, une fonction différentiable a plusieurs variables x1, ..., z,. Alors :

1. Vf(x) = (g—i(x), g—é(x), o %(x)),: (gradient de f au point x).
2. g { (x) : les dérivées partielles au point x.
3. Vf(z) = (%(x))xij@’ la matrice Hessienne.




Chapitre 1

Préliminaires et notions fondamentales

1.1 Eléments d’analyse convexe

La notion de convexité est un outil mathématique important pour I’étude théorique et numé-
rique des problémes d’optimisation. On présente dans cette section quelques notions d’analyse

convexe d’usage courant.pour plus de detail voir [1]

1.1.1 Ensembles affines

Définition 1.1 Un sous ensemble F' de R™ est dit affine si :
Ve,ye FYAER: Ade+(1—-AN)y€eF

On dit aussi que F' est une variété affine (ou linéaire).
Les ensembles affines élémentaires sont : ¢, {x} (x € R™), et chaque sous-espace vectoriel de

R"™.

Définition 1.2 On appelle combinaison affine des éléments x1, ..., x,, de R"™ tout élément de la

forme :

T = Xm:)\ixi, avec \; € R et zm:)\i =1
i=1 =1



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

Théoréme 1.1 Toute partie affine de R™ contient ses combinaisons affines :

ineF:zm:/\ixi, avec \; € R et i)\izl

i=1 i=1

1.1.2 Fonctions affines

Définition 1.3 Une fonction [ définie de R™ dans R™ est dite affine si
fRe+ A =Nyl =Af (@) + (1 =A) f(y), Y2,y € R", VA € R.

Théoréme 1.2 Toute fonction affine f de R™ dans R™ est de la forme f (x) = Az + b;
ou A€ My, (R) etbeR™

Proposition 1.1 Une fonction affine f de R™ dans R™ est linéaire si et seulement si

F(0)=0.4e,b=0

1.1.3 Ensemble convexe

Définition 1.4 Un ensemble D C R™ est appelé convezxe si le segment joignant toute paire de
points appartenant D appartient également entierement a D. Algébriqguement, ;on demande donc

que x € D ety € D entraine que,
A+ (1 =Ny € D, pour tout A € [0,1].
Définition 1.5 D est un polyédre convexe s’il est de la forme :
D= {a: ER":alw < by,i = 1,...,m},

ol a; est un vecteur non nul de R™ et b; un scalaire pour i =1,...,m.

Remarque 1.1 D peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

D={xeR": Az < b},
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Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

ot A est une matrice de R™ "™ et b un vecteur de R™.

1.1.4 Fonction convexe

Définition 1.6 La fonction f : D — R est dite convexe équivaut a dire que

ou d’une maniére équivalente : si Ym € N*,V\; > 0,3"" N\, =1,2, € D

f (Z Aﬂz’) < Z Nif (@),

et si l'inégalité au dessus est stricte, alors f est dite strictement convere Vx # y.

1.1.5 Fonction convexe differentiable

Définition 1.7 Soit f € C (D), une fonction contintiment différentiable sur un domaine conveze
S. Alors on a les équivalences suivantes :

1- f est convexe sur D si seulement si :

fy) = fe) = (Vf(z),y—x),Ve,yeD.

2- f est strictement convexe sur D si seulement si :

fy) = f(e) > (Vf(x),y —x) Ve,ye D

3- f est convexe sur D si seulement si Vf est monotone sur D , c’est a dire :

(Vf(x)=Vf(y),z—y) >0,Vo,y€D.

11



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

4- s V [ est strictement monotone sur D , c’est a dire :
(Vf(y) ~ Vf (2)5y —2) > 0,Va,y € D avec z .

Alors f est strictement convexe sur D.

- f est fortement convexe si seulement s’il existe o > 0, tel que :

f) = F(@) 2 (Vf @)y —a)+5 ly—al Vaye D

Si f € C*(D), alors :

f est une fonction convere sur D si et seulement si la matrice Hessienne est semi définie
positive, (c’est-a-dire que y*V>f (x)y > 0,Yx,y € D on encore toutes les valeurs propres de
V2f (x) sont positives).

De méme, si la matrice Hessienne est définie positive, (c’est a dire que Y2 f (x)y > 0,Vz,y €
D ety # 0 o encore toutes les valeurs propres de YV f (x) sont strictement positives), alors f

est une fonction strictement convexe sur D .

1.1.6 Fonction barriére

Définition 1.8 Une fonction barriére ® (x) pour le programme Py est une fonction non négative
et continue sur le domaine admissible qui tend vers linfini lorsque la contrainte d’inégalité g(x)

tend vers la frontiére a partir de lintérieur du domaine, c’est-a-dire
lim ® (x) = oo, quand g(x) — 0~ € Fr(K)

Les deux exemples classiques de fonctions barriéres sont définies pour tout x par

n

B (r) =~ 3 log g () et @ (r) = D]

= 9i(2)

12



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

Pour les contraintes g(z) < 0, on prend généralement

@ (@) =~ log (~g: (2)

Remarque 1.2 Dans la programmation mathématique, la fonction barriére classique la plus

utilisée est la fonction barriére logarithmique.

1.2 Programmation mathématiques (PM)

La programmation mathématique est plus particuliérement 1’optimisation vise a résoudre des
problémes ot ’'on cherche & déterminer parmi un grand nombre de solutions candidates celle qui
donne le meilleur rendement. Plus précisément, on cherche trouver un solution satisfaisant un en-

semble de contraintes qui minimise ou maximise une fonction donnée (I’objectif ou économique).

Définition 1.9 Un programme mathématique (PM) est un probléme d’optimisation de la forme

suivant :

min f (x)

S.C

(PM)S g (z) <0, i=1,..m
hj(z)=0, j=1,...,p

| T € D.

Ou l’ensemble :

D={xeR"/g(z) <0,i=1,..meth;(x)=0,j=1,..,p} est souvent appelé ensemble des
contraintes (ou des solutions admissible), dit aussi domaine de faisabilité. La fonction

f:R" — R est appelée fonction objectif ou économique.

Définition 1.10 (Solution réalisable) On appelle solution réalisable du probléme (PM), tout
point vérifiant les contraintes de ce probléme (PM) (appartenant & D ).

Définition 1.11 (Solution globale) Un point 2* € D qui minimise la fonction objectif sur D

13



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

dit solution optimale du probléme (PM) si et seulement si :

Ve € D,; f(z*) < f(x).

On note par argminf(x), l’ensemble des solutions optimales globales du probléme(PM).

Définition 1.12 (Solution locale) Un point 2* € D est une solution optimale locale de (PM)
si AV (voisinage) de x* tel que f(z*) < f(x) : pourVYax € V , et on note par locminf(x) l’ensemble

des solutions optimales locales de (PM).

Remarque 1.3 Le probléeme d’optimisation précédent consiste :

-Soit a chercher un point optimal (local, global).

-Soit, si un tel point n’existe pas on cherche une borne inférieure a la fonction.

-Soit, a établir que f est non borné inférieurement sur S, auquel cas on adopte la convention
inff(r)=—o0.

-Lorsque D est vide on pose par convention inf f(x) = +oo .

1.2.1 Classification et résolution d’un programme mathématique

La classification de (PM) et son traitement numérique sont établis partir des propriétés fon-
damentales des fonctions f, g;; h; savoir la convexité, la différentiabilité et la linéarité. parmi les
cas particuliers les plus étudiés on note :

- La programmation linéaire (f linéaire,g;; h; affines ).

- La programmation convexe (f, g; convexes , h; affines, D convexe).

- La programmation en nombres entiers (D est un ensemble discret, c’est a dire les variables

sont entiéres).

1.2.2 Existence et Unicité de solution

Théoréme 1.3 (Weierstrass) [2] Si D est compact (fermé et borné) non vide de R™ et si f

est continue sur D alors (PM) admet au moins une solution optimale globale z* € D.

14



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

Théoréme 1.4 [3/Si D est non vide et fermé non borné de R™ est si f est continue et coercive
sur D (c’est-a-dire im0 f(x) = +00) alors (PM) admet au moins une solution optimale

globale.

Théoréme 1.5 (d’existence) [//Si D est convexe non vide de R™, f est strictement conveze

sur D alors (PM) admet une solution optimale au plus.

1.2.3 Conditions d’optimalité

Dans tout ce qui suit, on suppose que la condition de qualification des contraintes est vérifiée.
Une qualification des contraintes est simplement une hypothése qui assure l'existence de ces

multiplicateurs en z pour que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (K.K.T') soit satisfaite.

Cas de contraintes d’égalité

On suppose il n’y a que des contraintes d’égalité :

F={xeR":hj(z)=0, VjeJ}

Théoréme 1.6 (Condition de Lagrange) Soit z* un minimum local du probléme

min f (x)

Alors il existe des réels \; tels que tels que
p
V() + > AVhy(a*) =0.
j=1

Condition de K.K.T (Cas de contraintes d'égalité et d'inégalite)

En optimisation non linéaire avec contraintes, les conditions nécessaires de Karush-Kuhn-

Tucker (conditions de K.K.T) sont les plus utilisées pour définir un minimum local.

15



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

Le théoréme suivant généralise les conditions de Lagrange (théoréme 28) au cas de contraintes

égalitaires et inégalitaires.

Théoréme 1.7 ( Conditions nécessaires du premier ordre ) Soit x* un point admissible
du probléme (PM). Supposons f, g et h différentiables en x* et les contraintes qualifiées au point
x*. Si x* est un point de minimum local de [ sur F. Alors il existe \* = ( 1 ...,)\;) € R?P et

W= (s, .., 1k) € R™ tels que :

( p m

VL (0% N 1) = V(%) + Y NVhy () + )i Vi (a7) =0
j=1 i=1

pi >0, Vie{l,..,m}

hj(z*)=0, j=1,..,p

gi (z*) <0, i€l,...m

wigi (%) =0 Vie{l,..,m}

ot ; et \; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange. Ces conditions sont aussi connues
sous le nom de conditions de Karush, Kuhn et Tucker (K.K.T). La condition u;g; (z*) = 0,
appelée condition de complémentarité. Nous dirons que la condition de complémentarité stricte
est satisfaite lorsque

p, >0& g (2%) =0, Vie{l,..m}

Nos conditions nécessaires (1.1) signifient que le gradient de la fonction objectif peut étre recons-

truit par une combinaison linéaire des gradients des contraintes actives, c’est-a-dire

V(@) = =AVh(z") — uVg (z7)

Remarque 1.4 - Si les contraintes ne sont pas qualifiées en x*, les conditions de K.K.T ne
s’appliquent pas.
- Si (PM) est conveze, les conditions de K.K.T' sont a la fois nécessaires et suffisantes pour

que x soit un minimum global

16



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

1.2.4 Dualité Lagrangienne

Les programmes fractionnaires convexes consistent en la maximisation d’un objectif rapport
d’une fonction convexe soumis & des contraintes convexes. Pour ces modéles objectif non linéaire
et non convexe, une nouvelle décomposition Lagrangienne basée sur une réécriture fractionnaire
des contraintes, est proposée. Elle combine la résolution d’un programme en variables 0 - 1 objectif
linéaire sous les contraintes initiales et celle d’'un programme fractionnaire sans contraintes.
Lorsque les contraintes sont linéaires, le résultat de dominance de la décomposition Lagrangienne
sur la relaxation Lagrangienne est prouvé.

On considére le probléeme primal suivant :

m = inf[f(z),z € 5]

Avec

S={reDCR":g;(z)<0,i=1,...,p,hj(z)=0,j=1,...,m}.

Le Lagrangien associé ce probléme est la fonction L : R™ xRP x R™ —— R, définie

par :

L(X, A p) = F(z) + Z&-gi (z) + Zujhj ()

On pose :

flx) sigi(z) <0ethi(z)=0
afx) = sup[L(z, A\, 1) : A > 0] =

i +o00  Sinon.
Et on prend
o= ;glf)oz(m) = 1{Elf[f(x) cx e S):

Le probléme dual associé au probléme primal est :

17



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

£ =sup in

up nfL(z, A, g

on a l'inégalité de dualité :

1.2.5 Qualification des contraintes

La condition de qualification est satisfaite en tout z* € F' dans les cas suivants :
>> Les contraintes sont affines ( F est un polyédre convexe).

> Les gradients des contraintes saturées en x* sont libres .

> F' est convexe et int(F') # & (condition de Slater).

On dit que le point z* est régulier si les contraintes sont qualifiées en x*.

Remarque 1.5 La résolution compléte de (PM) est traitée dans l'ordre des points suivants :
o L’existence (et éventuellement l'unicité) d’une solution optimale .
e Caractérisation de la solution .

e FElaboration d’algorithmes pour calculer numériqguement cette solution.

1.2.6 Quelques programmes mathématiques

Rappelons qu’'un programme mathématique est un probléme d’optimisation sous contraintes.
Il existe plusieurs types de programme mathématique, parmi les cas les plus étudiés on trouve :
Programme linéaire

Un probléme de programmation linéaire est un probleme de programmation mathématique
convexe dans lequel la fonction objectif et les contraintes sont linéaires. Les spécialistes du do-

maine, le considérent comme étant la technique la plus utilisée dans la recherche opérationnelle.

Définition 1.13 Un programme linéaire (PL) est un systéme d’équations ou d’inéquations appe-

lées "contraintes” qui sont linéaires et a partir de ses contraintes on doit optimiser une fonction

18



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

également linéaire appelée "objectif” (économique) sous la forme

(PL) s’écrit aussi sous la forme matricielle

opt (c'x)
(PL)q Az (<,=,2)b

x> 0.

Ou (PL) est considéré comme primal. Tels que :

opt = max ou min, clx = >

j=1 Cj%j,C € R™ est le vecteur cotit, b € R™ est le second membre,

a;; €ER,Vi=1,...m,Vj=1,...,n est la matrice des contraintes.

Exemple 1.1

max (5z; + 10z7)
1+ 22 < 100
(PL) 1 2 S

T, + x9 > 200

21,72 > 0.

Programme quadratique

La programmation quadratique est connue par ses applications multiples dans plusieurs do-
maines. Sans perte de généralité, on peut présenter un programme quadratique sous la forme

suivante

min 2'Qx + 'z
(PQ)S Az =b

x>0,

ou Q € R™" est une matrice symétrique d’ordre n,c € R",b € R™ et A € R™*" de plein

19



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

rang(rg(A) = m < n).
Autrement dit, un programme quadratique est un programme mathématique ou sa fonction

objectif est quadratique et ses contraintes sont linéaires.

Remarque 1.6 > L’ensemble des contraintes S de (PQ) est un polyédre convexe et fermé, la
fonction objectif est infiniment différentiable.

> (PQ) est convexe si et seulement si f est convexe auquel cas la matrice Q) est semi définie

positive.
Exemple 1.2
.
max (5z1 + 1022 + 127 + dzy20 + 23)
T, + x5 = 100
(PQ)
3r1 + x9 = 200
| T, 72 2 0.
o1
1 2
A= et Q =
31 2 1

Programme non linéaire

La programmation non linéaire est la recherche de I'optimum d’une fonction non linéaire sur
un sous ensemble convexe ou non d’un espace donné. Le probléme non linéaire s’écrit sous la

forme

max f (x)
i (T SO,izl,...,n
(PNI) gi ()
hj(x)=0,7=1,..m
r e R".
\

Donc, un programme mathématique est dit non linéaire si f est non linéaire et S est un
domaine convexe ou non convexe. Ainsi la programmation non linéaire se présente comme étant
une généralisation de la

programmation quadratique et de la programmation linéaire.
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Programme semi-définie

La programmation semi-définie (SDP) est une généralisation de la programmation,linéaire
(P) ; ot les vecteurs sont remplacés par des matrices et 'orthant positif R’} par le conne convexe
s

Le probléme primal de la programmation semi-définie sous forme standard, s’écrit comme

suit

min (C, X)

r e St

C et Aj,i=1,...,n sont des matrices, (C,X) =tr (CTX) =>"_, C;;X;; et b€ R”

Exemple 1.3
min (C, X)
(SDP)§ (A;, X) =bs,i=1,..,4
re S
Ot
0410 0 -1 0 100
¢ =300 A=[-35 0 0], 42=]000
000 0 0 0 000
1
00 1 000
0
As = [0 0 0], A2=]0 0 1| etb=
0
100 010
0

Remarque 1.7 Si X est une matrice diagonale, le probléme (SDP) se réduit a un probléme de

programmation linéaire.

1l existe d’autres modéles de programmation mathématique tel que : Les programmes convezes
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ot f et g; sont convexes et les hj sont affines, Les programmes en nombres entiers ot l’ensemble

des vartables est un ensemble discret, c’est-a-dire les variables a valeurs entiéres.

1.3 Programmation linéaire

1.3.1 Formes usuelles d’un programme linéaire

Les programmes linéaires (PL) se présentent sous trois formes différentes sont :

Forme standard

Un programme linéaire (PL) est sous forme standard si toutes les contraintes sont des égalités,

c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme

opt (c'x)
(PL)S Az =0b

x> 0.

Forme canonique

Un programme linéaire (PL) est sous forme canonique si toutes les contraintes sont des

inégalités, c’est-a-dire qu’il s’écrit sous la forme

opt (c'z)
(PL)y Az (< ou >)b

x> 0.

Forme mixte

On dit que le probléme de programmation linéaire (PL) est sous forme mixte, s’il n’écrit pas

ni sous forme canonique, ni sous forme standard.

22
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Remarque 1.8 On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme standard
en introduisant des variables supplémentaires positives appelées "variables d’écarts” ou "variables

artificielles”.

Exemple 1.4

min b5z, — 39
T — Ty > 2
(PL){ 2z 432, <4
—x1 + 629 = 10

[ T1,72 2 0.

En introduisant les variables d’écarts x5 > 0,14 > 0 dans la premiére et la deuxiéme contrainte,

le probléme précédent s’écrit sous forme standard comme suit

(
min d5r; — 3xy + 0x3 + 0x4

$1—$2—$3:2
(PL) 2I1+3$2+$4:4
—J]1+6$2:10

T1,T2,T3, T4 Z 0.

1.3.2 Dualité en programmation linéaire

La notion de dualité est un concept fondamental en programmation linéaire qui conduit a
un résultat de grande portée théorique et pratique (le théoréme de dualité faible et le théoréme
de dualité forte). Ainsi, étant donné un probléme de programmation linéaire (PL) appelé primal
est noté (P), on peut toujours lui associer un autre probléme appelé dual (noté (D)). Soit le

probléme primal

min (ch)
(P)S Az =0b

x>0,ceR"

ou A e R™" beR™.
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Son dual s’écrit sous la forme :

max (by)
(D) ATy <,

y € R™.
Exemple 1.5 Soit le programme primal sous forme standard

(
min (SIZ’l — xg)

l‘l—ZL’Q:O
T1+x2+x3=1

T1,T2,T3 2 0

Son dual est

max 1,
1ty <1
—th+y2 <1
Y2 <0

1.3.3 Relation primal-dual pour la programmation linéaire

Le tableau suivant résume les correspondances entre primal et dual et permet d’écrire direc-

tement le dual d’'un programme linéaire quelconque

Primal min max dual
> b >0
Contraintes | < b, <0 Variables
= b libre
>0 2> ¢
Variables <0 < ¢; | Contraintes
libre =g

o Le nombre de variables duales est égal au nombre de contraintes primales, de méme
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o le nombre de contraintes duales est égal au nombre de variables primales.
o Le dual du probléme dual (D) est le probléme primal (P).
o On peut transformer un probléme de maximisation & un probléme de minimisation,

il suffit d’écrire max(f) = — min(—f) ( respectivement min(f) = — max(—f)).

Remarque 1.9 Dans notre étude, on s’intéresse & la résolution des probléemes de programma-
tion linéaire. La résolution compléte de (PL) traite dans [’ordre les points suivants :

> L’existence (et éventuellement l'unicité) d’une solution optimale.

> La caractérisation de la solution (il s’agit des conditions d’optimalité).

> L’élaboration d’algorithmes pour calculer cette solution.
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Résolution d’un programme linéaire

(PL)

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution des problémes de programmation linéaire sous

forme standard de type

min ¢’z

(P)y Az =b
z > 0.
Ou A est une matrice de R™*™, b € R™et ¢ € R".

Bien évidement, n’importe quel (PL) se raméne facilement a cette forme.

Le dual de (P); noté (D) est donné par

max b’y
(D) ATy+s=c
s >0,y e R™.

Posons une fois pour toutes les hypothéses suivantes
(Hy) : Sine est non vide,
(Hs) :T}p est non vide,

(Hj3) : A est de plein rang (rg(A) = m < n),
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ou

Smt:{:ceRﬁzAx:b,x>O},

Tine = {(y,s) € R™ x R} :ATy+5:c}_
Ces hypothese sont nécessaires pour 1'existence des solutions réalisables.

Proposition 2.1 Un programme linéaire réalisable et borné (objectif borné) posséde au moins

une solution optimale, situé sur la frontiére du domaine réalisable.

2.1 Reésultats fondamentaux

Théoréme 2.1 (dualité faible) [5/ Si z et y sont des solutions réalisables des problémes (P)
et (D) respectivement, alors

e > bTy.

Preuve Soient x et y sont des solutions réalisables, alors
c> ATy = o> (ATy)T:B =yl Ax =yTb = (bTy)T =bTy.
Il vient de montrer que cT'x > bTy ; donc minc’z > max b’y.

Théoréme 2.2 (dualité forte) [5] Six* et y* sont des solutions réalisables des problémes (P)

*

et (D) respectivement telles que b'y* = cT'z*, alors x*et y* sont des solutions optimales de (P)
et (D) respectivement.
Preuve On veut démontrer que x* et y* sont des solutions optimales des problémes (P) et

(D) respectivement, c’est-a-dire, on démontre que
e =minc’z et bly* = by

Il vient de montrer que cT'x > bTy ; donc minc’x > max by, en particulier
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Chapitre 2 : Résolution d’un programme linéaire (PL)

bly* = cle* > minelz > maxbly > bTy* = cla*

T

et comme bTy* = c'x* alors

e >mincles > Tx*
et

bTy* < max by > by

D’ou le résultat m

Théoréme 2.3 (Théoréme de dualité) - Sil’un des problémes(P) et (D) admet une solution
optimale ni, il en est de méme pour l'autre et leur valeurs optimales correspondantes sont égales.

- St l'un des problémes a une valeur optimale non borné, 'autre n’a pas de solution optimale

Théoréme 2.4 (Théoréme des écarts complémentaire) Soient x ety deux solutions réali-
sables de (P) et (D) respectivement, posons s = ¢ — ATy vecteur des variables d’écarts associé a

y alors x et s sont optimales si et seulement si x;5; = 0,Vi=1,....n

2.2 Meéthodes de résolution d’un programme de (PL)

On dispose de deux types de méthodes de résolution d’un programme linéaire, méthode
simpliciale & complexité exponentielle et méthodes de points intérieurs qui s’averent actuellement
e caces pour les problémes de grandes tailles a cause de leur complexité polynomiale.

Les différents types de méthodes de point intérieurs sont présentés dans la littérature en trois
classes principales

- Les méthode affines

- Les méthodes projectives.

- Les méthodes de trajectoire centrale (TC).

Principe des méthodes (TC)
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L’idée générale de ces méthodes consiste a suivre un chemin particulier (chemin des centres)
constitué d’une suite de points intérieurs en prenant comme direction de déplacement celle de
Newton et un pas de déplacement convenable choisi d’une facon & maintenir la stricte faisabilité
des nouveaux itérés.

On distingue trois variantes des méthodes de (TC) a s’avoir

- méthode primale.

- méthode duale.

- méthode primale-duale.

2.2.1 Meéthode (TC) primale

Reprenons le programme linéaire standard (P)

min ¢’z —
(P) Ar =b
x>0
La plus part des méthodes nouvelles de points intérieurs peuvent étre vues comme des va-
riantes des méthodes barriéres logarithmique de Frisch (1955). En effet, au probléme (P) on

associe le probléme non linéaire suivant :

minc’z — p > " Inz; = f, (x)
(P u) Az =10
x> 0.
L’objectif f, de (P,) est appelé fonction barriére logarithmique et ;1 > 0 désigne le parameétre
barriére.
La résolution de (F,) est équivalente a celle de (P) au sens que si z7, est une solution optimale
de(P,), alors z* = limz* (1) (quand ¢ — 0) est une solution optimale de (P) :

11 suffit donc de résoudre (P,)

Proposition 2.2 Sous l’hypothése (Hy) , on a Pour tout p > 0, l’ensemble des solutions opti-

males de (P) est non vide et borné
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Preuve Les contraintes de (P,) sont linéaires et l'objectif f,est une fonction strictement
conveze puisque f" (r) = uX~2 est définie positive donc, si la solution existe elle est unique,
globale et complétement caractérisée par les conditions de K KT, i.e.,x optimale si et seulement
st dJy € R™ tel que )

c—pXlte— ATy =0

Az =b (2.1)

x > 0.

\

Le saut de dualité est définie par
e —bTy=px" X e =np

d’ot si ju tend vers zéro, c'w et bTy convergent vers la méme valeur optimale. Par conséquent

x ety sont des solutions optimales de (P) et (D) respectivement m

Description technique

Conformément au principe des méthodes (TC) réalisables, le systéme non linéaire (2.1) sera
résolu par la méthode de Newton, ceci peut étre justifié par les résultats magnifiques obtenus
éventuellement en théorie et par les subtilités numériques offertes par cette méthode. Ainsi, on
se limite & chercher des solutions approximatives suivant la trajectoire centrale en formant une

e\ .k
. d/ . k __ (:I: ) s 2
suite décroissante n = Convergeant Vers Zero.

n

Plus précisément, il s’agit de résoudre le systéemeF'(z,y) = 0 tel que :

c—pXte— ATy
Ax —b

Fz,y) =

Dou zy =z + alz,y,. =y + aly avec a > 0 est le pas de déplacement introduit de fagon

a maintenir x; > 0 et Aw = (Az, Ay) est solution du systéme non linéaire

DF (z,y) Aw = —F (z,y) (2.2)

avec DF (x,y) est la matrice jacobienne de F' au point (z,y) donnée par
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uX—2 —AT
F(z,y) =
A 0
D’aprés (2.2) on obtient le systéme
uX—2 —AT Az —(c—pX"te— ATy)
A 0 Ay 0

On change p (,u =ou,0<0o< 1) et on réitére jusqu’a 'optimalité.

L’algorithme correspondant a cette version peut étre écrit comme suit

Algorithme 1 (Algorithme de la méthode (TC) primale)

Dans cette partie,on présente I'algorithme proto type de la méthode de (TC) primale.
Début algorithme

— Trouver X° € S, ° € R™, u® > 0,k = 0.

— Tant que le test d’optimalité n’est pas satisfait (cTa: —bly > e) faire
1. Résoudre le systéme linéaire suivant

Lk (Xk)_2 AT Ak _ (C " (Xk)*l o — ATyk>
A 0 AyF 0

2. Trouver 0 < o < 1/aF! = 2F + aAzk > 0
3. yF =gk + Ayt >0

4, M =op* 0<o <1

5. k=k+1

Fin tant que

Fin Algorithme

2.2.2 Méthode (TC) duale

Considérons le programme linéaire standard (D)
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max bly
(D)y ATy+s=c

s >0,

1. auquel, on associe le probléme barriére suivant

max by —pd i Ins;
(D) ATy+s=c

s> 0.

Ou A est une matrice de R™*™, b € R™et ¢ € R".

Proposition 2.3 Sous l'hypothése (Hy) on a pour tout p > 0 le probléme (D,) admet une
solution optimale si est seulement si l’ensemble des solutions optimales de (D) est non vide et

borné

Description technique
En appliquant les mémes techniques utilisées dans la version primale, on obtient le systéme

non linéaire suivant

p
Aly+s5s—c=0

Ar—b=0 93
puste —x =0 23)

\ s>0,z>0

On le résout par la méthode de Newton a partir d'un point z € R’} | et (y,8) € Tint

le nouvel itéré est donné par

Ty =+ alr,y. =y+aly, s, =s+als

ou a > 0 est le pas de déplacement introduit de facon a maintenir la stricte positivité de

ry et sy (le,xry =x+alz >0, et s =s+ als > 0)
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Algorithme 2 (Algorithme de la méthode (TC) duale)
L’algorithmique prototype de cette version s’écrit comme suit
— Choisir 2° € R, f15 > 0,trouver (y°, s°) € Ty

— Tant que le test d’optimalité n’est pas satisfait faire

1. Résoudre le systéme linéaire suivant

A 0 0 Nt —Axk +b
0 AT I AyF = 0
I 0 M(gk)*2 Ash _#(Sk)*le_‘_xk

2. Trouver 0 < o < 1/2F™ = 2F + aAz* > 0 et Trouver s"™! = s* + a/As® > 0
3. ghtl = gk gkt — gk Rl gk o A gk

4,y =pF ropk 0<o <1

5. k=k+1

Fin tant que

Fin Algorithme

2.2.3 Meéthode (TC) primale-duale

Les méthodes de trajectoire centrale primale-duale ont été introduites au début des années
90. Elles ont attiré une grande intention de la plus part des chercheurs dans le monde entier
et elles montrent en général un excellent comportement pratique et théorique (une complexité
polynomiale et une convergence super linéaire).

Description technique

Les méthodes (TC) primales-duales sont basées sur la résolution du systéme non linéaire

suivant
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ATy+s—c=0
Ar—b=0
XSe—pue=0

(2.4)

K5>0,:B>O,

qui peut étre obtenu en combinant le systéme non linéaire primal (2.1) et le systéme non
linéaire dual (2.3) le systéme admet une solution unique si et seulement si les hypothéses (H;)
et (Hy) sont vérifées simultanément.

Visiblement, le systéme (2.4) est plus convenable au traitement numérique que les systémes
(2.1) et (2.3) (il est moins non linéaire). Donc la version primale-duale est plus intéressante que
les deux autres versions précédentes pour les raisons suivantes

— Les résultats théorique sont plus consistants

— Les algorithmes sont plus performants en pratique.

Maintenant, on va résoudre le systéme (2.4) par la méthode de Newton, c’est-a-dire pour

chaque i > 0 on résout le systeme linéaire suivant

DF (z,y,s) Aw = —F (z,y, s)

ou

ATy +s—c
F(z,y,s) = Az —b =op(0<o<1)
XS—/;e

DF (x,y,s) désigne la matrice jacobienne de F' au point (x,y,s) et Aw = (Az, Ay, As)
désigne la direction de Newton Par des simples calculs, on arrive a résoudre le systéme linéaire

suivant

SAx+XAs:XS—,LLe
Alx =0
AT Ay + As =0,
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dont sa solution est

Dw= [$71—STIXAT (ASTIXAT) ASY] (Xs — pee)
Ay= — [(AS*IXAT)*1 AS*] (Xs . ge)
Ns = —ATAy.

Le nouvel itéré s’écrit sous la forme

($+7y+73+) = (:E,y,s) +a (Axa Aya AS)

on réitére jusqu’a I'obtention d’une valeur p suffisamment proche de zéro.
Procédure de positivité

On sait que le nouvel itéré doit étre positif, i.e.,

Ty =2+ alzr >0 (2.5)
sy =s+als>0 (2.6)
de (2.5), on a
alr > —zx.
Ce qui est équivalent &
Yy min((z,;)i), si Iy #0)
=ay =
+o00, sily =10

tel que

In={i;Ax; <0,i=1,...,n}

De méme pour (2.6), on a
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al\s > —s

Ce qui est équivalent a

tel que

I = {Z, As; < 0,i=1, ,Tl}

Alors, il suffit de prendre le pas de déplacement suivant

a=pmin (o, a2),0<p<1
Pour mesurer la qualité d’une solution trouvée, on introduit un facteur dit de "centralité"
défini par le scalaire
| XSe — pell.
A ce propos, un point est dit voisin de la trajectoire centrale, s’il appartient a I’ensemble
suivant
~;E.C'ent (0) = {(maya S) € Sint X Enta ||XS€ - Me” S o, > 0} .

Hypothéses : Soient § et o deux constantes telles que

1
O§a<§et0<5<\/ﬁ (2.7)

Ces hypothéses permettent en particulier, de maintenir x > 0 et s > 0 au cours des itérés
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tout en gardant la solution trouvée toujours voisine de la trajectoire.

Algorithme 3 (Algorithme de la méthode (TC) primale-duale)

Dans cette partie, on présente 'algorithme de la méthode (TC) primale-duale, puis on donne
quelques résultats qui servent pour I’étude de la convergence et la complexité arithmitique pour
cette version.

Début d’algorithme

Données soient € > 0 un parameétre de précision, o et § deux constantes satisfaisant (2.7)

et (2.8)

T
Initialisation (z°,1°,s°%) € S;,; (o) ot py = w (difficulté majeure), K = 0;

Tant que (x’“)Ts’g > ¢ faire

1. Prendre p;, = 1, (1 — \%)

2. calculer

(Aa = [(8%)7" = (8%) 7 xRAT (A (8%) 7 XRAT) ASTY (XESte — py e
Dy = — [(A ()7 x+a7) " 4 (sk)—l] (3X-S¥e — 1)

As = —AT N\y¥

\

3. Prendre a@ = pmin (a’f,alg) ,0<p<l1
4. Poser

et = gk 4 aF Ak

yet =yt Ayt

skt = sF 4 ok AgH

5. k=k+1

Fin de tant que
Fin d’algorithme.
Résultats de convergence

Théoréme (Théoréme de convergence)
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Résultats de convergence

Théoréme 2.5 (Théoréme de convergence) Soient o et § deux constantes vérifiant les condi-
CETS
tions (2.7) et (2.8), @ > 0 défini par i = p (1 - \%) ol j = % Supposons que (x,y,s) €

Feent (0) et soit wy = (v4,yy,S4) donnée par w, = w + aAw, alors nous avons :

i) HX+S+e—E+eH <on

i) g (w) =als, =npm.
Corollaire 2.1 La suite de point w* engendrée par algorithme satisfait :

i) ||XkSke — ukeH < oy
i) wreW, k=1,..n
i) g (wk) = (xk)Tsk =np, k=1,..n.

Oaﬂk:%(l_\%)-

Proposition 2.4 (Complezité arithmétique) Le nombre total d’itérations effectuées par l’algo-
rithme ne dépasse pas la valeur :
NZD

k= 5 In (ne_luo) .

Corollaire 2.2 Si le paramétre de pénalité initial pi, satisfait jp, = 2°) | alors lalgorithme

résout les problémes (P) et (D) dans O(\/nL) itérations et O(n>5L) opérations arithmétiques.

L est une constante liée a la taille du probléme (P) définie par

L = [(la plus grande valeur absolue du déterminant d’une sous matrice de A) + 1] +

[log (1 + max |cl\>} + [log (1 + max ]bl\ﬂ + [log (m + n)].

Il existe de nombreux types de méthodes de suivi de chemin : les méthodes dites & pas court,

les méthodes prédiction-correction (& pas alterné) et les méthodes a pas long,.
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2.3 Les fonctions noyaux et propriétés

Définition 2.1 On dit que ¢ : R, , — R, est une fonction noyau si ) est deux fois diférentiable
et vérifie les conditions suivantes

1.4 (1) =9’ (1) =0,

2. 9" (t) > 0,Vt >0,

3. lim () = lim v (t) = +o0.

t—s0t t—+o00
Les deux premiéres conditions désignent que v (t) est strictement convexe et admet une valeur

minimale, si t = 1. On définit ¢ (t) a partir de sa dérivée seconde comme suit :

¥ (t) = /t /y W (x) dudy.

De plus, la troisiéme condition indique la propriété de barriére pour la fonction ¥ ().

Lemme 2.1 Soit ¢ une fonction noyau alors :
Lty >y (t), V=1

2. Si(t1) =1 (t2), tel que t; < 1 <ty alors :

P'(t) < 0, ¢'(t2) >0
V(Bt) < Y(Bty), VB > 1.

Preuve 1.Soit la fonction h(t) = ¢’ (t) — 1 (t), pour ¢ > 1. On a :
h(1) = 0,
B'(t) = t"(t) > 0.

Donc on a bien que t'(t) > v (t), V t > 1.
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2. Supposons que ¥ (t1) = 1 (t2) avec t; < 1 < ty alors :

b (t2) > Y(ta),
et

(1) >4 () + (1= 1) ¢'(f),

donc

'Lp%tl) < 0, ¢,<t2) >0

D’autre part, on définit f (5) = ¢ (Bt1) — ¢ (Bts), pour > 1. On a :

f@)=o.
f(B) =ty (Bt1) — toy (Bta) .

Comme " (t) > 0, et Bt; < Bto, pour 3 > 1, donc :

' (Bty) <4’ (Bty), pour B > 1.

D’autre part,y)’ (B8tz) > 0, pour ¢, > 1, pour 3 > 1, donc :

f1(B) < (t1 — t2) W' (Btz) < 0, pour 3 > 1.

alors

f(B) =4 (Bt1) — v (Bt2) < 0.

Ce qui termine la preuve m

2.3.1 Qualification d’une fonction noyau

Dans cette partie, on présente les conditions de qualification d’une fonction noyau barriére
1 (t) et quelques propriétés concernant ces conditions. On commence par le lemme technique

suivant :

Lemme 2.2 [1/Soit ¢ (t) une fonction noyau barriére donnée. Si elle vérifie les deux propriétés
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suvantes :
(i) t" (t) =" () >0, t > 1,
(ii) »" (t) <0, t > 0.

Alors on a :

()P (BL) = Y ()" (Bt) > 0, t>1, B> L.

Preuve Supposons que vérifie (i) et (ii) du lemme. Soit ¢ > 1, on considére

FB)y =" ()0 (Bt) — o' () 9" (Bt), t> 1, B> 1.

derivons par rapport 5 on a

f1(8) =" (Bt) [t (t) — ' (t) — Bty () " (Bt)] > 0, V B > 1.

la derniére inégalité est satisfaite du fait que ¢" (8t) > 0, t¢" (t) — ¢’ (t) > 0, d’apres (i) et
=Bty ()" (Bt) > 0, car t > 1, ' (t) > 0 et " (Bt) < 0 d’apres (ii). Ce qui implique que
f(B) > 0, pour tout § > 1 : Ce qui termine la preuve. m

Commencons par une présentation de la définition d’une fonction noyau qualifiée.

Définition 2.2 Une fonction noyau f est dite qualifiée si f € C® et f wvérifie les propriétés

sutvantes

")+ () > 0, t<1, (2.10)
W)=y (t) > 0 t>1, (2.11)

() < 0, t>0, (2.12)

20" () = ()" () > 0 t <1, (2.13)
)P (Bt) - By )" (Bt) > 0, t>1, B>1 (2.14)

Remarque 2.1 D’aprés le Lemme 2.2, il est montré que (2.11) et (2.12) impliquent (2.14) Donec,

pour montrer la qualification de 1 (t), on vérifie seulement les conditions de (2.10) a (2.13).
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2.3.2 Propriétés et relation entre les conditions de qualification

Le lemme suivant montre que toute fonction noyau éligible v () est exponentielement convexe,

dont I'importance de ce lemme est justifié par la suite (voir [1], [11]).

Lemme 2.3 [11] Soit ¢ une fonction deuz fois différentiable, alors les propriétés suivantes sont

équivalentes

(a) 9 (\/htz) < w pour tous ty,ts > 0.

(b) la fonction ¢ définie par o (£) = 1(e*) est conveze.
(c) t"(t) +¢'(t) =0, £ >0

Preuve Signalons que la fonction ¢ est continue donc pour qu’elle soit convexe, il suffit

qu’elle soit mid-convexe. Montrons que (a) < (b)

iﬂ(\/ﬁ) < w<t1>;¢(t2)
&1 1
o o (458) s uveme < LELEED gy gy
— @(51)290(&2)7 VEL € ER, telque ty = €51, ty = €2

& est mid-convexe

Concernant 1’équivalence (b) < (c)

¢ convexe < " (&) = [ (eg)}” = [¢' (€°) 65], = [¢" (%) e* + e’ (e*)]
= [1/)” (65) e+ (eg)} e >0, V¢EeR

s )" (t)+ (1) >0, Vt >0, telque t = e

Lemme 2.4 Soit une fonction deux fois différentiable, alors les propriétés suivantes sont équi-
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valentes :

1) w( /E%;f%) < ¢(§1);"¢(52)’ 51’ 52 > 0.

2) la fonction ¢ définie par ¢(t) = ¢ (Vt) est conveze,t > 0.
3) 1" () —¢'(¢) 20, t>0.

Preuve Signalons que la fonction ¢ est continue donc pour qu’elle soit convexe, il suffit qu’elle
soit mid-convexe.

Montrons que 1) < 2)

o(y528) < vE@reE ¢ oy
b+t b+t Y (Vh) +¢ (Vi)
oty - o (yfigE) <2
¢ (t1) + & (t2)

= T V() € (R*)? telque t; = €2, t, = &3

& ¢ mid-convexe

Concernant 1’équivalence 2) < 3)

¢ convexe < ¢ (£) = [1/) <\/¥)]H = 42% (t" (t) =" (t)) >0, t >0

Ce qui termine la preuve. m

2.3.3 Une borne supérieure de V (v) aprés chaque itération externe

Notons qu’au début de chaque itération externe du I’ Algorithme (3), juste avant la mise & jour
du parametre p avec le facteur (1 —6), on a ¥ (v) < 7. Apres la réduction de p en le multipliant
par le facteur (1 —6) : p, = (1 —0) p, avec 0 < 0 < 1, le vecteur v est mis & jour par la relation

suivante : vy = \/JTH)' Ceci conduit en général a une augmentation de la valeur de ¥ (v) dans les

itérations externes, puis, au cours des itérations internes ¥ (v) diminue jusqu’a ce qu’elle atteint
la premiére valeur inférieure ou égale & 7. Au cours de ’algorithme, les plus grandes valeurs de

U (v) se produisent juste aprés les mises a jours de p.
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Pour cela, nous avons besoin d’une bonne estimation de la borne supérieure de V¥ (v). En

(1-0)
Il sera clair que certaines fonctions inverses liées a la fonction noyau et sa premiére dérivée

d’autre terme, on trouve une borne supérieure de ¥ ( o ) en fonction de ¥ (v).

jouent un role important pour analyser 1I’Algorithme 3. On introduit ces fonctions inverses ici.
On note par

0: [0, 400 — [1,4+00[, et p: [0,+00] — 0, 1]

les fonctions inverses de ¢ pour t > 1 et —%@D’. pour t € ]0,1], respectivement. Ceci equivalent a

s = YP(t)et=o(s), pourt > 1
V(t)

s = —T(:)t:p(s), pour t > 1

Supposons dans toute la suite que est une fonction noyau qualifiée. On a le théoréme suivant qui

est représenté en [7] et dont la démonstration dépend de la condition (2.14).

Théoréme 2.6 Pour tout vecteur positif v et tout 5 > 1, on a :

ooy (50 (12)).

La démonstration du théoréme énoncé a la page 13 ref [1]. En conséquence du Théoréme

50, onasi ¥(v) <Tetf= \/11?9 alors, apres la mise a jourde u, ¥ (v) est égale a W (\/1”_79>

qui est bornée supérieurement par ny (ﬁg (M» . Comme p est croissante, alors ¥ (v) < 7 &

(M) <0(3).
1

Et donc pour tout vecteur positif v, si ¥ (v) < 7 et A > 1, alors :

Uy < L(n,0,7) =ny <\§%> ,

ou ¥, désigne la valeur de W (v) aprés la mise a jour de p.
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2.3.4 Analyse de la décroissance de la fonction barriére de proximité

v

Dans cette sous-section, on va calculer le pas de déplacement o qui conserve la stricte faisabi-
lité de nouveau itéré et réduire la valeur de proximité durant les itérations internes et on donne
les résultats de complexité de 1’algorithme.

Pour u fixé, si on prend « le pas de déplacement, alors le nouveau itéré est donné par :

T, =x+alr, yT =y+aly, sT=s+als.

Maintenant, nous introduisons le vecteur réduit v et les directions de recherche réduite d, et d;

A A
v= 2 dy = 2 g, = (2.15)
i x s
Alors,on peut écrire

Ax d, T
x+=x(e+a—) :x<e+a—> = — (v+ad,)

comme suit :

Zz (% (%

et
$+=8<6+%A5> :s<e+%d8> zg(v+ads)

Donc pour p fixé, on a :

Uy = % - \/(U + ad,) (v + ad,), (2.16)

Pour tout a > 0, on considére la fonction suivante :

f(a) =V (vy) — ¥ (v), pour tout o > 0. (2.17)

Alors f («) est la différence de la proximité entre le nouvel itéré et ’ancien itéré, pour p fixé.
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En utilisant le Lemme 2.5 on obtient :

U(vy) = W (\/(v + ad,) (v + ozds)>

1
< 3 U (v+ ad,) + ¥ (v + ad)]
Et par conséquant f () < fi («), ou

fila) =¥ (v+ad,) + ¥ (v+ady)] — ¥ (v), (2.18)

1
2

avec

f(0) = f1(0) =0

Maintenant, pour estimer la décroissance de la fonction de proximité durant un pas, on utilise

les deux dérivées successive de f; () par rapport & a on obtient

n

Fi(0) =5 o (wi-+ alda)) (], + o o+ a[d]) 4]
et .
(@) = 53 [0 ) [+ ) 4] (219)

‘ieme

ot les [d,]; et [d,], désigne respectivement.la " composante de des vecteurs d, et d;

D’apres la définition de 4, et puisque d, + d; = —VW (v), on trouve :
/ o 1 T . 1 T . 2
f1(0) = §V\If (v)" (dz +ds) = —§V\If (v)" VU (v) = =2(6 (v)) (2.20)

d’ou f} () > 0 si d, ou ds # 0, alors dans ce cas f; est strictement convexe.
Nous définissons également la mesure de proximité, basée sur la norme, d(v) : R}, —

R, ,comme suit :

5(0) = 8(asyis) = 3 e+ du]| = 5 9% (0)] (221)
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Le lemme suivant présente une borne supérieure de f; («) pour LP

Lemme 2.5 [1] Soit fi () défini dans (2.18) et & défini dans (2.21), alors on a :
7 (@) < 26°)" (Vmin — 206) (2.22)
Avec Vi désigne le minimum de Uensemble : {v; € Ry, 1 <i<n}.
Lemme 2.6 Si le pas de déplacement o satisfait
=" (Umin — 208) + ¢ (Vmin) < 20. (2.23)

Alors

Preuve En utilisant (2.20) et (2.21) nous écrivons :

fl@) = £1(0)+ / £(<) de
0
< —2(52+252/ V" (Umin — 260) ds
0

= —20% — 5/ " (Vmin — 266) d (Vmnin — 269)
0

= =207 = 5[ (Vmin — 208) — " (Vrnin)]

= —26°+26° =0,

car on a :

) (Vmin — 200) + 0 (Vi) < 26, (2.24)

alors, fi (o) <0. D’ou le résultat. m
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Lemme 2.7 L’estimation de la plus grande valeur de o vérifiant (2.23), est donnée par :

1

@ =55 1p(0) = p(20)] (2.25)

Preuve Nous voulons déterminer la plus grande valeur de « vérifiant (2.23). On fixe §, Uiy
et . |

Comme 1" est strictement décroissante alors
—” (Vmin — 200) + ”tb" (Umin) < 0.

Donc la valeur maximale pour l’expression a gauche dans (2.23) par rapport a vy, est atteinte
sl Umin atteint sa valeur minimale, et d’autre part la dérivée de I'expression a gauche dans (2.23)
par rapport a a est

260" (Vmin — 2a:8) > 0.

Donc la valeur maximale pour I'expression a gauche dans (2.23) par rapport a « est atteinte pour
la plus grande valeur de a.

Pour vy, € 10, 1] alors
1 1, 1,
6(v) = IV¥ ()] = 5 [¢" (vmin)| = —5¢" (vmin) ,

2 2 2

comme p est strictement décroissante alors p (§) < vpyin. Nous prenons
VUmin = p (9) . (2.26)
Donc 9’ (vmin) = —26 , en le remplagant dans expression a gauche dans (2.23), on obtient
— )" (Vpin — 2008) < 40,

nous prenons

—%1// (Umin — 2000) = 24,
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donc

Umin — 200 = p (20).

D’apres (2.25) et (2.26), on a :

Umin = p(0).
200 = Umin — p(20),

donc

Ce qui termine la preuve

Lemme 2.8 Soient p et & définis dans le lemme 2.7. Alors on a

1
& > "
— " (p(20))
Par la suite, on note par :
. 1
a=—7
¥ (p(20))
Preuve Par la définition de p on a
—1' (p(9)) =20

on dérive par rapport & 4, on trouve

alors

(2.27)

(2.28)
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et comme la fonction définie par 9" (p(s)) est croissante, donc

s
1

2—5 P

26
1 7 d
S
B 55/ o (s))
2

"(s)ds

)

(=2}

d’ou

ce qui donne

Ce qui termine la preuve m

Le lemme suivant montre que la proximité ¥ est décroissante. Pour plus de détails voir [12]

Lemme 2.9 [12] On suppose que h (t) est une fonction convexe et deux fois diffiérentiable, telle
que :

h(0) =0, B (0) <0,

et h atteint son minimum global a t* > 0; et h" est croissante pour tout t € [0, t*], alors pour

toutt € [0, t*], on a :
th' (0)

h(t) < 5

Preuve On suppose que h” est croissante pour tout ¢ € [0, t*], Posons v = I/, alors v’ est

croissante, c’est a dire

[V (t2) =" ()] [ta — ta] > 0, Vi1, tp € [0,17]
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L’opérateur 7' est donc monotone. Se rappeler que la condition
(Vf(z2) =V f(21), 22 —21) 20

est une condiion nécessaire et suffisante de convexité de la fonction f. m
Donc v = k' est une fonction convexe. La sécante passant par les points (0, 2’ (0)) et (t*, h'(t*))
est au dessus de la courbe (¢, h/(t)) pour tout ¢ € [0, t*]. L’équation de la sécante passant par les

deux points est
R (t*) — h'(0
sec(t) = h'(0) + t%.

Se rappeler que A/(t*) = 0. On a donc
t
h'(t) < sec(t) = (1 — t_*> n'(0), Vt € [0,t"].

Alors

t

/h’(C)dC§ /Ot <1— g) K (0)d¢, vt € [0,t],

0

o) - hio) < T30+ T (1 D) vee o

donc

Se rappeler que i (0) = 0. On a donc

mo—“gmf;mgn(y—g)waWJW

Comme A/(0) < 0, alors

wyi%QgQWGmﬂ

Ce qui termine la preuve
Et par conséquent, on a le lemme suivant qui présente une borne supérieure pour la valeur
de décroissance de la proximité & une itération interne.

Noter aussi que toute borne supérieure pour f; () et aussi est une borne supérieure pour

f(e)
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Lemme 2.10 57 le pas de déplacement o vérifie « < &, alors :
f(a) < —ad”.
Preuve Soit h une fonction définie par
2 ! 1 1
h(a) = —2a6" + ady)’ (Umin) — §¢ (Vmin) + 51& (Umin — 2000) ,
alors

h0) = f1(0) =0, h'(0) = f1(0) = —26°,
' () = 262" (Ui — 200)

d’aprés le lemme 2.5 on a

() <h" (), (2.29)

et par conséquent on obtient

1(@) <h'(a) et fi(a) <h(a),

doncsia < @on a

«

W(a) = H(0)+ / W (€) de

0
a

Y / 252" (v — 266) d
0
= —20°+ 0 (=1 (Umin — 200) + ' (min)) < —2§° + 26 = 0,

avec h” est croissante, donc d’apreés le lemme 2.9 on a

fla) < fila) <h(a) <o
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Ce qui termine la preuve. m

En combinant les résultats des lemmes 2.8 et 2.10 on obtient

v
(0 26))

avec & étant la taille de pas par défaut, comme déja indiqué en (2.28). Et on utilise & comme

fla) < - (2.30)

taille de pas par défaut.

Corollaire 2.3 Le membre droit de l'expression (2.30) est strictement décroissante par rapport

ao :

2.3.5 Borne d’itérations et analyse de la complexité

On doit compter le nombre d’itérations internes nécessaire pour revenir & la situation ot
U (v) < 7. On note que ¥, désigne la valeur de ¥ (v) aprés la mise a jour de u, les valeurs
suivantes dans la méme itération externe sont notées par ¥,, k = 1,2,..., K, avec K désigne le
nombre total d’itérations internes produites durant une itération externe.

Nous avons besoin des lemmes ci-dessous, utilisés par J.Peng et al.[8], pour faciliter au lecteur

la compréhension des propos établis le long des différentes preuves.

Lemme 2.11 [11] Si a € [0,1] alors
(1+t)* <14 at, Vt>—1.
Preuve On définit la fonction
f)=1+t)*—at—1, pourt > —1
Alors

f't) = al+H)*" —a.
) = ala—1)( 4072

f// (t) < 0’
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donc f est concave et f'(0) = 0, alors

C’est a-dire que

(1+t)*<at+1, Vt > -1
Ce qui termine la preuve. m

Lemme 2.12 [22] Soit ty, ti, ..., tx une suite des nombres positifs qui vérifie :
thor <tp— Pty k=01, K —1,

tels que >0 et 0 <y <1, alors :

#]
k= {ﬁv '

Preuve En utilisant le lemme 2.11, nous pouvons écrire m

B < (e—pB6) =61 (1-5t7)

< i (1=9Bt)) =1 =B,
donc t] <t} — ~vpk,, en remplagant k par K, on obtient t; — vSK > 0, alors

t’Y
K< |2,
= {76]

Ce qui termine la preuve.

Lemme 2.13 Soit K le nombre d’itérations internes, alors on a :
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Preuve La définition de K implique que ¥y 1 > 7 et ¥ < 7 et (d’apres la décroissance de

f(&) on obtient la valeur de v et /3 )
\Ijk—&-l < ‘;[Jk - B(q]k)li'y7 k= 07 17 7K - 17

En utilisant le Lemme 2.12 avec t;, = ¥}, on obtient :

()"

K< .
- By

Ce qui achéve la preuve. m

La détermination du nombre total d’itérations nécessaires pour trouver une solution optimale
primale-duale nécessite le calcul du nombre d’itérations externes.

Le lemme suivant présente le nombre d’itérations externes a partir duquel 1’Algorithme 3

converge

Théoréme 2.7 Soit k le nombre d’itérations externes nécessaires pour trouver une solution op-

timale primale-duale approchée a une précision ¢ > 0, alors on a :
1 n
k> —log — 2.31
> log - (2.31)

Preuve D’aprés 1’Algorithme (42), 'obtention d’une solution optimale primale-duale néces-
site que

nuk<5

Notons que & chaque itération externe k se réduit par un facteur de (1 — ) c’est a dire :

Si 0 le paramétre de la trajectoire centrale avec u° = 1 et p* = (1 — H)k 1%, on a :

(1—0)"1’n<e= (1-0)"<

)

S|o

En utilisant la fonction croissante log on obtient :

klog (1 —0) <loge — logn,
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puisque log (1 — 0) < —0 pour 0 < 0 < 1,

K > log (g)
2 o)

Ce qui termine la preuve. m

Le nombre total d’itérations nécessaires pour trouver une solution optimale primale duale
approchée avec des précisions € > 0 et 7 > 0 n’est autre que la multiplication de nombre
d’itérations externes par le nombre d’itérations internes. On obtient le nombre total d’itérations

produites par 1’Algorithme (3) qui est donnée par :

[gjf;]; log <§) (2.32)

Si on prend 7 = O (n) et § = O (1), dans (2.32), on trouve le nombre d’itérations pour IPM s
a long-pas.

Par contre, si 7 = O (1), et § = © (\%) = ﬁ dans (2.32), on trouve le nombre d’itérations
pour I PM s a court-pas.
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Chapitre 3

Méthode de la trajectoire centrale basée

sur les fonctions noyaux pour (PL)

Dans ce chapitre, on va étudier la méthode de trajectoire centrale primale-duale basée sur
les fonctions noyaux. A cet effet, on a choisi la fonction noyau de B. Bounibane et EL. Djeffal
[15] pour trouver une nouvelle classe de directions dans le but d’obtenir un nouveau résultat de
complexité.

Nous considérons le probleme d’optimisation linéaire primal donné par :

min{ch:A:I:—l—b:O,mZO}, (P)

ou A € R™" rang (A) = m,b € R™et ¢,z € R"et son probléme dual associé :
max{bTy:ATy—i—s:c,yeRm,sGR”,SEO} (D)

En 1984, Karmarkar[6] a proposé une nouvelle méthode en temps polynomial pour résoudre
des programmes linéaires. Cette méthode, et ses variantes, développées par la suite, s’appellent
Méthodes de Points Intérieurs, notées IPMs. Les lecteurs peuvent se référer a des références de
base traitant le sujet, voir Y.Q.Bai et al. [7] , et J.Peng et al. [8], C.Roos et al . [9] Y.Ye [10]Sans
perte de généralité, nous supposons que (P) et (D) satisfont la Condition de Points Intérieurs,

notée IPC, i.e., il existe (2°,9°, s%) tel que
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A’ =b,2° > 0,ATy° + s = ¢, > 0

I est bien connu que la recherche de solutions optimales de (P) et (D) est équivalente a la

résolution du systéme suivant :

Ar=b,z >0
ATy +s5s=1¢,5>0 (3.1)
xs = 0.

Le systéme (3.1) est obtenu par le théoréme de la dualité forte appliqué aux problémes duaux
(P) et (D). L’idée principale d’IPMs est de remplacer la troisiéme équation du systéme (3.1), dite
condition de complémentarité, par ’équation paramétrée xs = pe , avec p > 0. Nous obtenons

le systeme suivant :

Ar=b,2 >0
Aly+s=1¢,5>0 (3.2)
s = pe.

Assez surprenant, si la condition IPC est satisfaite, alors il existe une solution (x () ,y (1) , s (1))
du dernier systeme, pour chaque p > 0, et cette solution est unique.

Nous appelons z () le p-centre de (P) et (y (1), s (u)) le p-centre de (D). L’ensemble de pu-
centres (avec p prenant plusieurs valeurs décroissantes des nombres réels positifs qui convergent
vers 0) forme un trajet, appelé la trajectoire centrale de (P) et (D).

L’importance de la trajectoire centrale pour I'optimisation linéaire a été reconnue par plu-
sieurs chercheurs, Si © — 0, la limite de la trajectoire centrale existe, et étant donné que les
points limites satisfont la condition de complémentarité, la limite donne des solutions optimales
de (P) et (D).

D’un point de vue théorique, on peut supposer que I'IPC est satisfaite. Pour simplifier les
contributions théoriques, et toujours sans perte de généralité, nous pouvons supposer que xry =
so = e Nous supposons que (z (@), y (1), s (1)) est connu pour certaines valeurs positives de i .

Par exemple, en raison de I’hypothése ci-dessus, nous pouvons supposer que pour p =
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1,z(1) = s(1) = e. Nous réduison p a g = (1 — 0)p pour un nombre 6§ fixé 6 €]0,1[, et on

résout le systéme de Newton suivant :

ANz =0,
ATAy+ Ns =0 (3.3)
sAx + xAs = pe — xs.

Le systeme (3.3) admet une solution unique désignée par (Ax, Ay, As). Cette solution est dite
la direction de Newton classique pour 'optimisation linéaire. Ensuite, p est & nouveau réduite
par le facteur (1 —#0), et nous appliquons de nouveau la méthode de Newton ciblant les nouveaux
p-centres, et ainsi de suite. Ce processus est répété jusqu’a ce que devient assez petit (obtention
de la condition nyu < € ), alors dans ce cas nous obtenons une e-solution des problémes (P) et

(D). Le nouvel itéré de la méthode de Newton avec un pas fixé est donné par :

ry =zr+alx,y, =y+aly, sy =s+als, ona e 0,1]. (3.4)

Maintenant, nous introduisons le vecteur réduit v et les directions de recherche réduite d, et

d, comme suit :

v= 2 4, =20 g, = (3.5)

Le systéme (3.3) peut étre réécrit comme suit :

ANz =0,
AT Ay + As =0 (3.6)
sAT +xAs=—pv(v—v1).

Qui est équivalent &

Ad, =0,
fiTAy +d,=0 (3.7)
dy +ds =v—v1,
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on A = I%AV’lX, V = diag (v), X = diag (x) noter que la partie droite de la troisiéme équa-

tion du systéme (3.7) n’est autre que 'opposé du gradient de la fonction barriére logarithmique

U, (v),i.e.,d, +ds = =V, (v), alors le systéme (3.7) peut étre réécrit comme suit :
Ad, =0,
ATAy +ds=0 (3.8)

d:p + dy - _VLIII (U) )

oit la fonction barriere ¥; (v) : R, — R est définie comme suit :

Wy (v) = Wi (a,9,5) = D e (v3) = ( M) (39)

avec

v —1

Y (Vi) = 12 — log (vy) (3.10)

Lemme 3.1 Si (d,, Ay, ds) est une solution du systéme (3.8) alors d, ds sont orthogonauz.

Car : .
dld, = —d” (ATAy) S (Adx) Ay =0

Nous utilisons ¥ (v) la fonction de proximité pour mesurer la distance entre I'itéré courant et
et la trajectoire centrale pour p > 0 donné. Nous définissons également la mesure de proximité,

basée sur la norme, § (v) : R?, — R, , comme suit :

§(0) = 6(2,9,9) = 5 e + ]| = 5 |V ()] (3.11)

Nous appelons ¥ (t) la fonction noyau de la fonction barriére logarithmique ¥ (v) . A noter
que la paire (x, s) coincide avec le p-centre (z (1), s (u)) si et seulement si v = e.

On peut facilement vérifier que la fonction noyau 1, (t) , définie par (3.10), est une fonction
strictement convexe, qui est définie pour chaque t € R, et qui admet un minimum pourt = 1,
dont la valeur de sa fonction est égale & 0. Il ressort clairement de la description précédente que

la proximité de (x,s) a (z (1), s (u)) est mesurée par la valeur de ¥ (v) et avec 7 > 0 en tant
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que valeur de seuil. Si ¥ (v) < 7, on commence une nouvelle itération externe en effectuant une

mise & jour du parametre p via

pr=01-0)p,0<0<1

Si non (¥ (v) > 7), nous entrons dans une itération interne par le calcul des directions de
recherche a l'itération en cours par rapport a la valeur actuelle de p et on applique (3.4) pour
obtenir des nouvaux itérés. Si nécessaire, on va répéter la procédure jusqu’a ce qu’on trouve un
itéré au voisinage de (x (1), y (1), s (1)). Alors est encore réduit par un facteur de (1 — ) avec
0 < # < 1, et on applique la méthode de Newton pour trouver les nouveaux p—centres, et ainsi
de suite. Ensuite, est & nouveau réduit par le facteur (1 — ) avec 0 < 6 < 1, et nous appliquons
la méthode de Newton ciblant les nouveaux centres, et ainsi de suite. Ce processus est répété
jusqu’a ce que est suffisamment petit, c’est-a-dire jusqu’a ce quenu < e . A ce stade, nous avons
trouvé une solution approximative pour un PL : Les parameétres,7 ,0 et le pas o décris dans
I’algorithme sont choisis tel que le nombre d’itérations produites par I'algorithme sera minimal
que possible.

Algorithme 4 (Algorithme Générique Primal-dual IPMs pour LP)

Données :

Une fonction de proximité ¥ (v) ;

Un parametre de limiter > 0;

Un parametre de précision e> 0;

Un parametre de mise a jour fixe; 0 <0 < 1;

début :

Initialisation : soit (2°,¢°, s°) vérifie la IPC :

E=0,u"=1,0"= ””2—30

Tant que : nu* > ¢ faire :

début (itération externe)

pE = (1 — 0) pt

Tant que : ¥ (v) > 7 faire :

début (itération interne)
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Résoudre le systéme (3.8) pour déterminer (d,, Ay, d,)puis (Az, Ay, As);
Calculer le pas de déplacement « ; et poser

T, =2+ alx

y+ =y +aly
sy =s+als
Vy = 7

fin (itération interne)
fin (itération externe)

fin.

3.1 Propriétés de la fonction noyau

Dans ce qui suit, au lieu d’utiliser la fonction noyau classique ¥, on utilise la fonction noyau
proposée par B. Bounibane et El. Djeffal [15] et nous donnons ses propriétés qui sont essentielles
a notre analyse de la complexité. Nous rappelons que notre fonction, double barriére est définie

par :

tP—1

Y () =t"—1—log(t) + , p>0 (3.12)
Les trois premiéres dérivées de 1) (t) par rapport a ¢ sont :
1 1
/ f— —_—— — —
(t) = 2t T (3.13)
1 p+1
1
(0 (t) = 2+§+W (314)

o) = _<%+(P+2+(§+2>> (3.15)

D’apres (3.14)
" (t)>1, p>0, t>0. (3.16)
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En notant également que
i) ¢ (1) =¢'(1) =0,
ii) limy (t) = lirx&+¢ (1) = 40
t—s

t— 400

(3.17)

(3.16) et (3.17) montrent que v (t) et strictement convexe et minimale en 1. On définit ¢ (t) a

partir de sa dérivée seconde comme suit :

¥ (t) = /t ] V" (y) dydz. (3.18)

De plus, les deux conditions i) et ii) indique donc que notre fonction v (t) est une fonction

barriére noyau

3.1.1 Eligibilité (Qualification) de la nouvelle fonction noyau

Le lemme suivant sert a prouver que la nouvelle fonction noyau définie en (3.12) est éligible.

Lemme 3.2 Soit v (t), définie dans (3.12), et t > 0. Alors,

")+ () > 0, t<1 (3.19)

W)=y (t) > 0, t>1 (3.20)

P () < 0,t>0 (3.21)

2" () - ()" (1) > 0, t<1 (3.22)

W ()Y (BE) = BY ()" (B) > 0, t>1, f>1 (3.23)

Preuve Pour montrer (3.19), on utilise (3.13) et (3.14) et on obtient :

7 / o p
t" (t) + (t)_4t+_tp+1 > 0, pour toute t > 0 et p > 0.

donc la condition (3.19) est satisfaite.
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Pour montrer (3.20), on utilise encore (3.13) et (3.14), on a :

7 / _p+2 2
t" (t) — (t)—tpT—I—¥>Opourtoutet>1,

le coté droit de la derniére égalité est positif, ce qui prouve (3.20) . La condition (3.21) est vérifiée

a partir de I'expression du " (¢). Finalement pour montrer, (3.22) on a

1\* (p+1) 1 1
(2+t—2> + o +2(p+1) 5 2+t—2

20" ()] =" ()" (t) = 2 ;
2p1)(p+2) | 4 _ (pADo42) _ 2 ]
t2

tp+2 tp+4 4
+ _(HDHe+2) 2
t2p+4 tpt+4
8—1—12 plp+1) 20 +Up+12 p(p-1)

2 12p+4 p+2 (o4

1
+ 5o (8P + 126712 4 (2p® + 14p + 12) P72 + pg, (1)]

oug,(t)=p+1—(p—1)t*. On a deux cas a discuter :
Si p € ]0, 1] la condition (3.22) est satisfaite.

Sip>1. Alors
2[0" (O] =0 () 9" (1) > 0 & g, (1) > 0.

Cela est certainement vrai si
1 2 2 P
p<PTo 1 T a1 ") ettelo .
p—1 p—1 p—1

Ceci est une inégalité valide, lorsque 0 < t < 1, et par conséquent

2

20" @O — ¢ ()" (1) >0

Finalement on obtient la démonstration du (3.22) . Pour (3.23), d’aprés le Lemme 2.4 [7] il
suffit que ¢ () satisfait (3.20) et (3.21). =

Finalement, 1 (t) est une fonction noyau éligible (qualifée). Ce qui termine la preuve.
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Le lemme suivant montre que toute fonction noyau éligible v () est exponentielement convexe,

dont I'importance de ce lemme est justifié par la suite (voir [1], [11])

Lemme 3.3 [Lemme 2.12 dans [11] | Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1— (\/tltg) <3 L (¢ (t1) + 1 (t2)) pour tout ty, ty > 0;
2— )" () +¢' (t) >0, t>0

— la fonction t — 1) (e') est convexe

Cette propriété est demontré par plusieurs chercheurs voir El Ghami et al. [18] and Peng et
al.[8].
Maintenant, on présente les lemmes techniques les plus utilsés dans ce chapitre concernant la

nouvelle fonction noyau.

Lemme 3.4 Pour ¢ (t), nous avons :

1 ) 1

LR < e < W 0E 10 (3:24)
S ) < i< p‘;‘*u—l) t>1 (3.25)

o] < Vn+ 2V (v), veRL, (3.26)

Preuve Pour montrer (3.24), en utilisant (3.16), et (3.18) on a

:/t/xw”(y)dyde/t/xdyd:c:%(t—1)27
0 0 0 0

ce qui prouve la premiére inégalité.

Nous allons maintenant passer a la démonstration de la deuxiéme inégalité :

Vi) = / / W () dydz < / / W ()0 (y) dyda

- / v () ¥ () do = / v (@)l (o)) dw = ¢ [0/ (@)

65




Chapitre 3 : Méthode de la trajectoire centrale basée sur les fonctions noyaux pour
(PL)

Pour (3.25) si f(x) = 20(t) — (t— )&/ (1), alors f/(z) = ¢/ (t) — " (1) (t— 1), /" (x) =
—(t—1¢"(t) et f/'(1) = f(1) = 0. Et comme ¢" (t) < 0 on a f”(z) > 0 pour ¢ > 1 on peut
résumer ce qui est acquis de la maniére suivante f’ () est une fonction croissante positive il en
est de méme de f (z). Ce qui prouve la premiére inégalite

Nous arrivons maintenant a démontrer I'inégalité droite de (3.25), comme 1 (1) = ' (1) = 0,

et en utilisant le développement de Taylor, on obtient

V) = )+ (1) (= 1)+ 50 (1) (= 17+ 20" (€ (€~ 1),

= S E-1+ O -1

S -1 =2

IA

pour certains ¢ vérifant 1 < ¢ < t. Ce qui termine la preuve.

Pour (3.26) alors en utilisant la premiére inégalité de (3.24), et I'inégalité de Cauchy-Schwartz

peut obtenir

n 1 n
ORI SIDEE ) SICTSI:
i=1 i=1
= [ v? — 2 Z v +n
i=1 =1

2 2
loll* = 2¢"v + [[1[|°]

NI RN RN = N -

[
[loll® =2 1ol llell + ]
[

loll = v/n)”.

Cela implique que |[[v]| < /n++/2¥ (v), v € R} .

Ce qui achéve la démonstration. m

Remarque 3.1 Soit g(t) = —log(t) + tﬂ;_l, t > 0. Alors ¢ (t) = t* — 1+ g(t), puisque

g (t)=—(3+t771) <0, g(t) est decroissante par rapport at > 1

Soit o : [0, +00[— [1, 4+00[ la fonction inverse de v (¢) pour ¢ > 1 et soit p : [0, +oo[—>]0, 1]

la fonction inverse de —11) () pour tout ¢ €]0,1]. Alors nous avons le lemme suivant :
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Lemme 3.5 Pour v (t) on a :

Vvu+1l < g(u)ﬁx/ﬁ—f—l,uZO (3.27)
b(z) > Q;H)W. (3.28)

Preuve Pour montrer (3.27) soit u = 1(t) t > 1. Alors o (u) = t, on utilisant (3.24) on a

u=1(t) > % (t —1)%, t > 1, ce qui implique que

t=o0(u) <+V2u+1.

Par la définition de (t) on a u = 9(t) = g(t) + t* — 1. On utilisant (remarque 3.1) et g(1) = 0,

on a g(t) € |—o0, 0], puisque ¢* — 1 = u — g(t) > u. Ce qui implique
t=o0(u)>vVu+1l.

Pour montrer (3.28), soit

2= 2h (D), 1101 2=~ ()

En utilisant la définition de

p:p(z)=t, t€]0,1].
et en utilisant la défnition de ¢ (¢), on a

1 1 1
_2t+¥+tpT:22<:>tpT:2t_¥+2z

puisque la fonction & : t — 2t — ¢ monotone strictement croissante ¢ € ]0, 1] et h (1) = 0. Donc

1
2z+1

1
—§22+1(:)t:p(z)2(

=
pra ) , p>0ettel01].

D’ou le résultat. m
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Lemme 3.6 Soit 5 > 1. Alors

P(Bt) <P () + (82— 1) 2

Preuve Utilisant (remarque 3.1) on a g(5t) — g(t) < 0 for 5 < 1. Puisque

Y(Bt) = B+ g(Bt) + 17 — 1+ g(t) — 7 — g(t)
= (BP=1)+g(Bt)+ 0 (t) —g(t)
= (=149 )+ (9(Bt) —gt)) <o (t)+ (82— 1) ¢

Ce qui achéve la démonstration. m

Lemme 3.7 Soit 0 <0 <1, vy = == Si ¥(v) <7 alors pourp>0 ona

T(v,) < %[@—F\/_} (3.29)
et
U(o,) < 7 (14 60) +nb + 20+/2mn 3.30)

- 1-46

W (v)
( (v )) > 1, nous avons o) > 1. Utilsant

Preuve Montrons (3.29) , Comme \/7
le (théoreme 2.6) avec = ﬁ’ les inégalités (3.25), (3.27), et U(v) < 7, 0n a

(o) < (m) A [ @U)Zl]
(

\Il(v Qr

) |
s (1) [V -]
)

<
2
_ ﬁ(fi‘l [
2 —0 n 1+\/1_
pt4 2
<
1] [\/2_T+n9
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ou la derniére inégalité decoule de - \/7 =1—-v1-6<84.

Pour montrer (60), utilisant le théoréme (50) avec [ = 11_9, U (v) < 7, inégalité (57) et

lemme (67) nous obtenon autre borne de ¥ (v) comme suit

R e <o (o(E)) 4 1 (M)

= U(v)+ n@egz <\Ij U)) <V (v)+ 1n_99 2\1171(@) —i—l]

A
<

IA
B
+

2
nb ( 2T+1> T+ 70 +n0 + 2021
1—-46

D’ou le résultat. m

Notation 3.1 On note par
- 7(1+60)+nd+20V2mn
N 1—0

(3.31)

et
- +4
Ty = 5o [V2r + Vi ] (3.32)
2(1-9)
On désigne par ¥, la borne supérieure de ¥ (v, ), pour les méthodes & long-pas (respective-

ment) T, dans le cas des méthodes a court-pas, durant la procédure de Newton dans I’algorithme.

Remarque 3.2 Pour les méthodes & long-pas avec 7 = O(n), O (1), on a ¥y = O(n), et

0 =
dans le cas des méthodes a court-pas,avec T = O(1), (\%) on a Uy = O(1).

3.2 Analyse de la complexité

Lemme 3.8 Soit § (v) défini dans (3.11). Alors, on a

d(v) > \Ifév), veRY,
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En utilisant la seconde, inégalité (3.24) du (lemme 3.4)on a

n

V) = Y e <YW @

=1

1
= IV =28 ().

Alors on a bien que

Ce qui termine la preuve.

» Tout au long de cette section, nous supposons que 7 > 1. En utilisant le (lemme 3.8) et

I’hypothése que ¥ (v) > 7 on a

1
o(v) > —=
()_vﬁ
Lemme 3.9 Soit &, la valeur définie dans le lemme 2.6 vérifiant & > m. Alors st U (t) >
T>1,0ona
1

a> —
2+ (p+2) (46 + 1)»+1
Preuve En utilisant les lemmes 2.2, 2.10 inégalité (3.28) et la définition de ¢” (¢), on a

a > m et pour p (20) =t € (0, 1], cela implique que
p+1 1

P o)

U (p(20)) 2 2+

on a
1 1

17 > p+2 5
VP (20)) T o4 (p 1) (46 + 1) 4+ (46 + 1)

a>

p+2

Puisque (40 + 1)172? < (40 4+ 1)#* pour p € |0, +00[ ce qui implique que

1
2+ (p+2)(46+1)

a >

pt2
p+1

Ce qui termine la preuve. m
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On pose

G — ! | (3.33)

2+ (p+2) (46 + 1)rit

a est le pas de déplacement et a > &
En combinant les deux résultats, du lemme 2.9 et le pas de déplacement, défini dans 3.33 on

obtient le lemme suivant :

Lemme 3.10 On considére & le pas de déplacement, défini dans 3.33, et 6 > 1. Alors :

62

fla) < -
2+ (p+2)(46+1)

p+2
p+1

Maintenant, nous exprimons la decroissance d’une itération interne en terme W (v) ont utili-

sant lemme 3.8

Lemme 3.11 Supposons § > 1 On a

p
s 2(p+1)

f(&)ﬁ—m

Preuve Utilisant lemme 3.8, l'inégalité /26 (v) > 1, et on substitution la valeur de &, on

obtient
5 5> 5>
f(a) < - p+2 < - pt2
2+ (p+2) (40 + 1)» 3(p+2) (46 + v26) 7
< - < — < _
T 90(pr2)sra — 90(p+2) T 90v2(p+2)
. 90V2 « 128.

< -
= 128(p+2)

Ce qui termine la preuve. m

Apres la mise a jour de g a (1 —0) p, on a

7(146) +nb + 20v/2n
1—-6

P(vy) < = U(vy)
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D’apres la définition de f () on a

. \IJ%
f@) =" (vy)—T(v) < 1™ 1Y) pour tout p > 0
Donc on comparant avec le lemme 2.12
D p+2

i o(p+1) 2(p+1)

Soientt K le nombre total d’itérations internes dans l'itération externe pour les algorithmes a
petit pas, et K5 le nombre total d’itérations internes dans l’itération externe pour les algorithmes
a grand pas.

Alors pour p > 0, en utilisant le Lemme 3.11, on a

\\J v _ _p+2
Ko< 0 yneqb

ny

~ Y

(1) g
Ky, < = 156pW ¥+

Y

Soit W, définit 2.13 alors, le nombre total d’itérations pour avoir une solution approchée avec

np < € est majoré par

kT | n
156pWw,+Y : log - (3.34)

Pour les algorithmes & grand pas, on considére 7 = O(n), 6 = O (1), par conséquent,
\IJO S \IIO = O(TL)

et on a

O ((p +1) 2D log E) itérations.
€

logn

Si on prend p = =5* — 1, la borne d’itérations devienne

@ <\/ﬁlog (n)log g)
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qui est la meilleure complexité pour les algorithmes a grand pas jusqu’a maintenant.

Pour les algorithmes a petit pas, on considére 7 = O(1), 6 = © (\%) . En utilisant la borne

supérieure Wj, nous obtenons un majorant de nombre total d’itérations suivant :

1

_ _p¥2 n
156pW P = log —, 3.35
0 0 €

par conséquent,

Ty < ¥y = O(p),

et la complexité algorithmique devienne

O (p\/ﬁlog E) itérations.
€

Si on prend p = 1, alors la borne d’itérations devienne

o (viws)

qui est la meilleure complexité pour les algorithmes a pas court.
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Nous résumons dans le tableau ci-aprés décrivant quelques résultats de la complexité algo-

rithmique pour 'optimisation linéaire [19]

Fonction noyau 1; Long-pas Court-pas Ret
t2 -1 b(1—t) _ 1
5 - 7 ,b>0 O (Vnlognlog?), b=1log(n) —— [13]
t*—1
5~ ta 8 tan (m3=5) <n4 log 2 > O (y/nlogZ)  [18]
-1 )
5 —log ¢ + 5 tan® (4t+27r) (n§1 > —— [24]
t
t?—1
— - / e3((tan 5752)=1) ¢ O (v/n (logn)*log ) — 23]
1
2_ m(1—t
£ —logt + Atan? (—:’Et+2)) ,
0<A< & O (ng log %) —— [16]
— 2t + @ (n% log ﬂ) —— [19]
Sm(t+1) ¢
—(t_;) + ) + 3 tan (4t+27r) O (n§ log %) —— [20]
gLl [tanp <W> ~1], p=2 O(pnlog?) (p?vnlog?) [14]
t* — 1 —log (¢) O (pnp;;1 log Z ) (py/nlog?) [15]
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Conclusion

Notre objectif dans ce travail est de proposer une nouvelle fonction noyau parameétrée (qua-
lifiée) pour améliorer la complexité algorithmique de ’algorithme de points intérieurs : Sous un

choix spécial du parametre p, telque p dépend de n, c’est la valeur minimisant la complexité de

logn
2

I'itération. En particulier, en prenant p = ( — 1) , et on obtient la meilleure complexité connue
jusqu’a présent pour ces algorithmes a grand pas qui est de 'ordre O (\/ﬁ (logn)log %) Pour les
méthodes & court-pas, nous obtenons la meilleure borne de complexité, a savoir O (\/ﬁ log %), en

prenant simplement p = O(1).
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