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Résumé
Dans ce travail on étudie une classe de problèmes avec conditions purement non locales de

type intégral.

On démontre l�existence et l�unicité de la solution dans un espace fonctionnel. La démons-

tration est basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la densité de l�image de l�opérateur

engendré par le problème considéré.

Mots clés : inégalités énergétiques, condition nonlocale, problème aux limites, dérivée de Caputo,

équations di¤érentielles fractionnraire, l0existence, l0unicité:
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Abstract
In this work, we study a class of problem with purely nonlocal conditions of integral type.

We demonstrate the existence and uniqueness of the solution in functional space. The proof

is based on a priori bilateral estimates and on the density of the image of the operator generated

by the problm considere.

Key words : energy inequalities, nonlocal condition, boundary problem, Caputo derivative, fractional

di¤erential equations, existence, uniqueness.
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I H : espace de Hilbert o�u la norme et le produit scalaire sont not�es respectivement par

j:j; (:; :):

I L(H) : espace des op�erateurs lin�eaires continus dans H:
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I E�(:) : la fonction de Mittag � Le�er:

iii



Liste Des Notations Département de Mathématiques

I Fxu =
R x
0
u(�; t)d�:

I F2xu =
R x
0

R �
0
u(�; t)d�d�:

Dérivée et intégrale

I I�a : int�egrale fractionnaire �a gauche au sens de Riemann� Liouville d0ordre � > 0:
IRa D�t : d�eriv�ee fractionnaire �a gauche au sens de Riemann� Liouville d0ordre � > 0:
ICa D�t : d�eriv�ee fractionnaire à gauche au sens de Caputo d0ordre � > 0:

iv



Liste Des Abréviations Département de Mathématiques

Liste Des Abréviations
I Im(Z) : partie imaginaire du nombre complexe z:
I Re(Z) : partie r�eelle du nombre complexe z:
I T : op�erateur lin�eaire:
I D(T) : domaine de d�e�nition de l0op�erateur T:
I T�1: inverse de T.
I G(T) : graphe de l0op�erateur T:
I R(T) : image de l0op�erateur T:
I N(T) : noyau de l0op�erateur T:
I M?: orthogonal de l0ensemble M:

v



Liste Des Figures Département de Mathématiques

Liste Des Figures
1. Figure de Gottfried Wilhelm Leibniz et L�hôpital . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2. Graphe réprésentative de la fonction Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3. Graphe de La fonction de Mittag-Le­ er à un seul paramètre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4. Graphe de La fonction de Mittag-Le­ er à deux paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5. Graphe de la dérivée à droite et à gauche de f(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

6. Figure de Georg Friedrich Bernhard Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

7. Figure de Joseph-Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

8. Figure de Michele Caputo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

vi



Introduction Générale Département de Mathématiques

Introduction Générale

Le sujet du calcul fractionnel (c�est-à-dire le calcul des intégrales et des dérivés arbi-

traire, réel ou complexe) a acquis une popularité et une importance considérables au cours

des trois dernières décennies, principalement en raison de ses applications démontrées dans de

nombreux domaines de la science et de l�ingénierie.

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de l�analyse, qui étudie la gé-

néralisation de la dérivation et d�intégration d�ordre entier n (ordinaire) à l�ordre non entier

(fractionnaire).

La théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique

que nous le connaissons aujourd�hui, ces origines remontent à la �n du 17�eme siècle.

L�époque où Isaac Newton et Gottfried Wihelm Leibniz ont développé les fondements du

calcul di¤érentiel et intégral. En particulier, Leibniz a introduit le symbole
dnf

dxn
pour désigner la

dérivée nieme d�une fonction f quand il a annoncé dans une lettre à Guillaume l�Hôpital datée du

30 septembre 1695, avec l�hypothèse implicite que n 2 N, l�Hôpital a répondu : Que signi�e d
nf

dxn

si n = 1
2
?. Leibniz lui a répondu :

"Cela conduirait à un paradoxe à partir du quel un jour, on pour ratirer des

conséquences utiles" [Oldham et Spanier, 1974].

Cette lettre de l�Hôpital, est aujourd�hui admise comme le premier incident de ce que nous

appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l�Hôpital a demandé spéci�quement pour n = 1
2

c�est-à-dire une fraction (nombre rationnel), a en fait donné lieu au nom de ce domaine des

mathématiques.

1
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Une mention ultérieure de dérivés fractionnaires a été faite, par (par exemple) Euler en 1730,

Lagrange en 1772, Laplace en 1812, Lacroix en 1819, Fourier en 1822, Liouville en 1832, Riemann

en 1847, Greer 1859, Holmgren en 1865, Griinwald en 1867, Letnikov en 1868, Sonin en 1869,

Laurent en 1884, Nekrassov en 1888, Krug en 1890 et Weyl en 1917.

Les équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire sont révélées récemment des outils précieux

dans la modélisation de nombreux phénomènes dans divers domaines de la science et de l�ingénie-

rie. En e¤et, nous pouvons trouver de nombreuses d�applications en viscoélasticité, électrochimie,

contrôle, média poreux, électromagnétiques, . . . ect.

Au cours de ces dernières années, de nombreux phénomènes en physique ont été modélisés par

des problèmes aux limites avec conditions non locales. Ces problèmes ont beaucoup d�applications

dans divers contextes tels que la dynamique des populations, le processus de conduction de la

chaleur, la théorie du contrôle...etc. L�importance des conditions non locales apparaissent lors de

la modélisation mathématique des phénomènes de la physique, la chimie, l�économie, la biologie,

. . . etc., qui exigent la présence de terme intégrale sur le domaine spatial. Le terme intégral

peut apparaître dans des conditions aux limites, dans ce cas, ces conditions sont appelées non

locales. Physiquement, les conditions intégrales représentent une moyenne, énergie totale, masse

totale, moments, ...etc. Ces problème peuvent être rencontrés dans la théorie de transmission de la

2
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chaleur voir : J.R.Cannon [22], W.D.Day [68], L.I :Kamynin [40], en élasticité et thermoélasticité,

voir : A.Samarkii [3], dans la théorie de population, voir : P.A.Raviart[59]. Les conditions non

locales ont été étudié la première fois par Byszewsked quand il a montré l�existence et l�unicité

de la solution du problème de Cauchy non locale, les conditions non locales peuvent être plus

utiles que la condition initiale standard pour décrire des phénomènes physiques.

L�une des méthodes les plus importantes utilisées et appliquées au di¤érentiel partiel linéaire

et non linéaire des équations d�ordre entier complétées par des conditions classiques est la mé-

thode d�analyse fonctionnelle. Cependant, pour les équations avec ordre fractionnaire temporel de

Caputo et conditions non locales, il n�y a que quelques résultats obtenus en utilisant la méthode

des inégalités énergétiques.

L�étude des problèmes unidimensionnelles avec conditions intégrales pour les équations de

type : parabolique, hyperbolique, parabolique intégro-di¤érentielle, hyperbolique intégro-di¤érentielle,

pseudo parabolique, pseudo hyperbolique par la méthode des inégalités énergétiques (estimations

à priori) voir : les travaux de A. Merad [4],[5], [6],[7], : Les équations multidimensionnelles avec

des conditions intégrales sont traitées dans les travaux de L.S.Pulkina [42].

Pour le cas des équations d�onde de di¤usion fractionnaire avec des dérivées d�ordre supérieur

et des conditions aux limites classiques, il n�y a que peu d�articles traitant de l�existence et du

caractère unique d�une solution telle comme [7,42].

Dans cet article, on étudié un problème de valeur aux limites initiale avec des contraintes pu-

rement non locales de type intégrale pour une équation d�onde de di¤usion fractionnaire d�ordre

paire de Caputo. En appliquant la méthode d�analyse fonctionnelle, la méthode dite d�inégalité

d�énergie basée principalement sur des estimations a priori et sur la densité de l�image de l�opé-

rateur engendré par le problème étudié. Ce travail peut être considéré comme une contribution

au développement de la méthode d�analyse fonctionnelle utilisée pour prouver le bien posé des

problèmes d�ordre fractionnaire. Les résultats obtenus montrent l�e¢ cacité de cette méthode pour

étudier l�existence et l�unicité de la solution pour les équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire

temporel avec des conditions non locales.

3
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Contenu de la thèse

Cette thèse se décompose de trois chapitres partagés de façon suivante :

Le premier chapitre est destiné aux di¤érents outils et techniques mathématiques utilisées

par la suite : espaces de fonctions (intégrables, continues et absolument continues) et quelques

notions et résultats de la théorie d�analyse fonctionnelles, des fonctions spéciales utiles tout au

long de notre thèse telles que : la fonction gamma d�Euler, la fonction bêta, la fonction de

Mittag-Le­ er avec des exemples et quelques propriétés intéressantes.

Dans le second chapitre est consacré pour les dé�nitions des dérivées et intégrales frac-

tionnaires aux sens de Riemann-Liouville et Caputo et les liens entre ces dérivées avec quelques

exemples et quelques propriétés complémentaires.

Dans le troisième chapitre, On montre l�existence et l�unicité de la solution forte. La

démonstration est basée sur ce qu�on appelle la méthode des inégalités énergétiques (dite aussi,

méthode des estimations a priori).

Soit Q = (0; 1)� (0; T ) un rectangle borné de R2. On considère l�équation suivante :

$v = @�+1t v + (�1)m�(t)@
2mv

@x2m
= f(x; t); x 2 (0:1); t 2 (0; T ); (E)

avec les conditions non locales :

�
l1v = v(x; 0) = '(x); x 2 (0:1)
l2v = vt(x; 0) =  (x); x 2 (0:1) (NC)

Z 1

0

xiv(x; t)dx = 0, i = 0; 2m� 1; t 2 (0; T ):

Pour ce type de problème on établit des théorèmes d�existence, d�unicité de la solution forte

généralisée, sa dépendance continue par rapport aux données (f; ';  ); ainsi que sa continuité

par rapport aux paramètres (x; t):

Ces résultats sont obtenus grâce à la méthode des estimations a priori (dite aussi, méthode

des inégalités énergétiques) basée sur la technique des multiplicateurs. Cette méthode résulte

des idées introduites par J.Leray [23], L. Garding [41], I.G. Petrovsky [32] dans leurs travaux,

4
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et de celles développées dans l�ouvrage de A.A. Dezin [9], et dans les travaux de N.I. Yurchuk

[48.49.50.51.52.53].

Elle consiste en :

- d�abord écrire le problème posé sous forme opérationnelle :

Lu = � ; u 2 D(L); (1)

ou l�opérateur L est engendré par l�équation (E) et les conditions (NC) et est considéré de

l�espace de Banach B dans l�espace de Hilbert V .

- établir ensuite les estimations a priori pour l�opérateur L.

- démontrer ensuite la densité de l�ensemble des valeurs de cet opérateur dans l�espace V .

Plus précisément, on suivra le schéma suivant :

On établit l�estimation a priori du type :

k u kB� c k Lu kV : (2)

Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant

l�équation donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées et une certaine

fonction poids, et en intégrant sur le domaine.

Le choix de l�opérateur Mu est fondamental, il est dicté par l�équation et les conditions aux

limites.

Ensuite dans les topologies fortes des espacesB et V on construit la fermeture L de l�opérateur

L, et la solution de l�équation

Lu = F (3)

est appelée solution forte généralisée du problème considéré.

Par passage à la limite , l�estimation (2) est prolongé aux solution fortes généralisées ,i.e :

on a

k u kB� c k Lu kV : (4)

A partir de là, on déduit l�unicité de la solution de l�équation (3) , l�égalité des ensembles

5
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R(L) et R(L); et l�inversibilité de L, l�inverse (L)�1 étant dé�ni sur l�ensemble des valeurs de

l�opérateur L:

La derniére étape, consiste à établir la densité de l�ensemble R(L) dans V et donc l�existence

d�une solution forte généralisée du problème (1).

Commentaire. La méthode des estimations a priori est une méthode e¢ cace pour l�étude de

beaucoup de problèmes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique

solide et est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans l�application de cette méthode,

on est confronté à di¢ cultés, parmi lesquelles :

1- Le choix de l�espace des solutions.

2-Le choix du multiplicateur.

3- Le choix de l�opérateur de régularisation.

Finalement, nous concluons par une conclusion puis nous présentons une bibliographie com-

plète principalement sur les sujets traités et ceux en relation.
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Chapitre 1

Préliminaires

Se chapitre est destiné aux di¤érents outils et techniques mathématiques utilisés par la
suite : fonctions spéciales (les fonction Gamma, Bêta et celle de Mittag-Le­ er) espaces de fonc-

tions (continues et absolument continues) et quelques notions et résultats de la théorie d�analyse

fonctionnelles.
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1.1.1 Espaces Normé

1.1.2 Espaces de Banach

1.1.3 Espaces de Hilbert

1.1.4 Opérateurs linéaires non-bornés

1.1.5 Relation entre l�orthogonalité et la densité dans les espaces de Hilbert

1.1.6 Espaces des fonctions intégrables

1.1.7 Espacse dse fonctions continues et absolument continues

1.2 Fonctions spéci�ques pour la dérivation fractionnaire

1.2.1 la fonction Gamma

1.2.2 la fonction Bêta

1.2.3 la fonction Mittag-Le­ er
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1.3 Rappels de quelques inégalités utiles

1.3.1 Inégalité de Young

1.3.2 Inégalité de Young avec "

1.3.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

1.3.4 Inégalité de Cauchy

1.3.5 Inégalité de Cauchy avec "

1.3.6 Inégalité de Hölder

1.4 Lemme de Gronwall
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1.1 Notions générale

1.1.1 Espaces Normé

Dé�nition 1.1 (voir[29,page 21])

Soit E un espace vectoriel sur le corps |(| = R ou C): Une norme sur E, est une application

k : k: E� ! R+, véri�ant les conditions suivantes :

1-kxk � 0 et kxk = 0() x = 0:

2-k�xk = j�j kxk ; pout tout x 2 E et pour tout � 2 |:

3-kx+ yk � kxk+ kyk ; pour tout x; y 2 E .

L�espace vectorile E muni d�une norme s�appelle espace normé, noté par (E; k : k):

Remarque 1.1

1. E = Rn; nous avons les normes suivant :

i) kxk1 =
nX
i=1

j xi j

ii) kxkp =

 
nX
i=1

j xi jp
! 1

p

pour p � 1

iii) kxk1 = max
1�i�m

(j xi j)

2. Soit 
 un ouvert de Rn: L�espace vectoriel des fonctione de carré intégrable sur 
 est :

L2(
) =

�
g : 
 R;

Z



jg(x)j2 dx <1
�

l�application k : k : L2(
) R : donnée par :

kgk =
�Z




j g(x) j2
� 1

2

9



Préliminaires Département de Mathématiques

3. E = C0([a; b];R); f : [a; b]! R continue

i) kfk1 = max
1�i�m

fj f(t) j =t 2 [a; b]g

ii) kfk1 =

Z b

a

j f(t) j dt

iii) kfkp =

�Z b

a

j f(t) jp dt
� 1
p

1.1.2 Espaces de Banach

Dé�nition 1.2 [Suite de Cauchy]

Soit F un espace vectoriel normé . Une suite (xn)n2N de F est de Cauchy si et seulement si,

8" > 0; 9N 2 N;8n > m > N ) kxn � xmk < "

Dé�nition 1.3 [Espace complet]

Soit F un espace vectoriel normé .On dit que F est complet si tout suite de Cauchy dans F

est convergente dans F .

Dé�nition 1.4 [Espace de Banach]

Un espace de Banach est un espace normé complet.

1.1.3 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.5 [produit scalaire]

Soit F un espace vectoriel sur le corps |. Un produit scalaire sur F est une application

h:; :i : F � F �! | telle que pour tout x; y; x1; y2 2 F et pour tout � 2 | on a :

1. hx; xi � 0 et hx; xi = 0() x = 0:

2. hx; yi = hy; xi :

3. hx1 + x2; yi = hx1; yi+ hx2; yi :

4. h�x; yi = � hx; yi :

10
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Dé�nition 1.6 [Espace préhilbertien](voir[61,page 6])

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d�un produit scalaire.

Un produit scalaire sur F dé�nit une norme sur F donnée par :

8x 2 F : kxk = hx; xi
1
2

Dé�nition 1.7 [Espace de Hilbert]

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur | complet pour la norme induite par le

produit scalaire.

1.1.4 Opérateurs linéaires non-bornés

Dé�nition 1.8

Soient E et F deux espaces vectoriels. Un opérateur T est une application de E dans F :

T : E ! F

Tout opérateur T linéaire est complétement dé�ni par son graphe G(T ) qui est un sous-espace

vectoriel de E�F dé�ni par G(T ) = f(u; Tu); u 2 D(T )g; où D(T ) est le domaine de dé�nition

de l�opérateur T .

Dé�nition 1.9

Un opérateur T de E dans F est dit linéaire si et seulement si :

8 u1; u2 2 E; 8�; � 2 C; T (�u1 + �u2) = �T (u1) + �T (u2)

Où C est le corps des scalaires de E et F .

11
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Dé�nition 1.10

On dit que S est une extension de T si D(T ) � D(S) et Tu = Su pour tout u 2 D(T )

(Autrement dit, G(T ) � G(S)).

Remarque 1.2

Il n�est pas vrai que tout sous espace de E � F est le graphe d�un opérateur.

Dé�nition 1.11

On dit que T est fermé si son graphe G(T ) est un fermé de E � F .

Proposition 1.1

Un sous espace G � E � F est le graphe d�un opérateur linéaire si et seulement si :

(0; y) 2 G) y = 0

Preuve

On note p1 : G ! E la projection donnée par p1(x; y) = x. Si la propriété (1:1) est vraie,

alors (x; y1) 2 G et (x; y2) 2 G implique que y1 = y2

Donc, l�application T : p1G! F qui associe à x 2 p1G, l�unique y 2 F tel que (x; y) 2 G est

bien dé�nie et possède G comme son graphe.

Dé�nition 1.12

On dit qui un opérateur linéaire T est fermable dans E s�il admet un prolongement fermé.

On véri�e aussi tôt que T est fermable dans E si et seulement si l�adhérence G(T ) de son

graphe est un graphe (Car, on a T � T implique G(T ) � G(T ), comme le prolongement T est

fermé, alors G(T ) est fermé. Donc G(T ) � G(T ) implique G(T ) � G(T ) = G(T )).

Autrement dit T est fermable si et seulement si pour toute suite (un) � D(T ) telle que

un ! 0 et Tun ! v, alors v = 0.

12
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L�opérateur fermé T dont le graphe G(T ) = G(T ) est appelé fermeture de T . (G(T )=G(T )

implique que G(T ) soit un graphe : 8(un;Tun) 2 G(T ) ) (limn!+1 un, limn!+1 Tun) 2 G(T )

et (0; v) 2 G(T ), qui nécessite v = 0 pour assurer que G(T ) soit un graphe).

Théorème 1.1 [Théorème de l�isomorphisme]

Soient E et F deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire continu et bijectif de

E sur F . Alors T�1 est continu de F dans E.

Théorème 1.2 [Théorème du graphe fermé]

Soient E et F deux espaces de Banach. Soit T un opérateur linéaire de E dans F . On suppose

que le graphe de T , G(T ) est fermé dans E� F , Alors T est continu.

1.1.5 Relation entre l�orthogonalité et la densité dans les espaces de

Hilbert

Dé�nition 1.13

Soit M un sous-espace vectoriel de l�espace de Hilbert F , on dé�nitt M? l�orthogonal de

M , par

M? = ff 2 F; hf; giF = 0; 8g 2Mg:

Proposition 1.2

Soit M un sous-espace vectoriel de l�espace de Hilbert F , Alors M est dense dans F si et

seulement si M? = f0g:

Preuve

Supposons d�abord queM est dense dans F . Soit f 2M? � F , soit ffngn2N suite d�éléments

de M qui converge vers f . On a hf; fniF = 0 (pour tout n 2 N). En passant à la limite, on en

conclut que k f kF= 0, Donc f = 0, qui donne M? = f0g:

Réciproquement, supposons que M? = f0g: Alors on a (M?)? = f0g? = F; et comme

M � M il s�en suit que (M)? � M?; et donc (M?)? � ((M)?)?, mais M est un fermé, Alors

((M)?)? =M; alors on trouve (M?)? �M ) F �M: D�où F =M:

13
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1.1.6 Espaces des fonctions intégrables

Dé�nition 1.14 [Podlubny, 1999]

Soit 
 = [a; b] un intervalle �ni de R et 1 � p � 1:

1) Pour 1 � p < 1, l�espace Lp(
) est l�espace des fonctions f réelles sur 
 telles que f est

mesurable et Z b

a

jf(t)jp dt <1

2) Pour p = 1, l�espace L1(
) est l�espace des fonctions mesurables f bornées presque

partout (p.p) sur 
.

Théorème 1.3 [Podlubny, 1999]

Soit 
 = [a; b] un intervalle �ni de R:

1) Pour 1 � p <1, l�espace Lp(
) est l�espace de Banach muni de la norme :

kfkp =
�Z b

a

jf(t)jp dt
� 1

p

<1

2) l�espace L1(
) est l�espace de Banach muni de la norme :

kfk1 = inf fM � 0 : jf(t)j �M p.p sur 
g:

1.1.7 Espacse dse fonctions continues et absolument continues

Dé�nition 1.15 [Kilbas et al., 2006]

Soit 
 = [a; b] un intervalle �ni de R et n 2 N: On désigne par Cn(
) l�espace des fonctions

f qui ont leurs dérivées d�ordre inférieur ou égale à n continues sur 
, muni de la norme :

kfkCn(
) =
nX
k=0



f (k)


C(
)

=
nX
k=0

max
t2


��f (k)(t)�� ; n 2 N:
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En particulier si n = 0, C0(
) = C(
) l�espace des fonctions f continues sur 
 muni de la

norme :

kfkC(
) = maxt2

jf(t)j :

Dé�nition 1.16 [Kilbas et al., 2006]

Soit 
 = [a; b] un intervalle �ni de R. On désigne par AC(
) l�espace des fonctions f primitives

des fonctions intégrables, c�est-à-dire :

AC(
) =

�
f = 9 � 2 L1(
) : f(t) = c+

Z t

0

�(s)ds;8t 2 [a; b]
�

et on appelleAC(
) l�espace des fonctions absolument continues sur


Dé�nition 1.17 [Kilbas et al., 2006]

Pour n 2 N� on désigne par Cn� (
) l�espace des fonctions f qui ont des dérivées continues sur


 jusqu�à l�ordre (n� 1) et telles que f (n�1) 2 AC(
) c�est-à-dire :

ACn(
) =
�
f : 
! C; f (k) 2 C(
); k 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g; f (n�1) 2 AC(
)

	
En particulier AC1(
) = AC(
):

Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1 [Kilbas et al., 2006]

Une fonction f 2 ACn(
), n 2 N�, si et seulement si elle est représentée sous la forme :

f(t) =
1

(n� 1)!

Z t

a

(t� �)n�1f (n)(�)d� +
nX
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k;8t 2 [a; b]

1.2 Fonctions spéci�ques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette partie, nous présentons les fonctions Gamma, Bêta et l�exponentielle de Mittag-

Le­ er. Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire et ses

application.
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1.2.1 La fonction Gamma

Dé�nition 1.18 [Podlubny, 1999]

Pour z 2 C tel que Re(z) > 0. La fonction Gamma �(z) est dé�nie par l�intégrale sui-

vante :

�(z) =

Z +1

0

e�t tz�1dt; z > 0 (1.1)

avec �(1) = 1; �(0+) = +1; �(z) est une fonction monotone et strictement décroissante

pour 0 < z � 1:

Une propriété importante de la fonction Gamma �(z) est la relation de récurrence suivante :

�(z + 1) = z�(z) ; Re(z) > 0 (1.2)

qu�on peut la démontrer par une intégration par parties

�(z + 1) =
�
�e�ttz

�t=+1
t=0

+ z

Z +1

0

e�t tz�1dt

= z

Z +1

0

e�t tz�1dt

= z�(z)

La fonction Gamma d�Euler généralise la factorielle car �(n + 1) = n!;8n 2 N; en e¤et

�(1) = 1 et en utilisant la relation (1:2) nous obtenons :

�(2) = 1:�(1) = 1

�(3) = 2:�(2) = 2:1! = 2!

�(4) = 3:�(3) = 3:2! = 3!

...

�(n+ 1) = n�(n) = n(n� 1)! = n! (1.3)

Nous montrons maintenant que �
�
1

2

�
=
p
�:

16
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De la dé�nition (1:1) nous avons

�

�
1

2

�
=

Z +1

0

t�
1
2 e�tdt:

Si nous posons t = y2 , alors dt = 2ydy; et nous obtenons maintenant

�

�
1

2

�
= 2

Z +1

0

e�y
2

dy: (1.4)

De façon équivalent, on peut écrire

�

�
1

2

�
= 2

Z +1

0

e�x
2

dx: (1.5)

Si nous multiplions ensemble (1:4) et (1:5) nous obtenons :

�
�

�
1

2

��2
= 4

Z +1

0

Z +1

0

e�(x
2+y2)dxdy: (1.6)

L�équation (1:6) est une intégrale double, qui peut être en coordonnées polaires pour obtenir

�
�

�
1

2

��2
= 4

Z �
2

0

Z +1

0

e�r
2

drd� = �: (1.7)

Ainsi, �
�
1

2

�
=
p
� .

L�équation fonctionnelle (1:2) entraine pour les entiers relatifs n

�

�
n+

1

2

�
=
1:3:5:::(2n� 1)

2n
p
�;

�

�
n+

1

3

�
=
1:4:7:::(3n� 2)

3n
�

�
1

3

�
;

�

�
n+

1

4

�
=
1:5:9:::(4n� 3)

4n
�

�
1

4

�
;

17
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et pour les valeurs négatives,

�

�
�n+ 1

2

�
=

(�1)n2n
1:3:5:::(2n� 1)

p
�:

Aucune expression de base est connue pour �
�
1
3

�
ou �

�
1
4

�
, mais il a été prouvé que ces

chi¤res sont transcendantales (respectivement par Le Lionnais en 1983 et Chudnovsky en 1984).

Maximum de chi¤res, les valeurs numériques de certaines de ces constantes sont :

�

�
1

2

�
= 1:77245385090551602729816748334114518279754945612238:::

�

�
1

3

�
= 2:67893853470774763365569294097467764412868937795730:::

�

�
1

4

�
= 3:62560990822190831193068515586767200299516768288006:::

�

�
1

5

�
= 4:590843711998803053200475827592915200343410999829340:::

Graphe(1.1)-Courbe représentative de la fonction Gamma
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1.2.2 la fonction Bêta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un rôle

important quand elle est combinée avec la fonction Gamma.

Dé�nition 1.19 [Podlubny, 1999]

La fonction Bêta est un type d�intégrale d�Euler dé�nie pour des nombre complexes z et !

par :

B(z; !) =

Z 1

0

tz�1(1� t)w�1dt; 8(z; !) � C2 Re(z) > 0 , Re(!) > 0: (1.8)

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

B(z; !) =
�(z)�(!)

�(z + !)
; Re(z) > 0, Re(!) > 0: (1.9)

il s�ensuit de (1:9) que :

B(z; !) = B(!; z); Re(z) > 0, Re(!) > 0:

il est symétrique

1.2.3 la fonction Mittag-Le­ er

La fonction Mittag-Le­ er joue un rôle très important dans la théorie des équations di¤éren-

tielles d�ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans la recherche des solutions des équations

di¤érentielles d�ordre fractionnaire, cette fonction à été introduite par G .M. Mittag-Le­ er [Mit-

tagLe­ er, 1905].

Dé�nition 1.20 [Podlubny, 1999]

Pour z 2 C, la fonction de Mittag-Le­ er E�(z) est dé�nie comme suit :

E�(z) =
1X
n=0

zn

�(�n+ 1)
, (� > 0, z 2 C) : (1.10)
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En particulier :

E1(z) = ez, E2(z) = cosh(
p
z) , (1.11)

E2(z
2) =

1X
n=0

z2n

�(2n+ 1)
=

1X
n=0

z2n

(2n)!
= cosh(z); (1.12)

E2(�z2) = cos(z). (1.13)

La fonction Mittag-Le­ er à deux paramètres, joue un rôle très important dans la théorie du

calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953 - 1954 et elle

est dé�nie par un développement en serie suivant :

E�;�(z) =
1X
n=0

zn

�(�n+ �)
, � > 0, � > 0: (1.14)

A partir de la relation (1:14), on trouve les relations suivantes

E�;1(z) =
1X
n=0

zn

�(�n+ 1)
= E�(z);

E1;1(z) =
1X
n=0

zn

�(n+ 1)
=

1X
n=0

zn

n!
= ez;

E1;2(z) =
1X
n=0

zn

�(n+ 2)
=

1X
n=0

zn

(n+ 1)!
=
1

z

1X
n=0

zn+1

(n+ 1)!
=
ez � 1
z

;

E1;3(z) =
1X
n=0

zn

�(n+ 3)
=

1X
n=0

zn

(n+ 2)!
=
1

z2

1X
n=0

zn+2

(n+ 2)!
=
ez � 1� z

z2

et en général

E1;p(z) =
1

zp�1

(
ez �

p�2X
n=0

zn

n!

)
:

Les cosinus et les sinus hyperboliques sont aussi des cas particuliers de la fonction Mittag-

Le­ er (1:10) :

E2:1(z
2) =

1X
n=0

z2n

�(2n+ 1)
=

1X
n=0

z2n

(2n)!
= cosh(z);
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E2:2(z
2) =

1X
n=0

z2n

�(2n+ 2)
=

1X
n=0

z2n

(2n+ 1)!
=
sinh(z)

z
:

Pour les équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire, la fonction de Mittag-Le­ er joue le

même rôle que la fonction exponentielle. Les deux �gure ci-dessous montrent le comportement de

la fonction de Mittag-Le­ er à un seul pramètre pour di¤érentes valeurs de � et à deux paramètres

pour di¤érentes valeurs de � et �.

Graphe(1.2)- la fonction de Mittag-Le­ er à un seul paramètre

Graphe(1.3)- la fonction de Mittag-Le­ er à deux paramètres
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1.3 Rappels de quelques inégalités utiles

Pour obtenir les estimations à priori, nous avons besoin des quelques inégalités auxiliaires.

1.3.1 Inégalité de Young

Soit p; q deux nombres réels strictement positifs vérifant 1
p
+ 1

q
= 1;

alors : 8 (a; b) 2 R2+
jabj � jaj

p

p
+
jbjq

q

1.3.2 Inégalité de Young avec "

Pour p = 2; q = 2:

Soit " un nombre strictement positif, alors 8(a; b) 2 R2

jabj � " jaj2 + jbj
2

4"

1.3.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

8 (f; g) 2 L2(
)� L2(
); on a

Z



jf(t)g(t)j dt �
�Z




(f(t))2dt

� 1
2
�Z




(g(t))2dt

� 1
2

:

où

kfgkL1(
) = kfkL2(
) kgkL2(
)

1.3.4 Inégalité de Cauchy

8 (a; b) 2 R2

jabj � 1
2
a2 +

1

2
b2
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1.3.5 Inégalité de Cauchy avec "

Soit " un nombre strictement positif, alors 8 (a; b) 2 R2

jabj � "

2
a2 +

1

2"
b2

1.3.6 Inégalité de Hölder

8 (f; g) 2 Lp(
)� Lq(
); Alors f:g 2 L1 et

Z



jf(t)g(t)dtj �
�Z




(f(t))pdt

� 1
p
�Z




(g(t))qdt

� 1
q

:

où : p; q sont strictement positifs telle que 1
p
+ 1

q
= 1:

Lemme 1.2 [Inégalité de type Poincaré]

Pour m 2 N, on a l�estimation



F2mx v


2
L2(0;A)

�
�
A

2

�2m
k v k2L2(0;A)

où

F2mx v =

Z x

0

Z �1

0

:::

Z �2m�1

0

v(�; t)d�d�2m�1:::d�1 =

Z x

0

(x� �)2m�1
(2m� 1)! v(�; t)d�:

Lemme 1.3 [Alikhanov,A.A]

Pour toute fonction J(s) absolument continue sur l�intervalle [0; T ], on a l�inégalité suivante :

J(s)@�s J(s) �
1

2
@�s J

2(s); 0 < � < 1:

Lemme 1.4 [Ladyzhenskaya.O.A]

Soit �(t) non négatif et absolument continu sur [0; T ] et pour tout t 2 [0; T ], satisfait l�inégalité

d�

dt
� C(t)�(t) +B(t);
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où les fonctions C(t) et B(t) sont sommables et non négatives sur [0; T ]. Alors,

�(t) � e
R t
0 C(�)d�

�
�(0) +

Z t

0

B(�)e
R �
0 C(�)d�d�

�
� e

R t
0 C(�)d�

�
�(0) +

Z t

0

B(�)d�

�
:

Le lemme (1:4)[Alikhanov,A.A] peut être généralisé comme.

Lemme 1.5 [Alikhanov,A.A]

Soit une fonction absolument continue non négative Z(t) satisfaire l�inégalité

@�t Z(t) � c1Z(t) + c2(t); 0 < � < 1;

pour tout t 2 [0; T ], où c1 est une constante positive et c2(t) est une fonction non négative

intégrable sur [0; T ]. Alors,

Z(t) � Z(0)E�(c1t
�) + �(�)E�;�(c1t

�)D��
t c2(t);

où

E�(x) =
1X
n=0

xn

�(�n+ 1)
et E�;��(x) =

1X
n=0

xn

�(�n+ ��)

sont des fonctions de Mittag �Le­ er.

1.4 Lemme de Gronwall

La forme standard du lemme de Gronwall-Bellman est donnée dans le lemme suivant :

Lemme 1.6 [Gronwall-Bellman]

Soient f(t) � 0; h(t) � 0 et k(t) � 0 des fonctions intégrables et dé�niées sur l�intervalle [a; b]

si f(t) satisfait :

f(t) � h(t) +

Z t

0

k(t)f(t)dt; 8t 2 [a; b]
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alors on a :

f(t) � h(t) +

Z t

a

h(s)k(s) exp

�Z t

s

k(�)d�

�
ds; 8t 2 [a; b]

en particulier si k(t) est constante et h(t) est non décroissante, Alors :

f(t) � h(t) exp(ct); 8t 2 [a; b]
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Chapitre 2

Dérivée et Intégrale fractionnaire

Le calcul fractionnaire a 300 ans d�existence mathématique, tout le long de ces années,
connaissait les contributions de nombreux mathématiciens qui ont donné plusieurs approches et

dé�nitions.

Dans ce chapitre nous abordons un aperçu sur le calcul fractionnaire. on se restreindre à

deux approches seulement des dérivées fractionnaires les plus populaires et les plus pratiques (de

Riemann Liouville et celle de Caputo) ainsi queleus propriétés.

Sommaire
2.1 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a; b]

2.2 Intégrales d�ordre arbitraire

2.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

2.4 Intégrales fractionnaires de quelques fonctions usuelles

2.5 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

2.6 Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

2.7 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

2.8 Intégrales et dérivées de quelques fonctions usuelles (résultats)

2.9 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2.10 Dérivées de quelques fonctions usuelles au sens de Caputo
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2.11 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de Caputo

2.12 Relation entre l�approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo

1.13 Composition avec l�opérateur d�intégrations fractionnaire

2.14 Comparaison entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et la dérivée au sens de Caputo
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2.1 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a; b]

Soit f une fonction continue sur l�intervalle [a; b], on considère l�intégrale :

I(1)f(x) =

Z x

a

f(t)dt

I(2)f(x) =

Z x

a

dt

Z t

a

f(u) du

En permutant l�ordre d�intégration, on obtient :

I(2)f(x) =

Z x

a

(x� t)f(t)dt

Plus généralement le nieme itéré de l�opérateur I peut s�écrire sous la forme :

I(n)f(x) =

Z x

a

dx1

Z x

a

dx2:::

Z xn�1

a

f(xn)dxn

I(n)f(x) =
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)(n�1)f(t)dt: (2.1)

pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la

fonction Gamma :

(n � 1)! = �(n), Riemann a rendu compte que le second membre de (2:1) pourrait avoir un

sens même quand n prenant une valeur non-entière, il était naturel donc de dé�nir l�intégration

fractionnaire .

2.2 Intégrales d�ordre arbitraire

Soit f : [a; b]! R une fonction continue, b pouvant être �ni ou in�ni.

Une primitive de f est donnée par l�expression

(I1af)(t) =

Z t

a

f(�)d� :

28



Dérivée et Intégrale Fractionnaire Département de Mathématiques

Pour une primitive seconde on aura

(I2af)(t) =

Z t

a

�Z s

a

f(t)dt

�
ds:

Le théorème de Fubini, nous donne

(I2af)(t) =

Z t

a

(t� �)f(�)d� ;

en itérant, on arrive à

(Ina f)(t) =

Z t

a

(t� �)n�1
(n� 1)! f(�)d� :

2.3 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 2.1 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006]

Soit f 2 L1([a; b]). L�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f d�ordre

� 2 C (Re(�) > 0) notée I�a est dé�nie par :

I�a f(t) =
1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1f(�)d� ; t � 0, (2.2)

où �(�) est la fonction Gamma donnée par (1:1):

Théorème 2.1 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006]

Si f 2 L1([a; b]), alors I�f existe pour presque tout t 2 [a; b] et de plus I�a f 2 L1([a; b]):

Démonstration : En introduisant (2:2) puis an utilisant le théorème de Fubini, on trouve :

Z b

a

jI�a f(t)jdt �
1

�(�)

Z b

a

Z t

a

(t� �)��1jf(�)jd�dt

� 1

�(�)

Z b

a

jf(�)j
�Z b

�

(t� �)��1dt
�
d�
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� 1

��(�)

Z b

a

jf(�)j(b� �)�d�

� b�

�(�+ 1)

Z b

a

jf(�)jd� :

Puisque f 2 L1([a; b]) la dernière quantité est �ni, ce qui établit le résultat.

2.4 Intégrales fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Soit la fonction f(t) = (t� a)� où � > �1:

I�a (t� a)� =
1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1(� � a)�d� :

Pour évaleur cette intégrale on e¤ectue le chengment de variable � = a+ (t� a)s

I�a (t� a)� =
1

�(�)
(t� a)�+�

Z 1

0

(1� s)��1s�ds

=
1

�(�)
(t� a)�+�B(�; � + 1)

=
1

�(�)
(t� a)�+� � �(�)�(� + 1)

�(� + 1 + �)

I�a (t� a)� =
�(� + 1)

�(�+ � + 1)
(t� a)�+�: (2.3)

La relation (2:3) montre que l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre �

d�une constante est donnée par :

R
aD

��
t C = I�aC =

C

�(�+ 1)
(t� a)�:
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Et en particulier, Si � = 1
2
;

R
aD

� 1
2

t x0 =
�(1)

�(3
2
)
x
1
2 = 2

r
x

�

R
aD

� 1
2

t x1 =
�(2)

�(5
2
)
x
3
2 =

4

3

r
x3

�

R
aD

� 1
2

t x2 =
�(3)

�(7
2
)
x
5
2 =

16

15

r
x5

�
:

Proposition 2.1

Soient � et � deux nombres complexes et f 2 C0([a; b]):

i) I�a (I
�
a ) = I�+�a f; (Re(�) > 0; (Re(�) > 0) (2.4)

ii)
d

dt
(I�a f) (t) = (I

��1
a f)(t); (Re(�) > 1) (2.5)

iii) lim
�!!0+

(I�a f)(t) = f(t); (Re(�) > 0 ) (2.6)

Preuve

i) Pour la demonstration on utilise la fonction Bêta d�Euler. En e¤et :

[I�a (I
�
a f)](t) =

1

�(�)

Z t

a

(t� s)��1(I�a f)(s)ds

=
1

�(�)�(�)

Z t

a

Z s

a

(t� s)��1(s� �)��1f(�)d�ds;

en utilisant le théorème de Fubini, on pourra permuter l�ordre d�intégration et on obtient :

[I�a (I
�
a f)](t) =

1

�(�)�(�)

Z t

a

f(�)

�Z t

�

(t� s)��1(s� �)��1ds
�
d� :

31



Dérivée et Intégrale Fractionnaire Département de Mathématiques

Le changement de variable s = � + (t� �)�, nous donne :

Z t

�

(t� s)��1(s� �)��1ds = (t� �)�+��1
Z 1

0

(1� �)��1���1d�

= (t� �)�+��1�(�)�(�)
�(�+ �)

:

D�où

[I�a (I
�
a f)](t) =

1

�(�+ �)

Z t

a

f(�)(t� �)�+��1d� = (I�+�� f)(t):

ii) Pour justi�er la deuxième identité on utilise les théorèmes classiques de dérivation d�une

intégrale dépendant d�un paramètre et la relation fondamentale de la fonction Gamma d�Euler :

�(�) = (�� 1)�(�� 1):

iii) Pour la dernière identité, on considère la fonction f 2 C0([a; b]); on a

(I�a f)(t) =
1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1f(�)d� :

De la relation (2:3) on peut écrire :

(I�a 1)(t) =
(t� �)�
�(�+ 1)

! 1 quand �! 0+:

Donc����(I�a f)(t)� (t� �)�
�(�+ 1)

f(t)

���� =

���� 1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1f(�)d� � 1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1f(t)d�
����(2.7)

� 1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1jf(�)� f(t)jd�

=
1

�(�)

Z t��

a

(t� �)��1jf(�)� f(t)jd�

+
1

�(�)

Z t

t��
(t� �)��1jf(�)� f(t)jd� :
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D�une part, on a f est continue sur [a; b] qui nous permet d�écrire :

8t; � 2 [a; b]; 8" > 0; 9 � > 0 : j� � tj < � ) jf(�)� f(t)j < ";

ce qui entraine :

Z t

t��
(t� �)��1jf(�)� f(t)jd� � "

Z t

t��
(t� �)��1d� = "��

�
(2.8)

D�autre part,

1

�(�)

Z t��

a

(t� �)��1jf(�)� f(t)jd� � 1

�(�)

Z t��

a

(t� �)��1(jf(�)j+ jf(t)j)d� (2.9)

� 2 sup
�2[a;t]

jf(�)j
Z t��

a

(t� �)��1d� ; 8t 2 [a; b]

= 2M

�
(t� a)�

�
� ��

�

�
; o�u M = sup

�2[a;t]
jf(�)j

Une combinaison de (2:7), (2:8) et (2:9) nous donne :����(I�a f)(t)� (t� �)�
�(�+ 1)

f(t)

���� � 1

��(�)
["�� + 2M((t� a)� � ��)]

=
1

�(�+ 1)
["�� + 2M((t� a)� � ��)];

en faisant tendre � vers 0+, on obtient :

lim
�!0+

����(I�a f)(t)� (t� �)�
�(�+ 1)

f(t)

���� � "

autrement dit : ���� lim�!0+
(I�a f)(t)� f(t)

���� � "; 8" > 0;

c�est-à-dire que :

lim
�!0+

(I�a f)(t) = f(t)
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Proposition 2.2 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006]

Soient �; � 2 C (Re(�) > 0;Re(�) > 0), pour toute fonction f 2 L1([a; b]);

on a :

I�a
�
I�a f(t)

�
= I�+�a f(t) = I�a (I

�
a f(t));

pour presque tout t 2 [a; b]. Si de plus f 2 C([a; b]); alors cette identité est vraie 8t 2 [a; b].

Démonstration : Supposons d�abord que f 2 L1([a; b]); on a :

I�a
�
I�a f(t)

�
=

1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1I�a f(�)d�

=
1

�(�)�(�)

Z t

a

(t� �)��1
Z t

a

(� � �)��1f(�)d�d� :

D�après le théorème (2:1), les intégrale �gurant dans l�égalité précédente existent pour presque

tout t 2 [a; b]; et le théorème de Fubini permet donc d�établir

I�a
�
I�a f(t)

�
=

1

�(�)�(�)

Z t

a

�Z t

�

(t� �)��1(� � �)��1d�
�
f(�)d�:

En e¤ectuant le changement de variable � = � + (t� �)s;

où s = 0 quand � = � et s = 1 quand � = t et d� = (t� �)ds, on obtient :

I�a
�
I�a f(t)

�
=

1

�(�)�(�)

Z t

a

(t� �)�+��1
�Z 1

a

(1� s)��1s��1ds
�
f(�)d�:

En�n, en tenant compte de la dé�nition de la fonction Bêta (1:8) puis de la relation (1:9), on

obtient :

I�a
�
I�a f(t)

�
=

1

�(�+ �)

Z t

a

(t� �)�+��1f(�)d� =
�
I�+�a f

�
(t):

Supposons maintenant que f 2 C([a; b]); alors (d�après les théorèmes sur les intégrales dé-

pendant de paramètres ) I�a f 2 C([a; b]), et par suite I�+�a f; I�a I
�f 2 C([a; b]):

Ainsi, d�après ce qui précède, les deux fonctions continues I�+�a f; I�a I
�
a f coïncident presque

partout sur [a; b], elles doivent donc coïncider partout sur [a; b]:
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Le théorème suivant fournit un résultat concernant l�inversion de la limite et de l�intégrale

fractionnaire.

2.5 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 2.2 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006]

Soit f 2 L1([a; b]); une fonction intégrable sur [a; b], la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville de la fonction f d�ordre � 2 C (Re(�) > 0) notée RaD�
t f est dé�nie par :

R
aD

�
t f(t) = DnIn��a f(t) (2.10)

=

�
d

dt

�n �
In��a f(t)

�
=

1

�(n� �)

�
d

dt

�n Z t

a

(t� �)n���1f(�)d� ;8t 2 [a; b]:

où n� 1 < [Re(�)] < n, et [Re(�)] est la partie entière de Re(�):

En particulier, si � = 0, alors

R
aD

0
t f(t) =

1

�(1)

�
d

dt

�Z t

a

f(�)d� = f(t):

Si � = n 2 N; alors

R
aD

n
t f(t) =

1

�(1)

�
dn+1

dtn+1

�Z t

a

f(�)d� =
dn

dtn
f(t) = f (n)(t);8t 2 [a; b]

Par suite la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide avec la dérivée clas-

sique pour � 2 N.

Si de plus 0 < � < 1, alors n = 1, d�où

R
aD

�
t f(t) =

1

�(1� �)
d

dt

Z t

a

(t� �)��f(�)d� ;8t 2 [a; b]:
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2.6 Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

Calculons la dérivée de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = (t� a)�:

En utilisant (2:3) on peut écrire

R
aD

�
t (t� a)� =

�
d

dt

�n �
�(� + 1)

�(� + 1 + n� �)(t� a)
�+n��

�
; (2.11)

=
�(� + 1)

�(� + 1 + n� �)

�
d

dt

�n
(t� a)�+n��;

on sait que

�
d

dt

�n
(t� a)�+n�� = (� + n� �)(� + n� �� 1):::(� � �+ 1)(t� a)��� (2.12)

Par substitution de (2:10) dans (2:11) on obtient :

R
aD

�
t (t� a)� =

�(� + 1)(� + n� �)(� + n� �� 1):::(� � �+ 1)
�(� + 1 + n� �) (t� a)��� (2.13)

=
�(� + 1)(� + n� �)(� + n� �� 1):::(� � �+ 1)

(� + n� �)(� + n� �� 1):::(� � �+ 1)�(� � �+ 1)

=
�(� + 1)

�(� � �+ 1)(t� a)
���:

Remarque 2.1

i) La formule de dérivation (2:13) se réduit pour � = 1 à

R
aD

�
t (t� a)� =

�(� + 1)

�(� � �+ 1)(t� a)
��� = �(t� a)��1 = d

dt
(t� a)�: (2.14)

ii) Si on prend � = 0 dans l�exemple précédent, on on arrive au résultat suivant :

R
aD

�
t 1 =

(t� a)��
�(1� �) ;

c�est-à-dire que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d�une constante n�est pas nulle
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ni constante mais on a
R
aD

�
t C =

C

�(1� �)(t� a)
��:

2.7 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville

L�opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possède les propriétés résumées dans

les propositions suivantes :

Proposition 2.3 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006]

Pour n� 1 < � � n; m� 1 < � � m, on a :

1) L�opérateur de Riemann-Liouville est linéaire

R
aD

�
t (�f + g)(t) = �(RaD

�
t f)(t) + (

R
aD

�
t g)(t); � 2 R:

2) En général
R
aD

�
t (
R
aD

�
t f(t)) 6=Ra D

�
t (
R
aD

�
t f(t)):

Démonstration : 1) Soit f; g 2 L1([a; b]); � 2 R on a :

R
aD

�
t (�f + g)(t) = DnIn��a (�f(t) + g(t))

= �DnIn��a ((f + g)(t)):

Comme la dérivée nieme et l�intégrale sont linéaires alors :

R
aD

�
t (�f + g)(t) = �DnIn��a If(t) +DnIn��a g(t)

= �(RaD
�
t f)(t) + (

R
aD

�
t g)(t):

2) on a :

R
aD

�
t (
R
aD

�
t f(t)) =

R
a D

�+�
t f(t)�

n�1X
k=0

R
aD

��k
t f(a)

(t� a)���k
�(1� �� k) ;
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et
R
aD

�
t (D

�f(t)) =Ra D
�+�
t f(t)�

n�1X
k=0

R
aD

��k
t f(a)

(t� a)���k
�(1� � � k)

Par suite les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que si � = �

et RaD
��k
t f(a) = 0;pour tout k = 1; 2; :::; n ,

et RaD
��k
t f(a) = 0; pour tout k = 1; 2; :::;m:

Ce qui complète la preuve.

Proposition 2.4 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006]

Soient �; � > 0 telle que n� 1 < � � n; m �1 < � � m telle que n;m 2 N�

1) Pour f 2 L1([a; b]), l�égalité :

R
aD

�
t (I

�
a f(t)) = f(t);

est vraie pour presque tout t 2 [a; b]:

2) Si � > � > 0; alors pour f 2 L1([a; b]); la relation :

R
aD

�
t (I

�
a f(t)) = I���a f(t);

est vraie pour presque tout t 2 [a; b]:

En particulier, lorsque � = k 2 N et � > |; alors :

R
aD

k
t (I

�
a f(t)) = I��ka f(t)

3) Si � � � > 0; et la dérivée fractionnaire RaD
���
t f existe, alors on a :

R
aD

�
t (I

�
a f(t)) = I���a f(t):

4) Pour � > 0; k 2 N�: Si les dérivées fractionnaires RaD�
t f ,

R
aD

k+�
t f existent, alors on a :

R
aD

k
t (
R
aD

�
t f(t)) =

R
a D

k+�
t f(t):
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Démonstration : 1) En utilisant (2:10) et la Proposition (2:1), on a pour n = [�] + 1

R
aD

�
t (I

�
a f(t)) = DnIn��a I�a f(t) = f(t); p.p sur [a; b]:

2) D�après (2:10) et la Proposition (2:1) on obtient :

Pour � > � > 0, alors n � m, on a :

R
aD

�
t (I

�f(t)) = DnIn��a (I�a f)(t)

= Dn
�
In+���a f

�
(t)

= DnIna (I
���f)(t)

= I���a f(t)

3) Pour � � � > 0;on a :

R
aD

�
t (I

�f(t)) = DmIm��a (I�a f)(t)

= Dm
�
Im�(���)a

�
f(t)

= D���
a f(t)

existe pour i� 1 � � � � � i et i � m

4) On a pour � > 0; k 2 N�

R
aD

k
t (
R
aD

�
t f(t)) = Dk DnIn��a f(t)

= Dk+nIn��+k�ka f(t)

= Dk+nIk+n�(k+�)a f(t)

= R
aD

k+�
t f(t)

Ceci complète la preuve.
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Dé�nition 2.3 [Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche]

8t > a; R
aD

��
t f(t) =

1

�(�)

Z t

a

(t� �)��1f(�)d�

Dé�nition 2.4 [Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche]

8t > a; R
aD

�
t f(t) =

1

�(n� �)

�
d

dt

�n Z t

a

(t� �)n���1f(�)d�

Les deux dé�nitions précédentes utilisent le passé de f , c�est-à-dire les valeurs de f(�) pour

a < � < t. Nous pouvons dé�nir des opérateurs similaires, qui utilisent le futur de f , c�est-à-dire

les valeurs de f(�) pour t < � < b. On dé�nit ensuite les deux opérateurs suivants :

Dé�nition 2.5 [Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite]

8t < b; R
t D

��
b f(t) =

1

�(�)

Z b

t

(t� �)��1f(�)d�

Dé�nition 2.6 [Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à droite]

8t < b; R
t D

�
b f(t) =

1

�(n� �)

�
� d

dt

�n Z b

t

(t� �)n���1f(�)d� :

Notons bien que f est une fonction telle que RaD
�
t f(t),

R
t D

�
b f(t) sont dé�nies.

Graphe(2,1)-Les dérivées à droite et à gauche de f(x)
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2.8 Intégrales et dérivées de quelques fonctions usuelles

(résultats)

f(t) aI
�
t aD

�
t Spéci�cation

(t� a)� �(�+1)
�(�+�+1)

(t� a)�+� �(�+1)
�(���+1)(t� a)

��� a 2 R; � > 0; � > �1

t� �(�+1)
�(�+�+1)

t�+� �(�+1)
�(���+1)t

��� a = 0; � > 0; � > �1

C C
�(�+1)

(t� a)� C
�(1��)(t� a)

�� a 2 R; � > 0; C 2 R

exp(kt) k�� exp(kt) k� exp(kt) a = �1; a > 0; k > 0

2.9 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a jouer un rôle important

dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs dont Caputo (1967-1969) ont

rendu compte que cette dé�nition doit être révisé [Caputo, 1967], car les problémes appliqués en

viscoélasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions initiales physique-

ment interprétables par des dérivées classiques comme par exemple u(0); u0(0),... ect, ce qui n�est

pas le cas dans la modélisation par l�approche de Riemann-Liouville qui exige la connaissance

des conditions initiales des dérivées fractionnaires. Malgré le fait que les problémes aux valeurs

initiales avec de telles conditions initiales peuvent etre résolus mathématiquement, la solution

de ce probléme a été proposée par M.Caputo dans sa dé�nition qu�il a adapté avec F. Mainardi

dans la structure de la théorie de viscoélasticité [Caputo et Mainardi, 1971]. Dans cette partie on

donne la dé�nition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ainsi que quelques propriétés

essentielles. Soit [a; b] un intervalle �ni de R, et soit I�a , aD�
t les opérateurs d�intégration et de

dérivation fractionnaires donnés par (2:10) et (2:14) respectivement.
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Dé�nition 2.7 [Kilbas et al., 2006]

La dérivée fractionnaire de Caputo CaD
�
t f(t) d�ordre � 2 C (Re(�) � 0), sur l�intervalle [a; b]

est dé�nie par l�intermdiaire de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville par :

C
aD

�
t f(t) =

R
a D

�
t

 
f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k

!
; (2.15)

où

n = [Re(�)] + 1 pour � =2 N; n = � pour � 2 N: (2.16)

Si � = 0; alors :
C
aD

0
t f(t) = f(t):

En particulier, lorsque 0 < Re(�) < 1, la relation (2:15) prend la forme :

C
aD

�
t f(t) =

R
a D

�
t [f(t)� f(a)]:

La dérivée fractionnaire de Caputo (2:15) est dé�nie pour les fonctions f(t) pour lesquelles la

dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville existe en particulier, elle est dé�nie pour les fonctions

f 2 ACn([a; b]). On a le théorème suivant :

Théorème 2.2 [Kilbas et al., 2006]

Soit Re(�) � 0 et soit n donné par (2:16). Si f 2 ACn([a; b]), alors la dérivée fractionnaire

de Caputo C
aD

�
t f(t) existe presque partout sur [a; b].

1. Si � =2 N; alors CaD�
t f(t) est donnée par :

C
aD

�
t f(t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1f (n)(�)d� ;8t 2 [a; b] (2.17)

= In��a Dnf(t):
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En particulier, lorsque 0 < Re(�) < 1 et f 2 AC([a; b]), alors :

C
aD

�
t f(t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)��f 0(�)d� ;8t 2 [a; b] (2.18)

= I1��a f 0(t):

2. Si � 2 N, alors :
C
aD

�
t f(t) = f (n)(t):

Démonstration : D�aprés les Dé�nitions (2:2) et (2:7) on a :

C
aD

�
t f(t) =

R
a D

�
t

 
f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k

!

= DnIn��a

 
f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k

!
:

Par :

R
aD

�
t f(t) = DnIn��a f(t)

=
1

�(n� �)

�
d

dt

�n Z t

a

(t� �)n���1f(�)d� ; t > 0:

On pose :

F (t) = In��a

 
f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k

!
:

D�aprés (2:2) on a :

F (t) =
1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1
 
f(�)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(� � a)k

!
d� :

En intégrant par partie, on aura :

F (t) =
1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1
 
f(�)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(� � a)k

!
d�
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=
1

�(n� �)

"
�(t� �)

n��

n� �

 
f(�)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(� � a)k

!
d�

#�=t
�=a

+
1

�(n� �)

"Z t

a

(t� �)n��
n� � D

 
f(�)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(� � a)k

!
d�

#

=
1

�(n� �+ 1)

Z t

a

(t� �)n��+1�1D
 
f(�)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(� � a)k

!
d�

= In��+1a D

 
f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k

!
:

En répétant ce procédé n fois, on trouve :

F (t) = In��+na Dn

 
f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k

!

= Ina I
n��
a Dn

 
f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k

!
:

Or
Pn�1

k=0
f (k)(a)
k!
(t� a)k est un polunôme de degré n� 1, par conséquent

F (t) = Ina I
n��
a Dnf(t):

Ainsi,

C
aD

�
t f(t) = DnF (t)

= DnIna I
n��
a Dnf(t)

= In��a Dnf(t)

=
1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1f (n)(�)d� :

Ceci complète la preuve.

Théorème 2.3 [Kilbas et al.,2006]

Soit Re(�) � 0 et soit n donnée par (2:16) et f 2 Cn([a; b]).Alors la dérivée fractionnaire de
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Caputo C
aD

�
t f(t) est continue sur [a; b].

1. Si � =2 N; alors CaD�
t f(t) est donnée par (2:17). En particulier, elle prend la forme (2:18)

pour 0 < � < 1:

2. Si � 2 N; alors :
C
aD

�
t f(t) = f (n)(t):

2.10 Dérivées de quelques fonctions usuelles au sens de

Caputo

� la dérivée de la fonction f(t) = (t� a)�

Soient n un nombre entier et p un nombre non entier avec 0 � n� 1 < � < n et � > n� 1.

Alors

f (n)(�) =
�(�+ 1)

�(�� n+ 1)(� � a)
��n;

d�où
C
aD

�
t (t� a)� =

�(� + 1)

�(n� �)�(� � n+ 1)

Z t

a

(t� �)n���1(� � a)��nd� :

En e¤ectuant le changement de variables � = a+ s(t� a) nous arrivons à :

C
aD

�
t (t� a)� =

�(� + 1)

�(n� �)�(� � n+ 1)

Z t

a

(t� �)n���1(� � a)��nd�

=
�(� + 1)

�(n� �)�(� � n+ 1)(t� a)
���

Z 1

0

(1� s)n���1s��nds

=
�(� + 1)�(n� �; � � n+ 1)

�(n� �)�(� � n+ 1)�(� � �+ 1)(t� a)
���

=
�(� + 1)�(n� �)�(� � n+ 1)

�(n� �)�(� � n+ 1)�(� � �+ 1)(t� a)
���

=
�(� + 1)

�(� � �+ 1)(t� a)
���:
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� La dérivée d�une fonction constante

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�une fonction constante est nulle, autrement dit :

C
aD

�
t C = 0:

2.11 Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au

sens de Caputo

Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo, ont les propriétés résumées dans les propositions

suivantes :

Proposition 2.5 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006]

1. Soit � 2 C tels que n�1 < Re(�) < n, n 2 N� et soient les deux fonctions f(t) et g(t) telles

que CaD
�
t f(t) et

C
aD

�
t g(t) existent. La dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur

linéaire :

C
aD

�
t (�f + g)(t) = �(CaD

�
t f)(t) + (

C
aD

�
t g)(t); � 2 R:

Démonstration : On a d�après (2:17)

C
aD

�
t (�f + g)(t) = In��a Dn((�f + g)(t))

= �In��a Dn((f + g)(t)):

Comme da dérivée nieme et l�intégrale sont linéaires alors :

C
aD

�
t (�f + g)(t) = �In��a Dnf(t) + In��a Dng(t)

= �(CaD
�
t f)(t) + (

C
aD

�
t g)(t):

D�où le résultat.
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Proposition 2.6 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006]

On suppose que n� 1 < Re(�) < n; n 2 N� et soit la fonction f(t) telle que CaD�
t f(t) existe,

alors :
C
aD

�
t D

nf(t) =Ca D
�+n
t f(t) 6= Dn C

aD
�
t f(t):

2.12 Relation entre l�approche de Riemann-Liouville et

celle de Caputo

Le théorème suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle

au sens de Riemann-Liouville.

Théorème 2.4 [Podlubny, 1999],[Kilbas et al., 2006]

Soit Re(�) > 0 avec n� 1 < Re(�) < n; (n 2 N�) et soit f une fonction telle que les dérivées

fractionnaires caD
�
t f(t) et

R
aD

�
t f(t) existent alors :

C
aD

�
t f(t) =

R
a D

�
t f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

�(k � �+ 1)(t� a)
k��

Démonstration : On considére le développement limité en série de Taylor de la fonction f en

t = a

f(t) = f(a) +
f 0(a)

1!
(t� a) + f 00(a)

1!
(t� a)2 + :::+

f (n�1)(a)

(n� 1)! (t� a)
n�1 +Rn�1

=
n�1X
k=0

f (k)(a)

�(k + 1)
(t� a)k +Rn�1:

Avec

Rn�1 =

Z t

0

f (n)(�)

(n� 1)!(t� �)
n�1d� :

En utilisant les propriétés d�intégration d�ordre n, on a :

Rn�1 =
1

�(n)

Z t

a

f (n)(�)(t� �)n�1d� = Ina f
(n)(t):
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En utilisnat la linéarité de la l�opétareur de Riemann-Lioville on a :

R
aD

�
t f(t) = R

aD
�
t f

 
n�1X
k=0

f (k)(a)

�(k + 1)
(t� a)k +Rn�1

!

=

n�1X
k=0

f (k)(a)

�(k + 1)
R
aD

�
t f(t� a)k +Ra D�

t Rn�1

=

n�1X
k=0

f (k)(a)�(k + 1)

�(k � �+ 1)�(k + 1)(t� a)
k�� +Ra D

�
t fI

n
a f

(n)(t)

=
n�1X
k=0

f (k)(a)

�(k � �+ 1)(t� a)
k�� + (CaD

�
t f)(t):

Donc
C
aD

�
t f(t) =

R
a D

�
t ff(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

�(k � �+ 1)(t� a)
k��:

D�où le résultat.

Si f (k)(a) = 0 pour k = 0; 1; 2; :::; n� 1, on oura :

C
aD

�
t f(t) =

R
a D

�
t f(t):

2.13 Composition avec l�opérateur d�intégration fraction-

naire

L�opérateur de dérivée fractionnaire au sens de Caputo est un inverse à gauche de l�opérateur

d�intégration fractionnaire de Riemann-Liouville mais pas un inverse à droite car : Si f est une

fonction continue sur [a; b] on a :

C
aD

�
t (I

�
a f(t)) = f(t) et I�a (

C
aD

�
t f(t)) = f(t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)

k!
(t� a)k: (2.19)

L�avantage principal de l�approche Caputo et que les conditions initiales des équations di¤é-

rentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme comme pour
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les équations di¤érentielles d�ordre entier.

2.14 Comparaison entre la dérivée au sens de Riemann-

Liouville et la dérivée au sens de Caputo

Dans une modélisation mathématique l�utilisation des dérivées fractionnaires au sens de R-L

mène à des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées fractionnaires à la borne

inférieure de l�intervalle. Caputo a utilisé une approche pour éviter ce problème.

Pour 0 � n� 1 � � < n, et une fonction f telle que
dn

dtn
f 2 L1[a; b]; La dérivée fractionnaire

au sens de Caputo d�ordre � 2 R�+ d�une fonction f est donnée par :

C
aD

�
t f(t) =

1

�(n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 d
n

dtn
f(�)d� = In��a

�
dn

dtn
f(t)

�
;

avec n� 1 � � � n; n 2 N:

Et la relation entre les dérivés de Riemann-Liouville et Caputo est donnée comme suit :

supposons que f est fonction telle que CaD
�
t f(t);

R
aD

�
t f(t) existent, alors

C
aD

�
t f(t) =

R
a D

�
t f(t) +

n�1X
k=0

(t� a)k��
�(k � �+ 1)f

(k)(a):

Les deux dérivées sont égales dans le cas où f (k)(a) = 0 pour k = 0; 1; :::; n� 1

� L�avantage principale de l�approche de Caputo est que les conditions initiales des équation

di¤érentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme comme pour les

équations di¤érentielles d�ordre entier, c�est à dire, contient les valeurs limites des dérivées d�ordre

entier des fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

� Une autre di¤érence entre la dé�nition de Riemann et celle de Caputo est que la dérivée

d�une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville elle est
C

�(1� �)(t�a)
��:

� Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver à la dérivée fractionnaire

au sens de Caputo est également l�inverse quand on suit l�autre sens (Riemann-Liouville), c�est

à dire pour trouver la dérivée fractionnaire d�ordre � où n � 1 < � < n par l�approche de
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Riemann-Liouville, on commence d�abord par l�intégration fractionnaire d�ordre (n� �) pour la

fonction f(x) et puis on dérive le résultat obtenu à l�ordre entier m, mais pour trouver la dérivée

fractionnaire d�ordre � où n� 1 < � < n par l�approche de Caputo on commence par la dérivée

d�ordre entier m de la fonction f(x) et puis on l�intègre d�ordre fractionnaire (n� �).
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Chapitre 3

Etude d�une classe d�équations d�onde

de di¤usion avec des conditions aux

limites non locales

Dans ce chapitre on étudie une équation d�onde de di¤usion fractionnaire de Caputo d�ordre
paire avec des conditions purement non locales de type intégral. On démontre l�existence et

l�unicité de la solution dans un espace fonctionnel. La démonstration est basée sur une estimation

a priori bilatérale et sur la densité de l�image de l�opérateur engendré par le problème considéré.

Sommaire
3.1 Introduction

3.2 Position du problème

3.3 Estimations a priori ses conséquences

3.4 Existence de solution
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Etude d�une classe d�équations d�onde de di¤usion avec des conditions aux limites
non locales Département de Mathématiques

3.1 Introduction

Les équations di¤érentielles fractionnaires sont obtenues en généralisant les équations di¤é-

rentielles à un ordre arbitraire, elles jouent un rôle crucial dans l�ingénierie, la physique et les

mathématiques appliquées. Des phénomènes complexes peuvent être modélisés en utilisant ces

équations. De ce fait, on peut trouver de nombreuses applications dans l�étude de la viscoélas-

ticité, l�électrochimie, traitement du signal, théorie du contrôle, milieux poreux, mécanique des

études, la rhéologie, le transport par di¤usion, les réseaux électriques, la théorie électromagné-

tique et de nombreux autres processus physiques [28,60]. Récemment, il ya eu un développement

signifcatif dans le domaine des équations fractionnaires aux dérivées partielles ; voir les mono-

graphies de Kilbas et al. [12] et dans les papiers [20,61].

La théorie de l�existence et l�unicité des solutions des problèmes aux limites et aux valeurs

initiales pour les équations di¤érentielles fractionnaires est largement étudiée par de nombreux

auteurs, voir par exemple [19,46,62,63,69].

Pour le cas des équations d�onde de di¤usion fractionnaire avec des dérivées d�ordre supérieur

et des conditions aux limites classiques, il n�y a que peu d�articles traitant de l�existence et du

caractère unique d�une solution telle comme [44]. Dans ce chapitre, un problème de valeur aux li-

mites initiale avec des contraintes purement non locales de type intégral pour une équation d�onde

de di¤usion fractionnaire d�ordre paire de Caputo est étudié en appliquant la méthode d�analyse

fonctionnelle, la méthode dite d�inégalité d�énergie basée principalement sur des estimations a

priori et sur la densité de l�image de l�opérateur engendré par le problème étudié.

Ce travail peut être considéré comme une contribution au développement de la méthode

d�analyse fonctionnelle utilisée pour prouver le bien posé des problèmes d�ordre fractionnaire.

Les résultats obtenus montrent l�e¢ cacité de cette méthode pour étudier l�existence et l�unicité

de la solution pour les équations di¤érentielles d�ordre fractionnaire temporel avec des conditions

non locales.

L�objectif de ce chapitre est démontrer l�existence et l�unicité de la solution dans un espace

fonctionnel. La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la densité

de l�image de l�opérateur engendré par le problème considéré.
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Dans ce chapitre, il est aussi intéressant de détailler le trevaile, de Said Mesloub et Faten

Aldosari dans [65] pour une équation d�onde de di¤usion fractionnaire de Caputo d�ordre paire

avec des conditions purement non locales de type intégral.

3.2 Position du problème

Dans le domaine rectangulaire

Q = (0; 1)� (0; T ) =
�
(x; t) 2 R2 : 0 < x < 1; 0 < t < T

	
où 0 � T <1;

on considère une équation di¤érentielle

$v = @�+1t v + (�1)m�(t)@
2mv

@x2m
= f(x; t) ; x 2 (0:1) t 2 (0; T ): (3.1)

Avec les conditions initiales

�
l1v = v(x; 0) = '(x); x 2 (0:1)
l2v = vt(x; 0) =  (x); x 2 (0:1) (3.2)

et les conditions intégrales

Z 1

0

xiv(x; t)dx = 0; i = 0; 2m� 1; t 2 (0; T ); (3.3)

où �(t), f(x; t), '(x) et  (x) sont des fonctions qui satisfont certaines conditions qui seront

précisées ultérieurement.

La solution du problème (3; 1) peut être considérée comme une solution du problème sous la

forme opérationnelle :

Lv = �; (3.4)

D(L) =
� v 2 L2(Q); @�+1t v;

@2mv

@x2m
2 L2(Q)R 1

0
xivdx = 0; i = 0; 2m� 1 ; t 2 (0; T )

�
(3.5)
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où L = ($; l1; l2) est considéré de B à V , et B est l�espace de Banach des fonctions v 2 L2(Q),

dont la norme est :

kvk2B = sup
0�t�T

�
D��1
t kFmx vt(x; t)k

2
L2(0;1) +

Z 1

0

v2(x; t)dx

�
; (3.6)

qui est �ni, et V est l�espace de Hilbert constitué de tous les éléments � = (f; ';  ) dont la

norme est :

k�k2V = kfk
2
L2(Q) + k'k

2
L2(0;1) + k k

2
L2(0;1) : (3.7)

Ici, $ désigne l�opérateur di¤érentiel fractionnaire temporel

$ = C@�+1t + (�1)m�(t) @
2m

@x2m
: (3.8)

Pour tout entier positif 0 < � < 1, la dérivée de Caputo et de Riemann Liouville sont

respectivement défnies comme suit :

1. Dérivée au sens de Caputo à gauche

C
0 @

�
t u(x; t) =

1

�(1� �)

Z t

0

@u(x; t)

@�

1

(t� �)� d� :

2. Dérivée au sens de Riemann-Liouville à gauche

R
0 @

�
t u(x; t) =

1

�(1� �)
@

@t

Z t

0

u(x; t)

(t� �)� d� :

3.3 Estimations a priori et ses conséquences

Théorème 3.1

Supposons que la fonction �(t) satisfait les conditions

i) c2 � �(t) � c1; ii) c4 � �0(t) � c3; 8t 2 [0; T ]; (3.9)

où c1, c2, c3 et c4 sont des constantes positives.
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Alors, pour tout v 2 D(L), il existe une constante k positive telle que l�estimation a priori

suivante est satisfaite :

sup
0�t�T

�
D��1
t k Fmx vt(x; t) k2L2(0;1) +

Z 1

0

v2(x; t)dx

�
(3.10)

� k(kfk2L2(Q) + k'k
2
L2(0;1) + k k

2
L2(0;1));

où k = k(�; �; �) est donnée par

k = �

�
1 +

T�

�(1 + �)

�
: (3.11)

Preuve

Pour v 2 D(L), on considère le produit scalaire en L2(0; 1) de l�équation di¤érentielle du

problème (3; 1) et l�opérateur intégrodi¤érentiel Nv = 2(�1)mF2mx vt; on a

2(�1)m
�
@�+1t v;F2mx vt

�
L2(0;1)

+ 2

�
�(t)

@2mv

@x2m
;F2mx vt

�
L2(0;1)

= ($v;Nv)L2(0;1): (3.12)

L�intégration par parties de chaque terme du côté gauche de l�équation (3:12) donne

2(�1)m
�
@�+1t v;F2mx vt

�
L2(0;1)

= 2(�1)m
�
@�t vt;F2mx vt

�
L2(0;1)

(3.13)

= 2 (@�t (Fmx vt);Fmx vt)L2(0;1) ;

2

�
�(t)

@2mv

@x2m
;F2mx vt

�
L2(0;1)

= 2

Z 1

0

�(t)
@2mv

@x2m
F2mx vtdx (3.14)

= 2(�1)m
�
�(t)

@mv

@xm
;Fmx vt

�
L2(0;1)

= 2(�(t)v; vt)L2(0;1):
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Substitution de (3; 13) et (3; 14) dans (3; 12), on obtient

2 (@�t (Fmx vt);Fmx vt)L2(0;1) + 2(�(t)v; vt)L2(0;1) = ($v;Nv)L2(0;1) (3.15)

= 2(�1)m(f;F2mx vt)L2(0;1):

Par les lemmes (1; 2) et (1; 3) et l�inégalité de Cauchy avec " , l�identité (3; 15) se réduit à

@�t kFmx vtk
2
L2(0;1) + (�(t)v; vt)L2(0;1) � kfk

2
L2(0;1) +

1

2m
kFmx vtk

2
L2(0;1) : (3.16)

Remplacement de t par � , intégrant par rapport à � de zéro à t et en utilisant des conditions

données, on obtient

Z t

0

@�� kFmx v�k
2
L2(0;1) d� +

Z t

0

Z 1

0

�(�)vv�dxd� (3.17)

�
Z t

0

kf(x; �)k2L2(0;1) d� +
1

2m

Z t

0

kFmx v�k
2
L2(0;1) d� :

Le deuxième terme sur le côté gauche peut être évalué comme

2

Z t

0

Z 1

0

�(�)vv�dxd� =

Z 1

0

�(�)v2dx� �(0)
Z 1

0

'2(x)dx�
Z t

0

Z 1

0

�02v2dxd� : (3.18)

Ainsi, l�inégalité (3; 17) devient

Z t

0

@�� kFmx v�k
2
L2(0;1) d� +

1

2

Z 1

0

�(t)v2dx (3.19)

� �(0)

Z 1

0

'2(x)dx+

Z t

0

Z 1

0

�02v2dxd�

+

Z t

0

kf(x; t)k2L2(0;1) d� ++
1

2m

Z t

0

kFmx v�k
2
L2(0;1) d� :

Maintenant, on a

Z t

0

@�� kFmx v�k
2
L2(0;1) d� = D��1 kFmx vtk

2
L2(0;1) (3.20)

� t1��

(1� �)�(1� �) kF
m
x  k

2
L2(0;1) :
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En évoquant l�inégalité de Young avec " et en utilisant (3; 20), on déduit de (3; 18) que

D��1 kFmx vtk
2
L2(0;1) + kvk

2
L2(0;1) (3.21)

� �

�
k'k2L2(0;1) + k k

2
L2(0;1) +

Z t

0

kfk2L2(0;1) d�
�

+�

�Z t

0

kFmx v�k
2
L2(0;1) d� +

Z t

0

Z 1

0

v2(x; �)dxd�

�
;

où

� =
max

�
1; c1; c

2
3; 2

�m; T 1��2�m

(1��)�(1��)

�
min(1; c2)

: (3.22)

Si, dans le lemme (1:3), on pose

�(t) =

Z t

0

Z 1

0

v2(x; �)dxd� ; �0(t) = kvk2L2(0;1) ; et �(0) = 0: (3.23)

En obtient

�(t) =

Z t

0

Z 1

0

v2(x; �)dxd� (3.24)

� Te�T�

�Z t

0

kf(x; �)k2L2(0;1) d� +
Z t

0

kFmx v�k
2
L2(0;1) d�

�
+Te�T�

�
k'(x)k2L2(0;1) + k (x)k

2
L2(0;1)

�
:

Par conséquent (3; 22) se transforme en

D��1 kFmx vtk
2
L2(0;1) + kvk

2
L2(0;1) (3.25)

� �

�Z t

0

kf(x; �)k2L2(0;1) d� +
Z t

0

kFmx v�k
2
L2(0;1) d�

�
+�
�
k'k2L2(0;1) + k k

2
L2(0;1)

�
;

où

� = maxf�; �2; T e�g: (3.26)

57



Etude d�une classe d�équations d�onde de di¤usion avec des conditions aux limites
non locales Département de Mathématiques

Maintenant, on posons

Z(t) =

Z t

0

kFmx v�k
2
L2(0;1) d� ; @�t Z(t) = D��1 kFmx vtk

2
L2(0;1) ;

dans le lemme (1:4) on obtient

Z(t) =

Z t

0

kFmx v�k
2
L2(0;1) d� (3.27)

� ��(�)E�;�(�t
�)

�
D���1
t kfk2L2(0;1) +

T

��(�)
k'k2L2(0;1) +

T

��(�)
k k2L2(0;1)

�
� ��(�)E�;�(�t

�) max

�
1;

T

��(�)

��
D���1
t kfk2L2(0;1) + k'k

2
L2(0;1) + k k

2
L2(0;1)

�
:

La combinaison de (3; 25) et (3; 38) conduit à

D��1
t kFmx vtk

2
L2(0;1) + kvk

2
L2(0;1) (3.28)

� �

�Z t

0

kf(x; �)k2L2(0;1) d� +D���1
t kfk2L2(0;1) + k�k

2
L2(0;1) + k k

2
L2(0;1)

�
;

où

� = � max

�
1; ��(�)E�;�(�t

�)max

�
1;

T

��(�)

��
: (3.29)

Il est évident que

D���1
t kfk2L2(0;1) �

t�

�(1 + �)

Z t

0

kfk2L2(0;1) dt (3.30)

� T�

�(1 + �)

Z T

0

kfk2L2(0;1) dt:

Ensuite, il découle de (3; 29) et (3; 28) que

D��1
t kFmx vtk

2
L2(0;1) + kvk

2
L2(0;1) � k

�
kfk2L2(Q) + k'k

2
L2(0;1) + k k

2
L2(0;1)

�
; (3.31)

où

k = �

�
1 +

T�

�(1 + �)

�
:

58



Etude d�une classe d�équations d�onde de di¤usion avec des conditions aux limites
non locales Département de Mathématiques

Observez que le côté droit de (3; 31) est indépendant de la variable t, nous sommes donc

autorisés à prendre la plus petite borne supérieure du côté gauche par rapport à t sur [0; T ], et

l�estimation a priori (3; 10) puis suit et dont on déduit l�unicité et la dépendance continue de la

solution sur les données d�entrée du problème (3; 1):

3.4 Existence de solution

Dans cette section, nous démontrons le résultat principal concernant l�existence de la solution

du problème (3; 1) L�estimation a priori (3; 10) montre que l�opérateur non borné L a une inverse

L�1 : R(L) ! B. Puisque R(L) est un sous-ensemble de V , nous pouvons donc construire sa

farmeture L de maniére à ce que l�estimation (3; 10) soit valable pour cette extension et R(L)

coïncide avec tout l�espace B. Par conséquent, ce qui suit :

Corollaire 3.1

L�opérateur L : B ! V admet une fermeture (la preuve est similaire à celle de [47]). L�esti-

mation (3; 10) peut ensuite être étendue à

sup
0�t�T

�
D��1
t kFmx vtk

2
L2(0;1) +

Z 1

0

v2(x; t)dx

�
� k

�
kfk2L2(Q) + k'k

2
L2(0;1) + k k

2
L2(0;1)

�
; (3.32)

pour tout v 2 D(L).

Il résulte de (3; 32) que la solution forte du problème (3; 1) est unique, c�est-à-dire Lv = V .

On déduit également de l�estimation (3; 32) ce qui suit :

Corollaire 3.2

R(L) est un sous-ensemble fermé dans V et R(L) = R(L) et L�1 = L�1:

Nous sommes maintenant prêts à donner le résultat de l�existence de la solution du problème

(3; 1):
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Théorème 3.2

Supposons que les conditions du Théorème (3:1) sont satisfaites. Alors, pour tout

F = (f; ';  ) 2 V , il existe une solution forte unique v = L�1� = L�1� du problème (3; 1).

Preuve

L�estimation (3; 32) a¢ rme que, si une solution forte de (3; 1) exicte, elle est unique et dépend

continuellement des données. Le corollaire (3; 2) dit que, pour prouver que le problème (3; 1)

admet une solution forte pour tout � = (f; ';  ) 2 V , il su¢ t de montrer que la fermeture du

domaine de l�opérateur L est dense en F . Pour établir l�existence de la solution forte du problème

(3; 1), on utilisons un argument de densité. Autrement dit, nous montrons que l�intervalle R(L)

de l�opérateur L est dense dans l�espace V pour chaque élément v dans l�espace B de Banach.

Pour cela, nous considérons le cas particulier de densité suivant.

Théorème 3.3

Supposons que les conditions du théorème (3; 1) soient satisfaites. Si pour toutes les fonctions

v 2 D(L) telles que �
l1v = v(x; 0) = 0

l2v = vt(x; 0) = 0

et pour une fonction ! 2 L2(Q), on a

Z �

0

($v; !)L2(0;1)dt = 0; (3.33)

alors ! disparaît a.e dans Q:

Preuve

Identité (3; 32) équivaut à

Z T

0

(@�+1t v + (�1)m�(t)@
2mv

@x2m
; !)L2(0;1)dt = 0: (3.34)

Supposons qu�une fonction �(x; t) véri�e les conditions aux limites et les conditions initiales

en (3; 1) et telles que �; �x;Ft�;FtF2mx �;F2t � et @
�+1
t � 2 L2(Q);nous avons mis

v(x; t) = F2t � =
Z t

0

Z s

0

�(x; z)dzds: (3.35)
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L�équation (3; 34) devient alors

Z T

0

�
@�+1t F2t � + (�1)m�(t)

@2m

@x2m
(F2t �); !

�
L2(0;1)

dt = 0: (3.36)

Nous introduisons maintenant la fonction

!(x; t) = Ft� + (�1)mF2mx Ft�: (3.37)

L�équation (3; 36) se réduit alors à

Z T

0

�
@�+1t F2t �;Ft�

�
L2(0;1)

dt+

Z T

0

�
@�+1t F2t �; (�1)mF2mx Ft�

�
L2(0;1)

dt

+

Z T

0

�
(�1)m�(t) @

2m

@x2m
(F2t �);Ft�)

�
L2(0;1)

dt+

Z T

0

�
�(t)

@2m

@x2m
(F2mx );Ft�)

�
L2(0;1)

dt = 0:

(3.38)

Rappelons que la fonction � satisfait les conditions aux limites dans (3; 1) et ensuite, en

calculant les produits internes dans (3; 37), on a

�
@�+1t F2t �;Ft�

�
L2(0;1)

= (@�t Ft�;Ft�)L2(0;1) (3.39)

� 1

2
@�t kFt�k

2
L2(0;1) :

�
@�+1t F2t �; (�1)mF2mx Ft�

�
L2(0;1)

= (@�t Fmx Ft�;Fmx Ft�)L2(0;1) (3.40)

� 1

2
@�t kFmx Ft�k

2
L2(0;1) :
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�
(�1)m�(t) @

2m

@x2m
�
F2t �

�
;Ft�

�
L2(0;1)

=

�
�(t)

@m

@xm
�
F2t �

�
;
@m

@xm
(FtP )

�
L2(0;1)

(3.41)

=
1

2

d

dt

Z 1

0

�(t)

�
@m

@xm
�
F2t �

��2
dx� 1

2

Z 1

0

�0(t)

�
@m

@xm
�
F2t �

��2
dx:

�
�(t)

@2m

@x2m
�
F2t �

�
;F2mx Ft�

�
L2(0;1)

=
�
�(t)

�
F2t �

�
;Ft�

�
L2(0;1)

(3.42)

=
1

2

d

dt

Z 1

0

�(t)
�
F2t �

�2
dx� 1

2

Z 1

0

�0(t)
�
F2t �

�2
dx:

En évoquant (3; 39),(3; 43), remplacer t par � , en intégrant par rapport à � de zéro à t et en

utilisant les conditions (3; 9), on obtient

D��1
t kFt�k2L2(0;1) +D��1

t kFmx Ft�k
2
L2(0;1) +

Z 1

0

�
@m

@xm
�
F2t �

��2
dx (3.43)

+

Z 1

0

�
F2t �

�2
dx � c3

min(1; c1)

 Z t

0

Z 1

0

�
@m

@xm
�
F2� �

��2
dxd� +

Z t

0

Z 1

0

�
F2� �

�2
dxd�

!
:

En laissant tomber les deux premiers termes sur le côté gauche de (3; 42) et en appliquant le

lemme de Gronwall, en posant Z1(t) = 0; Z3(t) = 0 et

Z2(t) =

Z 1

0

�
@m

@xm
�
F2t �

��2
dx+

Z 1

0

�
F2t �

�2
dx;

on a Z 1

0

�
@m

@xm
�
F2t �

��2
dx+

Z 1

0

�
F2t �

�2
dx � 0; (3.44)

pour tout t 2 [0; T ]. Par conséquent, ! = 0 a.e dans Q:

Pour compléter la démonstration du théorème (3; 2), et prouver la densité (R(L) = V ) dans

un cas général, supposons que, pour un élément (�1; �1; �2) 2 R(L)?, on aZ T

0

($v; �1)L2(0;1) ds+ (l1v; �1)L2(0;1) + (l2v; �2)L2(0;1) = 0; (3.45)
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et alors on prouve que �1 = 0; �1 = 0; �2 = 0. Si on met v 2 D(L) satisfaisant les conditions

l1v = v(x; 0) = 0 et l2v = vt(x; 0) = 0 dans (3; 44), on obtientZ T

0

($v; �1)L2(0;1) ds = 0 8v 2 D(L): (3.46)

D�après le théorème (3; 3), l�équation (3; 46) implique que �1 = 0 dans Q. Alors, (3; 44)

devient

(l1v; �1)L2(0;1) + (l2v; �2)L2(0;1) = 0 8� 2 D(L): (3.47)

Puisque l�intervalle des opérateurs trace l1 et l2 est dense dans L2(0; 1), il découle alors de

(3; 47) que �1 = 0; �2 = 0. Ceci termine la démonstration du théorème (3; 2).
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Conclusion

Les équations di¤érentielles fractionnaires sont une généralisation naturelle des équations

di¤érentielles ordinaires, elles peuvent décrire de nombreux phénomènes dans divers domaines

de la science.

L�existence et l�unicité d�une solution généralisée pour une équation d�onde de di¤usion frac-

tionnaire d�ordre supérieur au sens de Caputo sous réserve de conditions aux limites intégrales

initiales et pondérées sont établies. On constate que la méthode des inégalités d�énergie est ap-

pliquée avec succès pour obtenir des bornes a priori pour la résolution de problèmes de valeurs

limites initiales fractionnaires d�ordre supérieur avec des contraintes non locales comme dans

le cas classique. Les résultats obtenus contribueront au développement de la méthode d�ana-

lyse fonctionnelle et enrichiront la littérature non exhaustive existante sur les problèmes mixtes

fractionnaires non locaux au sens de Caputo.
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Annexe A
Dans ce qui suit, nous avons essayé de donner un compte rendu historique de certaines des

personnalités mentionnées dans notre mémorandum, ce qui a eu un impact important sur le

travail et les recherches qu�ils ont présentés au monde

Figure (2.1) -Georg Friedrich Bernhard Riemann
Georg Friedrich Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 à Breselenz, état de Hanovre,

mort le 20 juillet 1866 à Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie, est un mathématicien

allemand. In�uent sur le plan théorique, il a apporté de nom- breuses contributions importantes

à l�analyse et à la géométrie di¤érentielle, certaines d�entre elles ayant permis par la suite le

développement de la relativité générale.

En 1840, Bernhard s�établit à Hanovre pour vivre chez sa grand-mère et aller au Lyceum

(collège). Après le décès de sa grand-mère en 1842, il va à Lunebourg pour continuer ses études

secondaires. Au lycée, Riemann étudie la Bible intensivement, mais il est distrait par les ma-

thématiques ; Il essaye même de prouver, mathématiquement, l�exactitude de la Genèse. Ses

professeurs sont surpris par ses capacités à résoudre des problèmes complexes en mathématique.

En 1846, âgé de 19 ans, grâce à l�argent de sa famille, il commence à étudier la philosophie et la

théologie pour devenir pasteur a�n de �nancer sa famille.

En 1847, son père l�autorise à étudier les mathématiques. Il étudie d�abord à l�université de

Göttingen où il rencontre Carl Friedrich Gauss, puis à l�université de Berlin, où il a entre autres
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comme professeurs Jacobi, Steiner et Dirichlet. Il e¤ectue sa thèse à Göttingen sous la direction

de Gauss.

Dans sa thèse, présentée en 1851, Riemann met au point la théorie des fonctions d�une variable

complexe, introduisant notamment le concept des surfaces qui portent son nom, notamment la

sphère de Riemann. Il approfondira cette théorie en 1857, en faisant progresser la théorie des

fonctions abéliennes.

On lui doit également d�importants travaux sur les intégrales, poursuivant ceux de Cauchy,

qui ont donné entre autres ce qu�on appelle aujourd�hui les intégrales de Riemann.

Intéressé par la dynamique des �uides, il jette les bases de l�analyse des équations aux dérivées

partielles de type hyperbolique et résout un cas particulier de ce qu�on appelle maintenant le

problème de Riemann en introduisant les invariants de Riemann.

Figure (2.1)-Joseph-Liouville
Joseph Liouville, né le 24 mars 1809, Joseph est le �ls d�un militaire qui survit aux campagnes

napoléoniennes et qui, en 1814, établit sa famille à Toul.

Il est diplômé de l�école polytechnique. Deux ans plus tard, il intègre l�école des ponts et

chaussées, dont il n�obtient pas le diplôme en raison de problèmes de santé et, surtout, de sa

volonté de suivre une carrière académique plutôt qu�une carrière d�ingénieur. Il obtient le doctorat

ès sciences mathématiques en 1836 devant la faculté des sciences de Paris sous la direction de

Siméon Denis Poisson et Louis Jacques Thenard.
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Après quelques années dans diverses institutions comme assistant et comme professeur à

l�école centrale (1833, où il est répétiteur depuis 1831), il est nommé professeur à l�école poly-

technique en 1838.

À côté de ses réussites académiques, il est un remarquable organisateur. Liouville fonde en

1836 le Journal de mathématiques pures et appliquées parfois appelé Journal de Liouville, qui

garde sa haute réputation au XXIe siècle. Il publie beaucoup dans ce journal, en son nom ou en

utilisant le pseudonyme de « Besge » .

Liouville publia dans divers domaines des mathématiques, dont la théorie des nombres, l�ana-

lyse complexe, la géométrie di¤érentielle et la topologie di¤érentielle,mais aussi la physique ma-

thématique et même l�astronomie .

Figure (2.3)-Michele Caputo
Michele Caputo

Anniversaire : le 5 mai 1927.

Lieu de naissance : Ferrara, Italie.

Degrés :

� 1950 Mathématiques (laurea) Université de Ferrare.

� 1955 Physique (laurea) Université de Bologne.

� 1959 Géodésie (libera docenza) Ministère de la éducation d�Italie.
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L’attention portée à la connaissance 
et à l’éducation est l’une des plus importantes obéissance qui nous 

rapproche de Dieu comme Dieu Tout-Puissant l’a mentionné dans 
son noble livre et a mentionné le mérite des érudits et la véracité du 

Messager de Dieu, que les prières et la paix de Dieu soient sur lui, 
quand il a dit: «Quiconque poursuit un chemin dans lequel il cherche 

la connaissance, Dieu lui facilitera un chemin vers le Ciel» et nous 
comprenons à partir de ce hadith combien Science et érudits, j'espère 

aussi que nous serons tous intéressés à éduquer nos enfants pour 
qu'ils ne tombent pas dans le cercle de l'ignorance et qu'ils soient des 
imbéciles qui ne comprennent rien. Que Dieu nous aide et vous à ce 

qu'il aime et le satisfait. 

الذي بنعمته تم  الحمد لله
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