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Exercice 1 (9 points)

Soit le systeme a 1 degré de liberté et formé :

- d’un pendule simple de longueur 2L et de masse M

- d’une roue de rayon R, de masse M et de moment d’inertie |,

- d’'une masse M soumise a un amortissement de coefficient de frottement visqueux a,

- 2 ressorts de raideurs K, K,

- et d’'une corde enroulée autour de la roue.

1. Déterminer les relations entre les coordonnées x, y, 6, 6’

2. Calculer I’énergie cinétique E., I'énergie potentielle E, et le Lagrangien en fonction de 6.
3. Déterminer I'équation différentielle du mouvement en fonction de 6.

Déterminer la condition d’'un mouvement oscillatoire pseudo-périodique et la solution de I'’équation différentielle.
4. Dans le cas sans frottement, déterminer I’équation différentielle et sa solution.
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Exercice 2 ( 11 points)

On considere le systeme a 2 degrés de liberté et composé :

- d’une roue en roulement de rayon R, de masse M et de moment d’inertie |,

- d’une poulie en rotation de rayon R’ et de moment d’inertie I’,

- et de 3 ressorts de raideurs K, K’

La roue est en roulement sur un plan horizontal et son mouvement est repéré par les coordonnées Xet 0 .
1. Calculer I'énergie cinétique E, I'énergie potentielle E, et le Lagrangien en fonction de X, Y.
2. Pour simplifier, supposons : I/R>=I'/R”>=M etK =K’

Montrer que les équations différentielles du mouvement s’écrivent :

2X +5aX —aY =0 Y +2aY-aX=0

Avec a constante a déterminer.

3. Calculer les pulsations propres du systeme.
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Solution Exercice 1 (9 pts)

1. Relations entre coordonnées :

Roulement sans glissement : x=R0 et y = 2x = 2R6=2L6"> 0’ = RO/L
2. Calcul des énergies cinétigue et potentielle

E.= E. (rotation roue)+E.(Translation roue)+E.(masse)

1

E, ==167 FETVEIVIC +1|\/|y2 ~ Ly +1|\/|(Ré)2 +1|\/|(Ré)2 +1|\/|(2Ré)2 =1(| +6MR?)
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 .
Posons a=I+6MR* — E, =Ea92
1 2 1 ' n2 1 12 1 2 1 ' 2 2
E, =5 Kx* + D K{(LOY" +-Mg2L0” =~ K(RO)” + K'(RO)* + Mg(RO)*/ L

E, =%b62 avec b=KR?+K'R?+2MgR?/L

1

Lagrangien: L=E -E = Eaéz _1

~ho?
2

3. Equation différentielle

Equation de LAGRANGE:

d(oL oL _ db

i) 5%

dt\ 60
En dérivant, on obtient :
%(Z—;j —ab et Z—I(; =-bo
D=tavz=Lax =10c(R9)2 P _r%
2 2 2 00
On obtient I'équation différentielle suivante : ab+aR%0+bo=0
en posant 2y=aR’/a et o =b/a
- équation différentielle : §+2y0+ w20 =0
Condition pour qu’il y’ait un mouvement oscillatoire pseudo-périodique : y < wq

Pseudo-pulsation d'oscillation : ®, = \Jw} —v*

Solution de I'équation différentielle :

x(t) = C.exp(-yt).cos(w,t+)
avec C, @ = constantes d’intégration déterminées a partir des conditions initiales (a t = 0)
4. Si o =0— 0+ ®20 =0 — Solution : B(t) = Acos(m,t + )
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Solution Exercice 2 ( 11 points)
1. Calcul de Ec et Ep

C

1 .., 1., 1.
Energie cinétique : E =EMX2+E|92+EI'9'2

X=ROetY=R0

> E, = Luxe +1|(§)2 +1|'(i)2 =1(|v|+ I/ R?)X? +LveyRe
2 2 R 2 R’ 2 2
Energie potentielle :

E, =%K(2X)2+%K'(X—Y)2+%KY2 =%K4X2+%K'(X2+Y2—2XY)+%KY2

E, =%X2(4K+ K')+%Y2(K+ KY-K'XY
Pour simplifier, supposons : M = I/R*= I'/R”* et K = K’ >
Lagrangien: L=E, -E, = B M(2X? + Yz)}—[% X25K + Y2K — KXY}

2. Equations différentielles
Equations de LAGRANGE:

dfoL) oL o dfa) e
dt\ox ) ox ' dt\lay) oY

En dérivant, on obtient :

9L oM et a—L:—[SXK—KY]
dt\ ox oX
ANy et a—L:—[ZYK—KX]
dt\ oy oY

On obtient les 2 équations différentielles suivantes :
2MX +5KX -KY =0
MY +2KY —KX =0

K
Posons a = —
M

on obtient un systeme de 2 équations différentielles du second ordre:
2X +5aX —aY =0 Y +2aY -aX =0

3. Calcul des pulsations propres
Recherche de solutions particulieres harmoniques :

X = Ajcos(wt+@;) et Y =A,cos(wt+@p;)> X=-’X et Y=—o’Y

En remplagant dans les équations (1) et (2), on obtient :

(20” +5a)X —aY =0 —aX+(—w’ +2a)Y =0

Le systéme admet des solutions non nulles si le déterminant D = (20° —5a)(0’ —2a) —a° = 20" —9an’ +9a* =0
Discriminant: A=81a’—72a’ = 9a°

2 _92-3a 2 9a+3a

D’ol 2 pulsations propres o' et ®" : ® =3a/2 et ® =3a (avecw' < ")
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