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Introduction générale

Introduction générale
Le calcul d’une structure exige que, sous toutes les combinaison d’actions possibles,
définies réglementairement, la stabilité statique soit assurée.
tant globalement, au niveau de la structure qu’ individuellement au niveau da chaque élément
Les actions développent diverses sollicitations, qui générent des contraintes, au sein du
matériau et des déflorations des éléments.
Il s* agit donc, afin de garantir le degré de sécurité souhaité ou souhaitable, de vérifier que les
contraintes et les déformations restent en deca des limites admissibles.
Deux cas de figure se présentent :
le cas des petites deformations
Tant que I’on reste dans le domaine des petites déformations, on admet que les
sollicitations ne varient pas (ou peu) sous ’effet des déformations, ce qui conduit simplement
a veérifier que les contraintes restent inférieures a la contrainte de ruine.
le cas des grandes déformations
Dans ce cas, déformations modifient considérablement les sollicitations qui les ont initiées et
nécessitent des calculs spécifiques.
L’apparition de déformations importantes dans certaines piéces peut survenir :
e Dans le domaine élastique, lorsque la corrélation linéaire efforts/déformations
N’est plus vérifiée, les déformations augmentant plus vite que les efforts appliqués
e Dans le domaine élasto-plastique, lorsqu’il y a écoulement plastique.
Conception et calcul des structures métalliques selon I’eurocde 3
Les grandes déformations affectent les zone comprimée des piéces, qui peuvent
présenter trois types de comortements caractéristiques, dénommés phénomeénes
d’instabilité, qui sont :
e Le flambement, qui effectue les barres simplement comprimeées (flambement simple)
ou comprimées et fléchies (flambement flexion), qui est tres dangereux,
e Le déversement, qui effecte les semelles comprimeées des piéces fléchies,
e Le voilement, qui affecte les @mes des pieces fléchies.
L’étude des phénomeénes d’instabilité elastique est particulierement importante en
construction métallique, car ils sont tres fréquents du fait de I’utilisation d’¢léments

minces et de grand élancement.
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Introduction générale

Nous nous proposons donc d’examiner successivement les trois principaux
phénomeénes d’instabilité (flambement, déversement, voilement), sous leurs aspects

théoriques, expérimentaux et réglementaires.

Ce travail a pour objectif I’étude théorique du flambement des poteaux avec différentes
liaisons aux extrémités et le calcul de la charge crique pour chaque cas en appliquant la

méthode des éléments finis.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres,

- Le premier chapitre représente un rappel sur la théorie d’élasticité qui donne les
relations les relations et les équations ainsi que le comportement des structures.

- Le deuxiéme chapitre est consacré a décrire les phénomeénes d’instabilité existants
dans les différentes structures et plus spécialement le flambement des éléments
comprimes,

- Le chapitre troisieme expose 1’aspect théorique du flambement en citant les différents
conditions aux rives inspirées des natures de liaison de 1’¢lément flambé ainsi que la
charge critique correspondante

- Le quatriéme chapitre expose la méthode de calcul de la charge crique d’Euler par la

méthode modale en utilisant les éléments finis.
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

I.1. Introduction

La méthode des éléments finis est une méthode générale d’analyse structure dans
laquelle une structure continue est remplacée par un nombre fini de points « nceuds ».
Tous les matériaux posseédent a un certain degré, la propriété d’étre élastique, ¢’est-a-dire
que si les forces extérieures, provoquant la déformation d’un corps, ne dépassent pas une

certaine limite, la déformation disparaitra au méme temps que les forces qui lui donnent

naissance.
Pour ces matériaux élastiques, il existe une théorie dite « théorie d’élasticité » qui

permet d’étudier le comportement des solides réels sous 1’action de différents systemes de

forces.
Nous présentons dans ce chapitre, une bréve analyse des équations de base qui
définissent les relations entre contraintes et déformations dans le cas bidimensionnel. Dans

ce cas dérive les cas particuliers de 1’¢lasticité plane (état plan de déformation, état plan de

contrainte).

1.2. Les équations générales d’élasticité
1.2.1. Les contraintes

1.2.1.1. Notion de contrainte

Soit un solide en équilibre comportant 2 parties 1 et 2 limitées par une section S,

Ll  /

Figure 1.1 : Equilibre d’un solide.

Son état d’équilibre permet d’établir que la somme vectorielle des forces issue de 1
et agissant sur 2 d’une part, et de 2 agissant sur 1 d’autre part, est nulle :
l_:)1—>2 + 1_:)2—>1 =0
L’¢quilibre de chacune des parties, 1 par exemple, est donc caractérisé par 1’action
des forces extérieures de volume et de surface qui lui sont appliquées mais également par

les forces intérieures exercées par la partie 2 sur la section S.
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

L L2 . L dFy
On définit donc le vecteur contrainte f; comme étant la limite de d—sllorsque la surface dS

tend vers zéro. Quand dS est considérée dans le plan yz, ce vecteurf; peut-étre
décomposé en trois composantes : une normale a cette surface et deux dans son plan. La
premiére, égale a

X

. dF; ’ . .
Oxx = Oy = Jlmog , est appelée contrainte normale alors que les deux autres, notées
S—

. . dF, . dF, f ..
respectivement 7., = (}lmo d—syet Ty = C}1m0 d—szsont dites de cisaillement.
S— S—

ds

Figure. 1.2 : notion de contraint

En répétant pour les plans (xz) (fz) et (xy) (E), deux contraintes normales et quatre de
cisaillement viennent s’ajouter aux trois précédentes, soit 0y,,. Ty, T,, pour le premier et

0,2+ Tzx) T2y POUI le second Finalement, les vecteurs contraintes ont pour expressions :

> Oxx 5 Tyx R Tzx
fi =Ty if2 =%y ifs = T2y (1.1)
T.XZ Tyz O—ZZ

La convention de signes la plus souvent retenue dans les logiciels éléments finis est
d’associer une contrainte normale positive a une traction [Caze.10].
1.2.1.2. Equations internes

L’¢tude de 1’équilibre d’un élément fini infiniment petit de cotés dx, dy, dz, soumis a
des forces internes de volume £, f/,f/ permet d’¢tablir dans un premier temps la
réciprocité des contraintes de cisaillement. En effet et en se basant sur 1’équilibre des

moments, on peut déduire pour :
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

L’axe z

Z MIOZ =0¢&
Tyx

+ 2 0 ) ayaz| 2+ (2 dyds) & + 2% 0 vz |2
Txy + - dx | dydz| —+ (vxydydz) Tyx ayyxzz

d
— (tyxdxdz) 7}/ =0

0Ty, dx 0Ty, d
= Ty — Tyx + v T8y

ox 2 dy 2
, do, aT,,
g, =0, + dy o T =T, +——dy
A oy e ¥ ay
i 'y
.' —
I / Ty ar
I Ty T, =f, +——dx
r'y ! . ax
: TIK /’t-jzz
T _, & | f 3
Cyxe ’!: T I&T : —* o =0+ 0 dx
L7 - - ax
Y I R R <
1 H T H2
v Koo § - -~ - |
Ty - O Tyzgg*\
U EEL TN
¥ . : \\ dz
IFI * \\
U'r"f' \\
X * -
. » dx > \\ ...... T‘; =7+ d:r;x dz
oz
Figure 1.3 : Equilibre de volume.
D’ou
Txy = Tyx (1.2)
Et les deux autres axes x ety
Tyz = Toy®lT 0 = Ty, (1.3)

Le nombre de contraintes de cisaillement se réduit donc a trois. Es six valeurs
caractérisant 1’état de contrainte peuvent alors étre regroupées au sein d’un vecteur de
composantes :

{U}T:{Uxx Oyy Ozz Txy Tyz sz} (|4)
Maintenant et en effectuant la somme des efforts suivant x, 1’équation d’équilibre

correspondante permet également de montrer que :
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

00 0Ty
ZFIx =0 = (axx + Ox dx) dydz + | Ty, + Wdy dxdz

Jt
+ (sz + a—;x dz) dxdy — 0y, dydz — Ty, dxdz — T, dxdy + f/ dxdydz
=0

Soit apres extension de I’opération aux deux autres axes :

00, N 0Tyy N 0T,y
0x dy 0z

ot do. ot
Xy  Coyy  Z7y

v _ i —
9% 3y P +f =0 o divie) +f =0 (1.5)

0T,y N 0Ty, N d0,,
0x dy

Ces trois équations sont généralement appelées équations d’équilibre de volume.

1.2.1.3. Equations externes

Figure 1.4 : Equilibre de surface.

Soit un tétraedre OABC infiniment petit dont 1’aire ABC, notée dS, constitue la

surface du milieu solide.

N
X

Sachant qu’une charge répartie f° de composantes< fy’ ¢ est appliquée sur cette surface

S
zZ

et que les cosinus directeurs de la normale au plan ABC sont notésl, m et n, 1’équilibre du

tétraedre se resume a un systeme de trois équations :
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

fids = 1.ds.oy + M.ds. Ty, +n.ds. Tyy
fyds = l.ds. 1Ty, + m.ds.oy,, + n.ds.1,,
>ds = 1.ds. 1y, + m.ds. 1, + n.ds. oy,
Soit aprés simplification :

S —
f2 = Loy + My, + N7,y
S

Oxy T T
fy = L1yt moy,, +n.1, x xx  Tyx  Tzx] (1 l
< < v ety Tyy Ty [imi = [o]{im (1.6)
fr = LT tm, + 5) Tz Tyz Ozl n

n.o,,

Ces équations d’équilibre de surface correspondent en fait aux conditions aux limites du
systeme d’équations aux dérivées partielles (1.5). [a] est appelé tenseur des contraintes.
1.2.1.4. Les equations de compatibilité
Quand on connait les déplacements, il est simple de déterminer les déformations. Mais le
probléme inverse n’est pas aussi simple: 3 composantes pour le déplacement et 6
composantes pour le tenseur des déformations. On a donc 6 inconnues et trois équations :
le probléme n’a pas de solution unique. Cela est dGi au mouvement du corps solide :
rotation d’ensemble, translation (Mécanique des milieux indéformable). Il existe des
relations de compatibilité pour soulever ces indéterminations qui sont :

Eijrl t Ekij — Eikji — Ejik = 0 (1.7)

Cette équation générale permet d’exprimer six équations de compatibilité en élasticité
tridimensionnelle.

1.2.2 Les déformations

1.2.2.1 Notion de déformation

L’action des forces extérieures sur un solide déformable entraine pour chacun des
points de sa géométrie un mouvement pouvant étre décomposé en trois phases distinctes :
une translation d’ensemble (mouvement de corps rigide en translation), une rotation
d’ensemble (mouvement de corps rigide en rotation) et enfin une déformation pure.

La déformation qui correspond a un mouvement relatif par rapport a un référentiel
donné, peut suivre plusieurs hypothéses comme celles des petites ou grandes déformations

mais également étre associée a des petits ou grands déplacements [Caze.10].
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

1.2.2.2 Déplacements
Le mouvement d’un point de O vers O’ caractérisé par le vecteur ¢ peut-étre décomposé
dans un systéme xyz en 3 composantes u, v, w, qui représentent les déplacements de ce
point sur les axes de référence soit :
G=u.i+v.j+w.k (1.8)

On définit par ailleurs la norme du déplacement comme étant :

IG]l = Vu? + v2 + w? (1.9)
Ces déplacements u, v ou w sont généralement des fonctions de x pour les poutres, de

x et y pour les plaques et coques, x, y et z pour les solides.

Figure 1.5 : déplacement d’un point

1.2.2.3 Relations entre déplacements et déformations

En considérant dans un premier temps un état plan de déformation dans le plan x0Oy.

Les déformations normales et distorsion angulaire peuvent étre obtenues en posant que :

~ AD'—-AD ' dx+v+2—zdx—u—dx ou
Exx = dlalcTo AD N dl;lcrllo dx " ox
(1.10)
ou
. A'D'——AD_ . dy+v+5dy—u—dy_a_u
YY T dx—0 AD T dx—0 d_’y - ay
. [ [ _aU ou
Yay = (}chr_r)lo(z —BAD) % + P (111)
dy—0

La généralisation de cette approche bidimensionnelle aux deux autres plans permettra

d’obtenir :
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

ou v du
Exx = 55 Vxy =a+@

Ju dv du (1.12)
Exx = 55 Vxy =a+@

ou v du

exx:%)/xy :§+@

D’ou I’expression générale des composantes du vecteur des déformations :

{E}T = {€xx Eyy €2z Vxy Vyz Yz} (1.13)

L’expression (I1.13) pourra également étre exprimée sous la forme matricielle suivante :

._a O 0_
0x
0 g 0
() %
Eyy d
€1 0 0 E u
EB=1e,(=o o {v} (1.14)
— — w
Eyz ) oy 0x 0
Exz ad o0
O R P
dz Ody
5} 0 0
Loz OxA

Figure 1.6 : déformations planes.
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

1.2.3. Relations entre deformations et contraintes

Restant dans le domaine élastique linéaire, 1’application de la démarche précédente aux
deux autres axes yetz, ameénerait immanquablement a des résultats similaires
(permutations croisées des indices x, y et z). De ce fait et toujours en raison de la linéarité,
la relation tridimensionnelle entre déformations et contraintes normales peut étre obtenue

par superposition des trois états d’équilibre suivant x, y et z SOit :
1
Exx = E [Gxx - U(ny + O-ZZ)]
1
&y =% [ayy — v(0xx + 022)] (1.15)

[Gzz - v(o-xx + yy)]

| =

gZ Z

De plus, il est également possible via un essai de cisaillement pur de montre qu’il existe

des relations linéaires entre contraintes et déformations de cisaillement telles que :

_ Txy ] _ Tyz . _ Tyz _ E
Yay = T; Yyz = T; Vxz = ? avec G = 2(1 + U) (|'16)

D’ou la relation finale entre déformations et contraintes :

{e} = [D]{c}
r 1 v v 0 0 0
E E E
v 1 v 0 0 0
E E E
v v 1
—= -2 0 0 0 (1.17)
avec [D] = 1
0 0 0O = 0 O
G
0 0 0 0 1 0
G
0 0 0 0 0 !
| G
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

1.2.4. Relations entre contraintes et déformations

L’inversion des expressions (1.15) et (1.16) permet de déduire les contraintes a partir des

déformations, soit :

~ E
T = ¥ v)(1 - 2v)

[exx(l —-v)+ v(eyy + ezz)]

~ E
T A +v)(1-2v)

[gyy(l - U) + v(gxx + gzz)]

E
% = A=z (T Ve ) .

Txy = G.Vxy

Tyz = G. Yy

Txz = G.Vxz

Soit sous forme matricielle :

{o} = [H]{e}
Avec

1 —v v v 0 0 0

v 1—v % 0 0 0

v v 1—v 0 0 0

1-2v
[H] = E 0 0 0 > 0 0
(1+17)(1—217) 1—2v
0 0 0 0
2

0 0 0 0 1-2v

2

= [D]™*

Ce qui permet de démontrer que [H] n’est pas définie pour v = 0.5
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

1.2.5. Etat plan de contrainte et de déformation

A- Déformations planes
Considerant un solide de section transversale constante, I’hypothése de déformation plane
consiste a considérer un comportement plan identique quelle que soit la profondeur. En
d’autres termes, le solide peut étre décomposé en « tranches » d’épaisseur unitaire, le

calcul se limitant a 1’étude d’une seule de ces tranches.

Figure .1.7 : Etat plan de déformation.

En conséquence, toutes les déformations associées a 1’axe transversal, z en
I’occurrence, seront prises égales a zéro.
Onadonc:

SZZ = yxz = yyZ = 0 et T.X'Z = TyZ = 0 (3'20)

En remplagant (1.20) dans (1.19), la relation contrainte-déformation devient pour les

déformations planes :
1-v v 0

Oxx Exx
E v 1-v 0
Oyy b = _ &y (1.21)
{Txy} +na-2vf o , =2 {ny}
De (1.15), on deduit également que :
Ozz = V(0Oxx + Oyy) (1.22)
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

B- Contraintes planes

A T’inverse de 1’état de déformation plane, I’hypothése de contrainte plane suppose que

toutes les contraintes associées a 1’axe transversal, z en I’occurrence, sont nulles.

Onadonc:

Ozz = Txz = Tyz; = 0 et yy, = Yyz = 0 (|.23)

7
)

Figure 1.8 : Etat plan de contrainte.

y

La relation (1.15) permet d’établir que :

v
Epy = — E (Oxx + 0yy) (1.24)

Mais également que :

O—xx 1 v 0 Exx

ol _ E v 1 0 e 125
W= {2 1= | (1.25)

Txy 0 0 > Vxy

Cette approche étant directement applicable aux éléments de faibles épaisseurs, les

éléments membranes, plaques et coques suivront cette hypothése de contrainte plane.
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

I.3. Les équations fondamentales de l’élasticité plane
I.3.1. Les équations d’équilibre
I.3.1.1. Les équations différentielles d’équilibre
En annulant o,,, 0,4, 05, €t en adoptant f” et f/ pour les composantes des forces
volumiques dans la direction x et dans la direction y respectivement, les équations

d’équilibre s’écrivent :

00y, 00y, Y
ox  dy the =0
(1.26)
00y N day,y =0
L 0x 0 Y

1.3.1.2. Les conditions de contour
Soient cos(a) et sin(a) les cosinus directeurs de la normale extérieure au contour du

disque en chargement plan. Soient f° et f;’ les tractions superficielles imposées sur le

contour. La définition du tenseur contrainte permet d’écrire :

OxxCOSA + OyySina = f;° (1.27)
OxyCOSA + 0y, Sina = f; '

Figure 1.9 : Conditions de contour en contraintes planes.

Ces conditions expriment 1’équilibre de translation selon les deux axes coordonnée du

prisme élémentaire sur la figure (1.9).
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CHAPITRE | : Rappel sur élasticité linéaire

3.3.1.3. Changement d’axe

Y1

Oaa

Figure 1.10 : Contraintes sur deux facettes orthogonales.

Soient 1 et 2 les directions principales des contraintes (o;, = 0) g; eto, les contraintes
principales. Dans ce cas on montre que 1 et 2 sont aussi les directions principales des
déformations. Les formules de changement d’axes établies pour le tenseur des contraintes
en 3 dimensions prennent des expressions particulierement simples en contraintes planes
ou en déformations planes :

Oqa = 01 COS?a + 0, sin*a Eqq = £1€08%a + &;sin’a

0,_0 ) et & — &1\ . 1.28
Oap =( 22 1)sm(Zcx) Eap = ( 2 > 1) sin (2a) (128)

1.3.2. Les équations de compatibilité et le potentiel des contraintes

Dans le cas tridimensionnel, les équations de compatibilité s’écrivent précédant.

0o 0 N 0 0 0o 0 Jd 0 —0
(')xk(')xkgij 0x; 0x; Ekk 0x; 6xk€ik ox; 6xk€jk_

Si les déformations &, , &, sont nulles et que toutes déformations sont indépendantes de

z, les équations de compatibilité se réduisent a I’unique équation :

2 2 2
0%y, 0 Eyy 0%y

= 1.29
0y? * d0x? dxdy (1.29)

Comme dans le cas tridimensionnel, les équations de compatibilité peuvent étre exprimées
en fonction des contraintes. En contraintes planes ou déformations planes, on part ce

pendant plus souvent de la fonction d’Airy.
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CHAPITRE 11 : les phénoménes d’instabilité

I1- Introduction

La résistance ultime des éléments comprimés est trés souvent définie non pas par
un critere de résistance en section .mais par un critére de stabilité de forme .afin d’illustrer
en quoi consiste un probléeme de stabilité de forme, on peut faire une analogie entre le
flambage d’une barre bi articulée parfaitement rectiligne et 1’équilibre d’une balle

parfaitement spherique sur une surface sans frottement.

N1 <Ner N2 =N¢,

| | |
DT\ position

i)/idﬁde

Meétastable

| |

Figure .11.1.stabilité de forme d’une barre comprimée

La barre étant soumise & une charge axiale de compression N;, supposons qu’on lui
impose un petit déplacement latéral ;si la barre revient a sa position initiale lorsque la
cause de ce déplacement est supprimée .on dit qu’elle est en équilibre stable.il existe une
charge N, supérieure N, ,pour laquelle la barre garde sa position déformée la suppression
de la cause du deplacement latéral. Quelle que soit la grandeur de ce dernier ; elle a alors
trouvé un nouvel état d’équilibre et on dit qu’elle est en équilibre métastable ou indifférent
Ja charge N, est appelée charge critique de flambage élastiqueN,,. Pour une chargeN;
supérieure a N, ,la barre se dérobe si on lui impose un petit déplacement latéral ; la
déformation s’accentue et devient inacceptable : le systeme est alors instable.

L’étude de la stabilité d’une systéme consiste a déterminer la valeur de la charge
critique pour laquelle le systéme est en équilibre métastable .la charge critique dépend de

la forme de la barre a 1’état métastable, qui est caractérisée par la longueur de flambage .
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CHAPITRE 11 : les phénoménes d’instabilité

La théorie développée dans ce chapitre se concentre essentiellement sur la détermination

de cette longueur.

On peut classer le probléeme de stabilité en plusieurs catégorie suivant que 1’on étude

une structure dans son ensemble ou les différents éléments qui la composent :

Stabilité d’une barre :analyse d’une élément linaire a axe rectiligne (barre
droite),curviligne (arc) ou quelconque , soumis a des actions conduisant a des
sollicitation d’effort normal N , de moment de flexion M , d’effort tranchant V
et de moment de torsion T . dans ce volume, ne seront traitées que les barres
droites sollicitées en compression simple, en flexion simple et en flexion
composée.

Stabilité d’un ensemble d’éléments linéaires et plans : étude des cadres bi- ou
tridimensionnels

Stabilité d’une plaque ou d’une coque : analyse de plaques sollicitées par des
charges agissant dans leur plan et de coques, tels que cylindres ou voiles .

Le but de ce chapitre est d’examiner le phénomene d’instabilité qu’est le
flambage des barres comprimées, en mettant en évidence le principal paramétre
qui régissent ce phénomene. pour atteindre ce but, les points suivants y sont
traités :

Section 1 : présentation de la théorie linéaire du flambage élastique.

Section 2 : étude de la résistance ultime au flambage d’une barre réelle.

La connaissance de la matiére de ce chapitre est importante, car elle forme la base du

dimensionnement des éléments comprimés présenté au chapitre.

11.1. théorie linéaire du flambage élastique :

Principes :

Cette théorie, établie dans ses fondement les plus simples par Euler en 1744 [1], est

traitée dans le volume 2 ; elle ne fait donc ici que 1’objet d’un bref rappel pour le flambage

plan (ou flambage par flexion) d’une barre droite simplement comprimée. les principales

hypothése a la base de cette théorie sont :

barre prismatique bi articulée parfaitement rectiligne.

barre idéale sans imperfections (déformation initiale, contraintes residuelles, etc...).

barre sollicitée en compression pure par une charge parfaitement centreée.

matériau infiniment élastique linéaire.
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CHAPITRE 11 : les phénoménes d’instabilité

— déformation par torsion empéchée.
Considérons la barre comprimée de la figure 1.2 la charge critique N, est égale a la charge
pour laquelle la barre est en équilibre indifférent .pour obtenir cette valeur , on impose une
déformation a la barre chargée et 1’on écrit son équation d’équilibre dans la position
déformée . Cette position représente donc un état d’équilibre possible. la représentation
graphique du phénomene est caractérisée par une augmentation de la chargeNsans aucune
déformation w jusqu'a une valeur de charge N = N, ou le déplacement latéral w
comporte un point de bifurcation. I’ensemble des points situés sur les deux trongons
horizontaux de la courbe N — w de la figure 1.2 représentent également un état d’équilibre

possible .ce phénomeéne est par conséquent appelé flambage par bifurcation.

N AN Ny

Ner .

! - - LKL X ] l,

! tn iN nt
tn .
o ot

Figure 11.2. flambage plan d’une barre bi articulée (bifurcation de 1’équilibre).

La condition d’équilibre entre les moments extérieur et intérieur permet d’écrire les
équations différentielles ci-aprés, suivant le type de flambage :

Selon I’axe y :

d?w(x)
El, P + Nw(x) =0 (1.1.a)
Selon ’axe z :
d?v(x)
= I1.1.b
El, 127 + Nv(x) =0 ( )

Il est nécessaire de préciser la terminologie employée ici pour désigner le type de
flambage, que nous allons toujours considérer selon un axe. ainsi, le flambage selon I’axe y

dépend de I’inertiel,, , mais correspond a une déformation w dans la direction de 1’axe z
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donc perpendiculairement a 1’axe y . de méme, le flambage selon ’axe z dépend de
I’inertie I,, mais correspond a une déformation v dans la direction de 1’axe y , donc
perpendiculairement a I’axe z.

En admettant une déformée sinusoidale et une rigidité El constante, on obtient par
intégration, en introduisant les conditions aux limites pour une barre bi articulée, la valeur

de la charge de flambage élastique N,,., ou charge critique d’Euler Ng, donnée par :

m2EIl (1.2)
Ngp = Ng = 12
E : Module d’élasticité
I : Inertie de la section de la barre par rapport a I’axe perpendiculaire au plan de

déformation

[ : Longueur de la barre

Il est important de préciser que la charge critique correspond en fait a une résistance, et
non pas a une sollicitation (méme si 1’on utilise le terme de charge) d’une barre idéale
comprimeée.

Le cas de la barre bi articulée correspond au cas fondamental de flambage. il est possible
de déduire la charge critigue de barre présentant d’autres conditions d’appui en
introduisant la notion de longueur de flambage [ . Celle-ci est égale a la longueur de la
barre bi articulée fictive qui aurait la méme charge critique que la barre étudiée ; c¢’est aussi
la distance entre deux points d’inflexion de la déformée (fig.11.3). d’ou I’expression

généralisée donnant la valeur de la charge critique de flambage élastique :

n?El (1. 3)
CR — L%(
Barre tenue transversalement Barre non tenue transversalement
+— | l — >y—4- ¢ p— :
NT 1) &« : : 1
K
'} ; Ix ! ) Ix 1 b I t
| Yt | ' |
| ——-1'- | i |
+— —t i Ix ; Ix
\ i
1 \
1 Y —._»_ “
Ix =0.51 0.71 1.0! 1.0! 2.0( oo
I__#_

Figure. 11.3. longueurs de flambage [, d’une barre comprimée pour différentes conditions

d’appui.
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La contrainte moyenne de compression, définie comme la contrainte critique de
flambage élastique, vaut alors :
N, mw?El m?E

== 11.4
‘rTTA T R4 22 (114

A : aire de la section

i : rayon de giration de la barre par rapport a la I’axe perpendiculaire au plan de
déformation (i = I/A)

Avec I’élancement A, de la barre défini comme étant egal au rapport entre sa longueur de

“a“lbage lk et son I’ayon de gil’ation l .
l .

Il faut relever que permet d’exprimer I’élancement Ax  en fonction de la charge critique

de flambage élastique selon I’expression suivant, qui sera utilisée au paragraphe :

’EA ’ E
Av =71 |—= 17 |[— (”6)
K Ncr Ocr

Si I’on représente graphiquement, on obtient la courbe de g, en fonction deAg
donnée a la figure 11.4, appelée hyperbole d’Euler, qui est la courbe de flambage pour des
barres parfaitement rectilignes constituées d’un matériau infiniment élastique linéaire.
Dans le cas de I’acier, en admettant le diagramme idéalisé contrainte —déformation
specifique définie pour le calcul plastique a la figure, la courbe de flambage est limitée par
la droite horizontale correspondant a la limite d’élasticite f, .

Pratiqguement, si I’on effectue des essais en employant des barres industrielles, on
obtient les courbes de flambage. Pour de grands élancements, ces courbes sont tres proches
de T’hyperbole d’Euler; mais lorsque 1’élancement diminue, elles s’en écartent
passablement, pour s’approcher de la limite d’élasticité dans le cas de tres faible
élancement. On constate que la contrainte de flambage est plus faible que la contrainte
critique de flambage élastique o, obtenue par la théorie élastique. Ceci est di
principalement a 1’effet défavorable des contraintes résiduelles et des imperfections

géométriques inhérentes a chaque profilé.
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g | Oc(Euler)

(a) Matériau infiniment Barre idéale.
élastique linéaire.
E
1
€ Ak
o 2 AC p
= cr

(b) Acier : diagramme /__y_?_:.?’.sfffl‘ﬂ’l_ oo\ FeE 355 Bameidéale.

o-gidéalisé, fy =235 N/mm?

]
[J
- e e o e o o e e ey e @ Fe E 235

]
]
!

Yo

fy =355 N/mm?

(c) Acier : diagramme Barre industrielle.

o-cidéalisé. Fe E 355

Fe E 235

Ax
o

Figure 11.4. Allure des courbes de flambage selon les hypothéses effectuées.

En conclusion, la théorie linéaire du flambage élastique est insuffisante pour
déterminer la résistance ultime d’une barre comprimée. Elle montre cependant
I’importance de 1’élancement Ax sur la valeur de la charge critique. Notons enfin que
I’emploi d’un acier a haut résistance n’est pas avantageux pour les pieces élancées, car la
charge critique n’est pas directement proportionnelle a la limite d’élasticité de 1’acier. En
fait, pour le grand élancement, le calcul de la charge critique n’est pas un probléme de
résistance, mais plutét de déformation (fleche inacceptable), u fortement influencé par le
module d’élasticité du matériau. Ce phénomene est d’ailleurs encore plus marqué pour des
éléments elancés en aluminium, car le module d’élasticité de ce matériau vaut environ le
tiers de celui de I’acier
11.2. Cas particulier du flambage par flexion et torsion :

Nous avons etudié jusqu’ici le phénomene du flambage par flexion en admettant que
la déformation par torsion de la barre était empéchée .or, pratiquement, cette condition
n’est pas toujours réalisée ; le phénomene d’instabilité qui dicte la ruine d’une barre est
alors le flambage par flexion et torsion. Ce dernier représente en fait le mode d’instabilité
le plus genéral d’une barre droite ; le flambage par flexion seule ou par torsion seule sont

des cas particuliers.
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Par flexion Par torsion jL Par flexion et torsion 1
!
@ y ‘P
by e B ¢
R ix
. - P |
o > L.ﬁ\
M sk
Vi—d

Figure I11.5. Différents modes de flambage d’une barre comprimée.

Le phénoméne du flambage par flexion et torsion (appelé aussi flambage spatial)
d’une barre simplement comprimée peut étre étudié comme un phénomene d’instabilité par
bifurcation de 1’équilibre.

La position d’équilibre indifferent de la barre est une position dans laquelle les sections ont
subi une translation et une rotation par rapport a 1I’état non déformé de la barre (fig. 11.5).
Les équations différentielles de la déformée .pour une charge axiale dont le point
d’application est au centre de gravité G de la section. Sont trés semblables a 1’équation
différentielle utilisée pour le flambage par flexion ; elles sont les suivantes :

Flexion selon I’axe y :

EIJ,M + N[w(x) —yc p(x)] =0
dx? (11.7)
Flexion selon I’axe z :

d?v(x) (11.8)

EIZW + N[v(x) +zc p(x)] =0

Torsion autour de 1’axe x (axe longitudinal) :
(1.9)

d*eo(x)

d?p(x) d?v(x) d’w(x)
dx* B

Ely dx? + Nec dx? YE o dx?

+ (Ni% — GK)

=0
yc : Coordonnée y du centre de cisaillement C
zc : Coordonnee z du centre de cisaillement C
y : Déplacement du centre de cisaillement C dans la direction de I’axe y
w : Déplacement du centre de cisaillement C dans la direction de I’axe z
¢ : Relation de la section

I,  Moment d’inertie sectoriel de la section
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i. . Rayon de giration pour le flambage par flexion et torsion (i2 = y2 + z& +

(I, +1,)/4)
G : module de glissement

K : constante de torsion uniforme

Figure .11.6. Flambage par flexion et torsion

En intégrant le systéme d’équations ci-dessus et en tenant compte des conditions aux
limites pour une barre bi articulée selon ses deux axes d’inertie, on obtient I’expression
suivante :

i&(Ner — Ncry)(Ncr = Nerz)(Ner = Nergp) = N&-2¢(Ner = Nery)

N&YE(Ney = Nerz) = 0 (11.10)

N, : Charge critique de flambage élastique de la barre (flambage par flexion et torsion)
N, : Charge critique de flambage élastique (flambage par flexion seule) selon I’axe y(axe
fort) (Nory = m2EL,/12)

N,,., : charge critique de flambage élastique (flambage par flexion seule) selon I’axe z (axe
faible) (N,,, = m2EI,/12)

N, - Charge critique de flambage élastique par torsion (N, = [GK + (” EI“’)] /i2)

11.3. Cas particulier de la barre étrésillonnée :

L’idée, a la base de la conception d’une barre étrésillonnée, est de construire une
barre comprimée avec un minimum de matiere. On utilise a cet effet deux ou plusieurs
profilés ayant leur centre de gravité placé a une distance b et dont les sections sont

solidarisées a intervalles réguliers au moyen d’étresillons (fig. 11.7), de cette fagon, on
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augmente considérablement I’inertie de la barre par rapport a I’'un de ses axes de flexion,
sans pour autant augmenter le poids d’acier.

La resistance ultime au flambage d’une telle barre ne peut toutefois pas étre calculée
en considérant une section monolithique. En effet, les déformations dues a I’effort

tranchant, d’ordinaire négligées,

(a) Exemples de sections. (b) Modele de calcul.

Figure I11.7. Barre étrésillonnée.
Deviennent importantes : elles peuvent étre de méme ordre de grandeur que la déformation
due a la flexion.

Pour calculer la charge critique de flambage élastique d’une barre étrésillonnée,
constituee de deux membrures, on assimile cette barre a une poutre Vierendeel dont on
leve I’hyperstatique en admettant des rotules au milieu des membrures entre chaque
étrésillon at. au milieu de chaque étrésillon (fig. 11.7).

En considérant 1’état déformé de la barre, on a I’équation différentielle suivant, qui
n’est autre qu’a laquelle le terme correspondant a 1’effort tranchant est ajouté :

d?v(x) nN d?v(x) (11.11)
EIZW-I- N U(X) + EIZEW =0
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I : Inertie de la section totale de la barre par rapport a ’axe z
n: Coefficient dépendant de la géométrie de la section de la barre
A : Aire de la section totale de la barre (somme des aires A,de chaque membrure)
Pour une barre bi articulée, on peut obtenir par intégration, la valeur de la charge
critique de flambage élastique suivante :

Ng (11.12)

1Ny

N : charge critique d’Euler de la barre considérée comme étant monolithique (flambage
selon I’axe ) (Ng = n2EI,/1?)

Nep =

Dans(11.12), le terme :—G représente 1’inclinaison additionnelle de la barre due a un effort

tranchant unitaire. Pour une barre étrésillonnée, dont 1’écartement b des centres de gravité
deux membrures n’est pas trop grand et dont les étrésillons présentent une grande rigidité
(ce qui est en général le cas), on peut adopter la valeur suivante, résultant d’un calcul
simplifié :

n __ 4

AG ~ 24El, (11.13)

1, : Ecartement entre étrésillons
I; - sertie de la section d’une membrure par rapport a son axe z, (fig. 11.7(2))
En remplacantN; Ne par son expression analytique, on obtient la charge critique de
flambage élastique suivant :
m’E
2 22 11.14

Ne =

A partie de (11.4) et de (11.6), on peut calculer 1’élancement idéalise 4,;, de la barre
étrésillonnée qui correspond a d’une barre bi articulée dont la charge critique de flambage
élastique est identique

m2EA Al2  Am?[?
Agia = |[——= + L (11.15)
N, I, 24l,

En posant A = 2A;(A; : section d’une membrure) dans le deuxiéme terme de (11.15)

2
faisant I’hypothese conservatrice que’lr—2 ~ 1.

7-[2
Agia = f,1§+ﬁ;1§z //1§+/1§ (11.16)

Page 28



CHAPITRE 11 : les phénoménes d’instabilité

A, : Elancement de la barre étrésillonnée comme monolithique (flambage selon 1’axez)

A, : Elancement d’une membrure (la longueur de flambage est égale a I’écartementl; des
étrésillons)

La relation (11 .6) repose sur les conditions suivantes :

e Etrésillons rigides, assemblés rigidement aux deux membrures.

e Elancement); des membrures entre les étrésillons inférieur a 50,

e Barre composée de deux membrures et comportant plusieurs étrésillons (au
minimum deux, car usuel étrésillon au milieu de la barre est inutile, 1’effort
tranchant étant nul au milieu de la barre).

Pour des barres étresillonnées comportant plus de deux membrures, on peut employer la
formule approchée suivante :

Mg = |22+ (%) 22 (11.17)
m : Nombre de membrures
La théorie exposée dans ce paragraphe sert de base au dimensionnement des barres
étrésillonnées traité a la section.

I1.4. Résistance ultime au flambage

11.4.1. Principe du flambage par divergence

L’étude classique du phénoméene d’instabilité d’une barre comprimée consideére une
barre idéale, exécutée en un homogene, ayant un axe parfaitement rectiligne et une
application centrée de la charge : il s’agit des hypothéses a la base de la théorie linéaire du
flambage élastique traité a la section I .2. En réalité, ’axe d’une barre industrielle présente
une déformée initiale due tolérances d’exécution ; elle n’est de ce fait jamais absolument
rectiligne et les charge sont appliquées avec une certaine excentricité w, par rapport a
I’axe X, comme le montre | a figure 11.8. La section d’une barre industrielle se différencié
¢galement de celle d’une barre idéale par la présence de la contraintes résiduelles dues au
laminage et au refroidissement de la section (83.2.7). L’ensemble de ces imperfections
conduit a des efforts supplémentaires dans la barre (efforts du second ordre) et a chaque

valeur de la charge N correspond une déformation w non nulle.
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AN :
comportement élastique
(1€7 ordre)
flambage par bifurcation
N cr b_ -~ - ——
Nk +
K
!
flambage par divergence
| (2¢™e ordre)
|
l
L -
Yo Weot

Figure 11.8. courbe. Flambage par divergence de 1’équilibre.

Lors de la mise en charge de la barre, la courbe charge-déformation commence déja avec
une déformation wy. Puis elle va s’éloginer de la droite correspondant au comportement
élastique (ler ordre) de la barre (fig. 11.8). La deformation w;,. devient rpidrmrnt
excessive, et la résistance ultime au flambage Ny de la barre est alors atteinte lorsque les
efforts intérieurs excédent sa résistance en section.

A noter que la résistance ultime au flambage Ny est toujours inférieure a la charge
critique de flambage N .On parle dans ce cas de flambage par divergence, par
opposition au flambage par bifurcation (811.2.1).

On peut calculer la valeur de résistance ultime N, a partir des courbes de flambage
européennes établies par la CECM (Convention Européenne de la  Construction
Meétallique) [2], en tenant compte des différentes affectant les barres industrielles. Ces
imperfections sont de différentes natures comme nous allons le voir dans le paragraphe

suivant.

I1.5. Imperfections des barres industrielles

11.5.1. Déformée initiale

Comme nous 1’avons déja vu au paragraphe (3.2.6), les barres industrielles (profilés
laminés ou composés soudés) comportent des imperfections géométriques. Les
imperfections de fabrication font que 1’axe des barres n’est pas absolument rectiligne, mais
qu’il décrit une courbe quelconque dans I’espace. Cette déformée initiale engendre des

efforts secondaires qui se traduisent par une réduction de la résistance ultime au flambage.
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Considérons une barre bi articulée comprimée comportant une déformée initiale w(x)

(fig.11.9).
Admettons que 1’équation de sa déformée initiale soit sinusoidale :

X
wo(x) = wy sinT (11.18)

w,: Déformation initiale de la barre a mi-hauteur (x = 5)
On remarquera la simplification de notation utilisée pour la déformation initiale de la

. R . .- R l ,
section a mi-hauteur de la barre : on utilise w, a la place de w, (x = 5)) pour alleger

I’écriture.

Etat final

Etat initial

1N déformée totale

P>

L

N wp(x)

My(x)

Figure. 11.9. effet du second ordre
A cause de la déformée initialew,(x), la barre est soumise non seulement a un effort
normal de compression, mais également a un moment de flexion M,(x) qui vaut
Nwy(x) . Ce moment provoque une déformation supplémentaire w;(x) ,qui crée a son
tour un moment de flexion supplémentaire M;(x) égal & Nw;(x). Ce dernier provoque
alors une déformation w,(x) , qui crée a son tour un moment M, (x) , et ainsi de suite ...
On parle alors d’effet du second ordre (ou du deuxieme ordre). La déformée totale due
I’effet du second ordre, qui correspond en fait a la somme des déformationw;(x), est
désignée par w(x), tandis que le moment du a w(x) sera noté M(x).
En écrivant selon (11 .1) I’équation différentielle de la barre :

dz;;(zx) + N[(wo(x) + w(x)] = EI dz;;(zx)

+ N[(wpsin=+w()] =0  (11.19)

El
l
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et en intégrant celle —ci en tenant compte des conditions aux limites ( a savoir w(x) = 0
pour x = 0 et 1), on peut calculer I’expression de la additionnelle w(x) due a I’effet du

second ordre :
w X
w(x) = 2—0 sinT
-1 (11.20)

(&)
El
Sachant que nZ% = N, (charge critique de flambage élastique (11.3), la déformation

additionnelle au milieu de la barre (x = 1/2) vaut :

R
wi*=2 _W_Ncr_l (11.21)

N
et la déformation totale :

N 1
Wiot = Wo T W = Wy
1— N (1.22)
NCT

On remarquera également la simplification de notation utilisée pour la déformation

additionnelle de la section & mi-hauteur due a D’effet du second ordre : on utilise w a la

place de w (x = %) pour alléger I’écriture.

La relation (11.22) permet de constater que la déformation totale w,,, correspond a la
déformation initiale w, majorée par un facteur d’amplification, qui ne dépend que du
rapport entre la charge appliquée N et la charge critique de flambage élastique (N, ) de la
barre. On retrouve ce méme facteur d’amplification, par exemple dans (6 .16), quand il
s’agit d’établir le moment de flexion M du aux effets du second ordre, connaissant le
moment de flexion M du premier ordre.

Du fait de la fleche totale maximale (w,;) , la section a mi-hauteur de la barre est donc
sollicitée par un effort normal N et par un moment de flexion M = Nw,,; d0 a I’effet du
second ordre .par exemple , pour un profilé HEA 200 flambant selon I’axe de faible inertie
avec (Ig = 3500mm , w, = 4mm et N820kN) on  trouve  (Wgor = 6.3mm).
L’augmentation de la fleche (environ 50%) et le moment de flexion M qui en résulte ne
sont donc pas négligeables.

La figure (I1.10) illustre I’influence de la déformée initiale sur la résistance ultime au
flambage pour deux valeurs d’élancement. Les diagrammes charge-déformation
représentés sont déduits d’essais [3] effectués sur des barres comprimées bi articulées de

section rectangulaire, auxquelles on a imposé une courbure initiale dans la plan de flexion.
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On constante pour un élancement faible (A\x = 40), le comportement des barres est quasi
linéaire jusqu’a la ruine. Pour des grands élancements (Ax = 120), les fleches sont
beaucoup plus grandes et les courbes ne sont plus linéaires. On y voit également que la
diminution de la résistance ultime peut étre trés importante suivant la valeur de la fleche
initiale.

ANIKN]
400 + Ag =40

w[mm]
——
8

60

4
4-01:—*-’: Ol ‘Ir =
y 0 2 4

N 4

Figure. 11.10. influence de la déformée initiale sur la résistance ultime au flambage.
11.5.2. Contraintes résiduelle

Les contraintes résiduelle, qui forment un état de contraintes auto-équilibré sur une
section droite, peuvent étre d’origine thermique (laminage, découpage au chalumeau,
soudage) ou mécanique (dressage) (83 /2.7et7.3.3). Montre la répartition des contraintes
résiduelles dans la section d’un profilé en double té. L’évolution des contraintes dans une
section rectangulaire comprimée, soumise a des contraintes résiduelle, est mise

schématiquement en évidence a la (figure 11.11), qui montrait ceci pour une section tendue.

ETAT STADE ETAT
INITIAL INTERMEDIAIRE FINAL

Contraintes  Contraintes Superposition Contraintes Superposition
résiduelles appliquées des contraintes appliquées des contraintes

094,

Figure.l1.11. influence des contraintes résiduelles dans une section comprimée.
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La figure 11.11 montre que certaines fibres de la section se plastifient avant que 1’effort
normal applique ne soit égal a I’effort normal plastique (N,;).les contraintes résiduelles
influencent donc le comportement d’une barre comprimée, car les zones plastifiées
prématurément diminuent la rigidité de la section. En effet, lorsque la déformation
spécifique € d’une fibre dépasse 1’allongement limite €lastique €y, le module d’¢lasticité E
de cette fibre est nul. Ce phénoméne est illustre a la figure 1.12, qui montre que la rigidité
de la section est constante jusqu’a un effort normal de compression N égal a la chargeN,;).,
correspondant a la charge maximale que peut supporter la section sans qu’aucune fibre ne
soit plastifiée. Dés que la charge dépasseN,;)., la rigidité de la section baisse alors
relativement rapidement, pour finalement étre nulle lorsque toutes les fibres de la section

sont plastifiées (N = N,;).

A rigidité E7

' P
Neg N gy

Figure. 11.12. Influence des contraintes résiduelles sur la rigidité d’une section.

11.6. Courbes de flambage européennes

La conclusion la plus importante des travaux de la CEEM est que 1’on ne pas Vérifier
toutes les pieces comprimées a partir d’une seule et unique courbe de flambage. Il est
nécessaire de considérer chague cas séparément, en tenant compte des caractéristiques
relatives a la forme de la section, a son mode d’¢laboration et a sa géométrie, les
imperfections influengant la résistance ultime de barres comprimées ont pu étre classées,
selon leur ordre d’importance, de la maniére suivant :

e La déformée initiale. Les mesures effectuées sur des barres comprimées existants ont
montré qu’il était conservateur d’adopter une déformée initiale de forme avec un
rapport enter la déformation initiale w, et la longueur [ de la barre de 1/1000. Les
courbes de flambage ont donc été établies en considérant des barres dont la déformée

initiale était de ce type.
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e Les contraintes résiduelles. Celles-ci ont un effet plus ou moins défavorable selon que
le flambage de la barre crée une flexion sont ’axe faible ou 1’axe fort, ¢’est —a-dire
suivant que la traction. Par ailleurs, la répartition des contraintes résiduelles étant
semblable pour un ensemble de section de méme type, il es possible de classer
certaines section dans seule catégorie. Par exemple, on peut considérer tous les
profilés en double té laminés (IPE, HEA, HEB, etc.) ensemble.

e La variation de la limite d’¢lasticitéf, . la valeur moyenne de la limite d’¢lasticité de
I’acier dépend en effet de 1’épaisseur du produit (§ 3.3.1).On doit tenir compte de cette
influence en adoptant des valeurs de f, différentes suivante I’épaisseur maximale de la
section (la norme SIA 161 contient ce type d’information).

e Parmi les autres imperfections ayant une influence sur la résistance au flambage des
barres, on peut notamment citer :

e La dispersion de la valeur du module d’élasticité¢ E, qui peut en général étre négligée
car son influence est trés faible ;

o La forme réelle de la section d’une barre (tolérances de laminage), dont I’influence est
déja incluse dans les courbes de flambage, qui sont basées sur des essais effectuée avec
des barres réelles ;

e L’excentricité des charges axiales, qui est déja considérée par la déformée initiale
admise lors de 1’établissement des courbes de flambage, mais dont il s’agit de tenir
compte dans le modéle de calcul adopté si elle ne peut pas étre évitée par des
dispositions de constriction adéquates.

Les courbes de flambage adoptées pour le dimensionnement découlent des travaux d’une

commission da la CECM chargée de I’¢tude du flambage des barres simplement

comprimées. Ces travaux comprennent d’une part d’essais (plus de mille), effectues sur des
profilés du commerce et sur des sections composées a ame pleine, et d’autre part une

simulation sur ordinateur du comportement de telles barres [2]

Pour chaque paramétre étudie expérimentalement (excentricite des charges, rectitude des

barres, limite d’élasticité des aciers distribution des contraintes résiduelles, intensité de ces

contraintes, etc.), on disposait d’un certain nombre de valeurs déduites de mesures. A partir
de ces valeurs, la résistance ultime de la différente barre a été calculée analytiqguement.

Pour un type de section et pour un élancement donné, on a constaté que la valeur de la

résistance ultime avait une distribution correspondant a peu prés a une courbe de Gausse

(fig.11.13). Les valeurs adoptées pour tracer la courbe de flambage théoriques sont des
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valeurs caractéristiques, obtenues en retranchant deux fois 1’écart type a la valeur

moyenne. Les courbes ainsi obtenues ont été comparées aux valeurs caractéristiques de la

résistance ultime deduites des essais. Cette comparaison a montré une bonne concordance

entre les essais et les simulations.

distribution
des résultats

Om

v

-
Q
CJfeoQroane O
(o7 Jolurrrave ennle]
OCEoQan0 © O

o résultat d'essai

o valeur caractéristique : Og = Oy — 255

- Ax

Figure. 11.13. principe d’établissement des courbes de flambage.

Les résultats des études de la CECM ont finalement montré qu’il était possible de

considérer trois courbes de flambage fondamentales pour I’ensemble des barres

comprimées utilisées couramment dans la pratique. La figure (I1.14(a)) montre 1’allure

générale de ces courbes, pour lesquelles la contrainte de flambage oy est donnée en

fonction de I’élancementdy. Une telle représentation a cependant le désavantage d’étre

dépendante du type d’acier. Pour éviter cela, les deux notions suivantes ont été introduites :

e Le coefficient de flambage «, qui correspond au rapport entre la contrainte de flambage

ok et la limite d’¢lasticite f,, :

()
k=—
fy
e Le coefficient d’élancemently, défini comme le rapport entre les élancements A, et
Ag:
Ak
Ak = —
K A5

(11.23)

(11.24)
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L’¢lancement limite élastique A (Euler) correspond a I’intersection de la courbe g,
avec la limite d’élasticité¢ f,, (fig. 11.14 (a)). Il peut par conséquent étre obtenu en posant
ocr = fy dans (11.4)

Ap=m |— (11.25)

Les définitions des élancements Az etdy, données respectivement par (11.25) et (11.26),

permettent finalement d’exprime le coefficient d’élancement A défini par (11.24) par

N J2
IK:\/N:Z:\/O':Z (11.26)

I’expression suivant :

po ﬂl K = oklfy \ Exemples d'applications

5 - 1.0 \ a ¢'
1 \
\ .
Ok
0.5-

0 - 0

0 Agp Ag =lgli 0 02

(a) Relation o-Ag. (b) Relation x-Ag.

Figure. 11.14. courbes de flambage.

Avec la définition des coefficients de flambage k et d’élancementdy, il est possible
d’établir des courbes de flambage indépendantes de la nuance de I’acier utilisé (fig.
11.14(b)). Une représentation analytique des trois courbes de flambage est donnée dans les
normes de construction métallique (par exemple SIA 161 ou Euro code 3). On consultera
ces dernicres pour les indications concernent leur domaine d’application, qui dépend
essentiellement de la répartition des contraintes résiduelles dans la section. Il est en général
le suivant :
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e Courbe a: applicable aux sections dont les fibres extrémes, dans la direction de
flambage considérée, sont sollicitées par des contraintes résiduelles de traction ou des
sections libres de contraintes résiduelles (par exemple les profilés tubulaires ou les
profilés recuits) ;

e Courbe c: applicable aux sections dont les fibres extrémes, dans la direction de
flambage considéréee, sont soumise a des contraintes résiduelles de compression (par
exemple les profilés en double té flambant selon leur axe faible, les cornieres ou les
fers ronds et carrés) ;

e Courbe b : applicable aux profilés en double té flambant selon leur axe fort, ainsi qu’a
tous les cas ne faisant pas partie des courbes a et c.

L’Euro code 3 (§ 5.5.1) définit une quatrieme courbe de flambage (courbe d),

Qui s’applique aux profilés laminée en double té et aux sections composées a ame pleine

dont I’épaisseur des ailes dépasse respectivement 100 mm et 40 mm.

La contrainte de flambage oy pouvant étre définie a partir de (11.23) comme étant égale au

produit de la limite d’€lasticité f, avec le coefficient de flambage

ox = kfy (11.27)

La résistance ultime au flambage Ny d’une barre peut finalement étre établie de la fagon

suivant :

Ng = oxA = kf,A = KNy, (11.28)

Les tables SZS C4.1 contiennent des tableaux donnant directement la résistance
ultime au flambage d’une barre comprimée en fonction du type de section, du type d’acier,
de la direction du flambage et de la longueur de flambagel. Elles représentent un outil de
travail dont I’utilisation permet d’éviter de nombreux calculs, mais dont il faut vérifier

soigneusement les conditions d’application.
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CHAPITRE 1 : Aspect théorique du flambement

I11.1 Poutre bi-articulée :
Le flambement simple affecte les piéces soumises a la compression simple, son
Etude est due a EULER.
La théorie d’Euler est fondée :
sur une poutre droite, bi-articulée a ses extrémités,
soumise a un effort normal de compression centré N appliqué dans ’axe Ox
dont les dimensions transversales sont faibles en regard de la longueur
(grand élancement) .
dont les inerties sont maximale dans le plan zOxet minimale dans le plan  yOx

(voir figure 1).

Figure 111.1 . Poutre bi-articulée [4]
Lorsque N croit, a partir de zéro, 1’état d’équilibre rectiligne initial évolue vers un état

Curviligne fléchi.
D’apres la loi fondamentale de la flexion, issue de la résistance des matériaux, le

Moment fléchissant s’écrit :

d%y

M=-El, 5 (1.1)
d%y
Or, M = Ny donc : El,—=+Ny= 0
En posant a = \/g on obtient I’équation de I’¢élastique :
d2
Zt+a’y=0 (1 2)

dx?
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Equation différentielle du seconde ordre, dont la solution générale est de la forme :

y = Asinax + B cos ax (11.3)
La résolution de cette équation s’opére grace aux conditions aux limites :
- Sisinal, # 0,A =0 et y(x) = 0 quel que soit x. Dans ce cas, seul I’équilibre
Rectiligne est possible.

- Sisinaly = 0,al, = km

Soit :
oy = km _|N (111. 4)
l EI
D’ou:
k?m?EI (111.5)
N=—s;
1

- Si k = 0,N = 0 et la poutre est rectiligne, pour qu’elle reste fléchie, il faut que k soit au
moins égal & 1, ce qui conduit & la valeur minimale de N, correspondant a un
équilibre fléchi de la poutre, qui vaut :

m2EIl

Ne =% (111.6)
0

N, =Force critique d’Euler
L’allure de la déflexion correspondant a cette force est :
y = Asinax
Donc I’allure de la déflexion est une courbe sinusoidale, il n’est pas possible

d’obtenir I’amplitude du flambement notée par A. [5]

o . - N .
A la force critique d’Euler N, correspond une contrainte critique oy, = 7", A étant la
section droite de la poutre, qui s’écrit encore :

_an I _7T2E

R 2 (11.7)

Aveci = \/;, rayon de giration minimal, correspondant a I’inertie I minimale et a

, . l \
I’élancement maximal A = /ZO’ d’ou finalement :

n%E

0= (111.8)
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)\.K= 93

Figure 111.2 . Variation de la contrainte / L’¢élancement [4]
- lorsque o3, > 0, aucun risque de flambement n’est a craindre et la ruine survient pour
0 = 0,.
- lorsque gy < g, il y a ruine par flambement dés lors que o = gy.
A la limite de bifurcation d’équilibre, pour laquelle g}, = a,, correspond un

élancement critique dans le cas d’un poteau bi-articulée en acier E235 vaut : [4]

,E ’210000
=1 |— = = (11.9)
A =T o s 538 93

I11.2. Poutre encastrée en pied et articulée en téte :

La ligne d’action de N tend a se déplacer dans la section d’encastrement et génére une
réaction transversale P la ligne d’action passe par A point d’inflexion de la déformée.
L’équation de la déformée s’écrit :

dZ

y
El—= =—M = —Ny+Px (111.10)

Et a pour solution, en posant a\/7

N-
EI °

y=Asinax+Bcosax+Nx (11.12)
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N
i.

b

|
Y

Figure 111.3. Poutre encastrée-articulée [4]

La résolution s’effectue grace aux conditions aux limites :

y(0) =0, soitB=0
P
v(ly) =0, soit  Asinaly + Nlo =0
P
y'(ly) =0, soit Aa cosaly + N 0
D’ou I’on tire 1’équation transcendante tan al, = al,, qui a pour plut petite racine
alo = 4‘,5
Soit
45 [w (1.12.9)
=, T JE
D’ou
T2El (11.12 .b)
k= 2
5

Ce qui montre, en se référant a la formule d’Euler pour une poutre bi-articulée, que : [4]

221 soit I =22=071 (1.12)
22 2
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111.3 Poutre bi-encastrée :

L’équation différentielle est :

ElzgzM (1n.13)
L’expression du moment est de la forme :
M=—-Ny+Cx+D (1n.14)
Par conséquent :
EIZ%+Ny=Cx+D (111.15)
Et par intégration, il vient :
y=Acosax + Bsinax + Cx+ D (111.16)

f;'?'}'???',??a???'

Figure 111.4 . Poutre bi-encastrée [4]

Les conditions aux limites sont les suivantes :

y(0)=y() =0
A+D=0
Baly+C =0
Acosaly+cosaly+Cly+D =0 et
Aasinaly+Ba cosaly+Cly, =0

y(0) =y'(l)) =0
La déformation ne sera pas nul si le systeme obtenu en élimant D et C une solution
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différente de zéro :

A(1 —cosaly) + B(1 —sinaly) =0 (111.18.a)
Asinaly+B (1 — cosaly) =0 (111.18.b)

C’est-a-dire si :
(1 —cosaly)?(aly — sinaly) sinal, = 0 (111.18.c)

Soit en développant :

1 —2cosaly + cos? aly — alysinaly + sin?aly, =0 (111.18.d)
Ou:
2(1 —cosaly) = alysinal, (111.18.e)
La plus petite racine non nulle de cette équation est :
aly = 21 (I.18.)
La force critique d’Euler est donc égale & :
N, = 4712% (111.18.9)
0

D’une maniere générale, selon les conditions aux appuis, la force critique d’Euler
vaut :
m2EIl (111.18.h)

Ny = m——
lO
I, Etant la longueur réelle de la barre. En introduisant la longueur de flambement lg, elle

s’écrit alors :

2
Ny = nl—éﬂ Avec lf = \/l—o_ (111.18)

m
On peut déduire alors que :
1 (111.19)
Kr = —
f m

I11.4 Poutre encastrée en pied et libre en tete :
L’équation de la déformée s’écrit :
El;,y" = M,(x) © El;,y" —M,(x) =0 (111.20)
& Elg,y" +N, =0 (11.21.a)
ey + #y = 0 Equation différentielle 2 ¢™¢ ordre
Gz

La solution générale de cette équation est de cette forme :

N
El;,

= Acosax + Bsinax Avec a? = .21
y
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P <=

Figure 111.5. Poutre encastrée-libre.
Détermination des constantes avec les conditions aux limites :
Pour x =0, y(0)=0; doncA=0
Pour x =21, y(21) =0; doncBsina2l =0
A étant nul, il est évident que B # 0 (si non pas de flambement),
= sina2l =0 (11.22.a)
© a2l =nm avec n = nombre entier

n =1 1¢" mode de flambement

_r (111.22.b)
=>a= 5]
Equation de déformée ;
— pan (T (11.22.c)
y(x) =B Sm(ZZ)
De I'équation 1 et 2
m? N
2 - ___ = 111.22
YT TEL, (-22)

La résolution de cette équation permet de trouver N provoquant la déformée, c'est-adire la

charge critique d’Euler N, au-dela de laquelle le flambement se produit :

m2Elg,
N, = e (11.23)
On se référant a la formule d’Euler pour une poutre bi-articulé, que :
1 1 _
1z g, soit lp = 21 (111.24)
Pour une poutre comprimée de section S la contrainte critique o, est définie par la
relation :
N, n?El,,
O'C:?@GCZIJ%T (“|25)
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Onsaitque r = /Im% le rayon de giration,

Et:1=4 avec [ = 2| & A=2
r r

La contrainte critique s’exprime alors sous la forme :
n?’E

}\2
I11.5 Prise en compte des défauts de rectitude :

o, = (111.26)

Considérons une poutre dotée d’une courbure initiale y, = f(x) et chargée

centrique ment (figure 6).

Y

Figure 111.6. Défaut de rectitude. [4]
Dans une section courante z, le moment fléchissant vaut :
M(x) =Ny +y) (n.27)
L’équation de la déformée s’écrit :

d?y

EIW =-M = —N(y-|-y0) (|“288.)
D’ou:
dZ
d_x};: @2(y +y,) = 0 (111.28.b)

La déformée de la poutre, a vide, s’exprime par le développement en série de sinus

suivante :

sin tx 27X
Yo = a1 +a, sinT+ ----- (111.29)
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Qui, en premiére approximation (les autres termes étant négligeables), se résume a :

. nx .
Vo = asmT,smt :

2 (111.30)
y 2 . X _
W+a (y+asmT) =0
La solution générale de cette équation est de la forme :
X
y = DSinT (1.31.a)
Les dérivées sont :
dy T X
2 — D=cos— 111.31.b
o D [0S ( )
d?y T’  mx
L’équation (1) devient alors :
X m?
sinT<aa2+Da2—Dl—2>=0 (111.31.d)
D’ou I’on tire :
D= Za (111.31.e)
Vs
aZlz 1
La fleche additionnelle y prise par la poutre vaut donc :
. TTX
a SlnT
Y=z (1.32)
aZlz 1
Elle est maximale a 1’abscisse x = é
Soit :
_ _ a
Ymax = f = =5 (111.33)
aZlz 1
2
Compte tenu que a? = % et N, = ”l—fl, (2) s’écrit encore :
_ a
f=N (111.34.2)

N
Les déformations croissent hyperboliqguement avec N.

La fleche totale f; (fleche initiale + fleche additionnelle) vaut donc :
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_ _ a
fe=at+f=—F (111.34)

1=w

_lorsque N =0, f; = a (état initial)
_ lorsque N — N, f; — oo (état de ruine)

La contrainte maximale, caractérisant 1’état de ruine, est obtenue pour :

N Nf, (111.35.3)
O, ::;i-+ I

i2
Compte tenu que C = i = % i étant le rayon de giration et C distance du centre

de gravité de la frontiere du noyau central, on a :

= (142 2 111.36
% = co,—0 (111.36)
- =2 - = Coefficient d’amplification de la fleche initiale
o
(1 42 2 ) =Coefficient d’amplification de la contrainte.
c op—0
2
La charge de ruine N est obtenue par la relation (4), en portant o = %et O = 71—2'3 .On
obtient I’équation suivante du second degré, qui donne N :[4]
2 vz (2% % a0, =0 (111.37)
m2EA m2E ¢ % = '

111.6 Prise en compte des défauts de centrage :

Considerons cette fois-ci une poutre rectiligne, chargée d’une force normale N paralléle a

son axe moyen, mais excentrée de e (Figure 7)

]
A 5%
Figure 111.7. Défauts de centrage. [4]
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- Equation de la déformée :

d2y (111.38)
W‘l‘ azy =0

- Solution générale :

Y = Asinax + B cos ax (111.39)
- Condition aux limites
y(0) =e, soitB =e (111.40.a)
1 —cosal (111.40.b)
[) =e,s0itA=e————
y(l) = e,soi e—
D’ou
( . 1 — cos al) (111.40)
y=el|cosax +sinax ———
sin al

. : l
- Fléche totale maximale, pour x = >

b= [ [ b [l 1-cos al] (Il.41.a)
et+f=e cosa2 sma2 pr——
al 111.41.b
cosal=1—25in27 ( )
al al 111.41.
sinal =2 sin—cos — ( )
2 2
1 —cosal al (1.41.d)
———  =—tan—
sin al 2
La fleche totale vaut alors :
al | al al e (11.41)
et+f=e (cos—+ sm—-tan—) =
2 2 2 al
CoS—
2
Soit :
) 1 ) (11.42)
f =e a_l -
cos

-Lorsque N =0, f = 0 (état initial)
-Lorsque N — Ny, f — oo (état de ruine)
f Varie hyperboliquement en fonction de N et a pour asymptote horizontale NLe

moment fléchissant maximal vaut :

N-e
My =N(e+f)=—C71 (11 .43)
COS7
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La contrainte maximale, caractérisant 1’état de ruine, est obtenue pour

N N(e+f)v
=t I .44
0o =+ —— (1 .44)
i2
Qui s’écrit encore, en portant ¢ = %et f tirée de la relation (5) :
N L e
O, —Z +—al (|||45)
C: oS~
Or, cosZ = cos ﬂ-£=cos&\/E (111.46)
2 ElI 2 2+ EI
Soit enfin :
N 14 e 1
Je =7 - (1n.47)
COS? ﬁ

La charge de ruine N peut étre obtenue par résolution de 1’équation (6) ; cependant,
Plus simplement, tant que N reste faible vis-a-vis de N, (petites déformations), on
Peut admettre avec une précision suffisante, al étant faible, que :

al ) a?l? (111.48)
cos — = 5

L’€quation (5) s’€crit alors :
1

f=e W—l (|||49)
1-=3

En portant a? = % on obtient finalement :

_ 8EIf

111.7 Flambement par flexion :

(111.50)

Il s’agit dans ce cas, d’une poutre idéale rectiligne, soumise simultanément a un
effort normal N et a un moment fléchissantM,.
En comparaison au flambement simple, il y a dans e as une amplification de la
déformée et don des contraintes de flexion et de compression.
Si M, (x) est le moment fléchissant initiale, le moment fléchissant total dans la
poutre, comprimée et fléchie, vaut :
M(x) = My(x) + Ny (111.51)
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La déformée a pour équation :
2

asy
EI:W-FN_’V: —MO(X') (“'52)

Pour les fonctions simple de M, (x), I’intégration est possible.
Considérons les deux cas les plus courants de moment :
Moment sous charge concentrée transversale.

Moment sous charge uniformément répartie transversale.

111.7.1 Sous charge concentrée Q :

.

b

Figure 111.8 . Sous charge concentrée [4]

Nous avons :

sixgamﬂ=gg% (111.53)
SixZamﬂzgg% (111.54)

L’intégrale générale a pour expression :

- Si 0<x<a

y(x)=Acosa+,BSinax+%xl_Ta (111.55)

-Si a<sx<l
l—x

: (111.56)

y(x) = Ccosax+Dsinax+%a
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Les coefficients A, B, C, D sont des déterminés en écrivant que :

A=0
sina(l—a
po @ snal=q)
alN sin al
C=—-Dcosal;
_Q sinaa:> _ )
" aN tanal B aNsmaa
Finalement :
-Si 0<x<a
_ Q sina(l—a) . Q l—a
y() = aN sin al smaa+Nx l
-Si o a<gsx<l
Q sinaa | Q l—x
y(x)—a—N Sinalsma(l—x)+ﬁa ]

111.7.2 Sous charge uniformément répartie g :

u(x) ==(-x) Enposant: u= %l; il vient

2x
4 cosfull—— I2x
16EL,u* cos i 8El,u?

. . I, .
La fleche maximale pour x = 5 sécrit :

5 ql* 24(1 — cosu) —12u? cosu

Ymax = 384 EL, 5u*cosu
_ ql? 2(cosu—1)
Ymax = 78" T2 cosu

(111.57.)
(111.57.b)
(111.57.¢)
(111.57.d)
(111.57)
(11 .58)
(111.59)
(111.60)
(111.61)
(111.62)
(111.63)
(111.64)
(111.65)

Les résultats, pour les cas usuels, sont rassemblés dans le tableau ci-aprés, dans lequel ,t =

Z 4
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Cond. | Cas de charges My max, ‘ Mmax. | Coefficient d'amplification
aux pour pour des moments :
aPPms! Z-é ‘ Z_£ - Mmax
| 2 | 2 _Momax
|
q |
N FTTTTTTTY Nl 8 I 2 3
S XYY YIVY L 9% | 4 ===
° | / 8 8 (g
-g e
: 0 | |
é | I
N N | ! f 1
- - - gt
. | 23 il f
| o |
_’Y.:, — T L' / N ‘ I2 [2 r 3 ) 3
;-2 N 924 904 tsin21 21
w | 7
@ | |, A
N /‘ l f N { O/ 1
/ 2 gt
I"’J " %% 8" i ¥

Figure 11.9. Sous charge répartie [4]
I11.8 Influence de I’effort tranchant sur le flambement des pieces :
La sollicitation d’effort tranchant, généralement présente dans les pi¢ces fléchies, entraine
des déformations dont nous n’avons pas tenu compte jusqu’a présent. En fait, la présence
d’un effort tranchant ne modifie d’une maniére sensible la charge critique.

Reprenons le cas simple de la poutre d’Euler bi-articulé sollicitée en compression simple.

Nous avions :
dM dy
M =N tV=—=N— 111.66
y € dx dx ( )
L’équation de la déformée s’écrit, en prenant en compte les déformations engendrées par
I’effort tranchant :
d? M d/V
_y:__+_(_> (111.67.2)
dx? El  dx\GA,
d*y N, N d?y
A AT 111.67
dx? El + GA, dx? ( )
Soit : (111.68)
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d? N N
A CRLA

dx? GA,) " EI
Posons :
g2 = N (111.69)
EI|1- i]
GA;
L’équation devient :
d?y
— 2y = 111.70
7+ B?y =0 ( )

Elle est analogue a 1’équation différentielle du (11.1) Préceédent, et se résout de la

méme fagon.

m2EI
2
L

La force critique de flambement, qui valait N, = est réduite en raison

de I’influence de I’effort tranchant et devient :

N _ m’El 1
k— ll% 1 +71'2E1 L (1.71.a)
12 GA
Ou:
Ny = Ly N (111.71)
GA,

A étant la section réduite a I’effort tranchant.

_ Si A esttrés grande :

N m2EIl
ﬁz = az = E et Nk Nk l12( (|“72)
_ Si, au contraire est | est tres grand :
d?y N (11.73)
ey _) _
dx? ( GA,
Ce qui est verifié pour G% = 1. C’est a-dire que la force critique de flambement
1
D’effort tranchant est :
N, = GA; (1.74)
En général, ona:
—HZEI( N") (111.75.2)
T GA; o
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C’est a-dire :
) Ny
N, =N, (1 - T) (11.75.b)
N
Ou encore :
1 1 1

— = +— 1175
NK NIK NIIK ( )
Si la diminution est faible pour les poutres & ame pleine, et négligeable, elle est, au

contraire, sensible pour les poutres triangulées. [4]
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Chapitre 1V : Application

Introduction
Dans ce chapitre, nous allons déterminer par la méthode des éléments finis la charge

critique pour un poteau avec différents modes de liaisons.
Afin d’éclaircir I’approche de la méthode, on consideére un poteau encastré a son pied et

libre a I’autre extrémité (Encastré-libre ou encastré-rotule : déplacement latéral permis)

| 2.

ANNAN

Figure IV.1 poteau encastré-libre

IV.1. Le flambement eulérien
Nous avons vu au chapitre précédent que le moment fléchissant pouvait étre exprimé en

fonction de la courbure de la déformée a partir de la relation :

2

% . o . :

El, j > =—M,(x) . Par ailleurs, le moment fléchissant vaut également en tout point de la
X

déformée : M, (x) =P.v(x) d’ou :

2
e, Y py(x) =0 (IV.1)
dx

/ P o .
En posant o = Tk I’équation ci-dessus devient
z

2
El, d—\2/+oc2.v(x) =0
dx (IvV.2)

et dont la solution générale réelle est de la forme

A.sin(ax) + B.cos(ax) (IvV.3)
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En utilisant les conditions aux limites, on aboutit a

km
o=— V.4
3 (IV.4)
Et par consequent on trouve la charge critique :
n’El,
Py = E (IV.5)

IVV.2. Calcul de la rigidité tangente

Le fait de considérer un probléme en déplacements importants, résulte d’ajouter a la

2
. . . . . 1(dv
déformation relative d’une poutre en flexion avec variation de longueur le terme E(d—j
X

soit :

_du d’v 1(dv)2 (IV.6)

=— -+ = —
Exx dx ydx2 2 dx

L’élément utilisé est une poutre bi-articulée, le champ de déformation correspondant aura

la forme :
£ = [BJfa. } (IV.7)
avec
[B]{—%(g—lf—sxj-y (é—i—?}y %(%—f—ij (%—i—?jy} (IV.8)
et
{@.}=lu, v, 6, u, v, 6,1" (IV.9)

La matrice de rigidité élémentaire en repere local [Ko]aura de fait la méme expression que

celle donnée par la figure V1.2 ci-dessous.
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Rigidité Facteur de transmission
du neeud # \ du nceud 7 vers j
2 0 0B 0o |
PL L |
0 12E  6EI 0 12EI  GEI
i JE 2 JE 2
0 6EI 4FT G6EI  2EI
[ A :| _|i . L - I L
— E 0 0 E 0 0
L L :
0 121 GEI | . 12F GEI|
D 2 JE; I?
0 6EI 2E 0 _GEl  4FI
] 2 L B - L
Facteur de transmission \ Rigidité
du neeud j vers 7 du neceud j

Figure 1V.2 La matrice de rigidité elémentaire en repére local

La démarche est de calculer tout d’abord la matrice [K] associée aux contraintes initiales.

Celle-ci dépendant essentiellement des déplacements transversaux, le calcul de la matrice

[G] associée au champ de déplacement transversal v(X) qui est exprimé sous la forme :

v(x)=[0 N, N, ON, N,].a.}

Et qui permet d’établir que :

dN, (x)

dN, (x)

(1= [0 dx

dx

0

dN, (x)

dx

dNAX)}

dx

(IV.10)

(IV.11)

d’ou I’expression de la matrice de la rigidité élémentaire dans le repére local pour notre cas

est donnée par :

[K.]= [[6] [o}[c]av.

VE

N

' |
lm oo

[EEN
o

o5|roluo

0 |
L
10
LZ
30
0
L
10
o
15 |

(IV.12)

La matrice tangente [KT] exprimée dans le repére global est ensuite obtenue en effectuant

un changement de base sur la somme des deux matrices précédentes [K,] et[K_]. Cette
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approche revient en fait a calculer la structure dans son état déformé de maniére successive

en posant :
[:]=[r@)]" (KI+[K,]).[1¢6,)] (IV.13)
avec
[ cos(0) sin(0) O 0 0 O]
—sin(6) cos(®) O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[rep)- 0 0 0 cos(®) sin(0) O (IV.13)
0 0 0 -—sin(6) cos(6) O
0 0 0 0 0 1

V. 3. Calcul de la charge critique d’Euler

1V.3.1. Cas d’un poteau encastré a son pied
Dans cette partie, on utilise I’analyse modale de flambement afin de calculer la charge
critique d’Euler pour notre structure. Cette analyse est basée sur une recherche de valeurs
et vecteur propres, permet de déterminer le plus petit coefficient critique pondérant le
chargement appliqué. Si ce coefficient est inférieur a I'unité, la charge critique est déja
atteinte et par conséquent, la structure est donc considérée dans ce cas comme instable

Et a titre d’application de I’analyse de flambement sur le cas cité ci-dessus on a pris les

dimensions et caractéristiques suivantes :

Longueur | Section | Moment d’inertie | Module de Young | Charge Normale
L(m) |S (m? | (m*) E (N/m*) P (N)
2 0.0001 6.10° 2.110" 10000
Tableau IV.1

Avec ces données reprenons le systeme 4.12 aprés avoir calculé la rigidité tangente qui
représente la matrice globale et apres introduction des conditions aux limites, le systeme

global se réduit a :

4El - GEI 2L L
L > |[_,Pl 15 10]|_

det 6E 126 v B 010 (IV.15)
EE 10 5

Et aprés calcul, on trouve deux solutions pour polyndme caractéristique correspondant

A, =0.7839 et A, =10.1372
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Seule la premiere solution est retenue A, = 0.7839 ( 1, la charge critique est donc egale a
. 0.7839
P., =X, P=7839N avec pour mode de flambement associé m, = 1 . Cette valeur

bien que comparable, differe 1égérement de celle obtenue avec la relation théorique

n’El n’El
Ny, =F e T 5 7770\ V.16
C L2 (Ll)z ( )

IVV.3.2. Cas d’un poteau encastré-rotule, déplacement latéral bloqué

LR

Figure 1V.3. Poteau encastré-rotule, déplacement latéral bloqué

Longueur | Section | Moment d’inertie | Module de Young | Charge Normale
L(m) |S (m? | (m*) E (N/m?) P (N)
2 0.0001 6.10° 2.110" 10000
P, =6414.3N
Tableau V.2
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IVV.3.3. Cas d’un poteau rotule-rotule, déplacement latéral bloque

L

Figure IV.4 Poteau rotule-rotule déplacement latéral

bloqué

Longueur | Section | Moment d’inertie | Module de Young | Charge Normale
L (m) S (m?) I (m*) E (N/m*) P (N)
2 0.0001 6.10° 2.110" 10000
P., = 3217 N
Tableau IV.3
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IV.3.4. Cas d’un poteau encastré-encastré, deplacement latéral bloqué

bloqué

Figure IV.5 Poteau encastré-encastré, déplacement latéral

Longueur | Section | Moment d’inertie | Module de Young | Charge Normale
L(m) | S (m? I (m*) E (N/m*) P (N)
2 0.0001 6.10° 2.110" 10000
P, =12421.7N
Tableau 1V .4
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Conclusion genérale

Conclusion générale

D’apres 1’étude théorique qu’on a fait, il est trés claire de constater que les poteaux
élancés sont tres sensible aux efforts de compressions et par conséquent de flexion qui
provoque en suite le flambement qui est un phénomene instable et nuisible pour les pieces
comprimées c’est pourquoi la connaissance des charges critiques est indispensable et

nécessaire dans la réalisation dans la conception des systémes mécaniques stables.

Et d’apres les résultats obtenus, on conclut que les conditions aux rives jouent un
grand role dans la détermination des charges critiques donc leurs choix est trés indispensable

et doit étre précis pour les structures mécaniques.

Et ce qui concerne la détermination de la charge critique, il est néanmoins tout a fait
possible de retrouver précisément les résultats obtenus en augmentant le maillage de I’élément

(structure).
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