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Examen final

Exercice 1 : (4 points)
af Justifier la validité des expressions suivantes : Ty, +a;b; —C,, Ty +ab;c,, T, +aq;, T +a

b/ Evaluer les expressions suivantes: 03,0, £ 0110;,05s 0,10,,0,1, 0,000,

Exercice 2 : (8 points)

Au point M d’un milieu est donné dans un repére orthonormé (M, X1, X2, X3) par le tenseur symétrique de contraintes en (MPa).

2 o, O
oy=|? a ? a : Constante et ¢,, :Orientée dans le sens positif
o, 0 a

1- Sachant que les valeurs des invariants |, =10 MPa et |, =7 MPa. Calculer les valeur de ¢;,,0,, eta.

=g L .1 1
2- Calculer les composantes du T (M, 1) dans une direction inclinée de 45° dans le plani = —€,+ —

&+ =6,
272

3- Calculer les contraintes principales et les directions principales correspondantes.

Exercice 3 : (8 points)

Soit dans un repére ( 0,€, ,€, ,&; )la transformation donnée par :

+0.1X,

Xl Xl
X2 XZ
X, = X, +0.1X,

Calculer :

1- le tenseur des dilatations de Cauchy-Green droit

2- le tenseur des déformations de Green-Lagrange

3- le tenseur des petites déformations.

4- S’agit-il d’une déformation pure ?

5- Quelle sera I’image aprés déformation d’un triangle ayant pour sommet les points A (0, 0, 0),
B (1,0, 0), C (0, 0, 1) avant la déformation ?

6- Comparer les 2 tenseurs tenseur de Green —Lagrange (L) et petite déformation



Corrigé type : Méthode de solution est obligatoire MMC 2026

Solutionl : (4 points)

al

Tijk + q; bj — C, : Fausse (Tenseurs ne sont pas de méme ordre c.a.d. d’ordre 3 + d’ordre 2+ d’ordrel) (0.5 pt)
Tjki + aibjck : Correcte, i, j et k indices libres (Tenseurs de méme ordre 3) (0.5 pt)
Tjji + aa,; : Correcte, i indice libre, j indice muet (Tenseurs de méme ordre 1) (0.5 pt)

T, +a :Correcte, i indice muet (Tenseurs de méme ordre : scalaire +scalaire) (0.5 pt)

b/
O,,0, =b,. (0.5pt)

3p~p

&k 00,0y = €13 =1. (0.5p1)

5.,18,8, =06, =1. (05p

ay
5}15“5]152] :(0.5pt)

Solution 2 : (8 points)
1- Le tenseur est symétrique, donc les valeurs manquantes sont comme suit. (1pt)

2 o, O
oj=|o, a 0 a: Constante , g,, :Orientee dans le sens positif
0 0 a
1- A partir des valeurs des invariants
|, =0, +0, +0, =trace ep
_|Ou O Op Ou| [On Oy
IZ__(Giiij 00 ;5)=
O Op| |O Oz [0z Og

* |,=0,,+0,+0,=trace g; =10Mpa=a=4Mpa. (1.25pt)

T +‘4 21,12 % |_7mPa= o, —+5MPa. (1.25p)
o, 4 0O 4, |0 4
2 50
o;=|5 40
0 0 4
2- Calculer les composantes du T(M,fi) dans une direction inclinée de 45° dans le plan.

a/ D’abord on calcul les valeurs composantes du vecteur des contraintes totale :
Y\2

calcul des composantes duT (M, i) /45" = fi|1/5/2 | (1p)

0
T,) [2 5 o]|t/V2 7 100
T=oyn,=1T, t=|5 4 o[l1/v2 l=1/v2{9 | mPa "
T,] [0 0 4]0 0



b/ Calculer la contrainte normale o, .

Méthodel : o, =T .A =T,n, =T,n, +T,n, +T,n, = (8) MPa

Méthode2 : &, =0,V + 0,5 + Oy N: + 20, NN, +20,, NN, + 20,0 N, = (8) MPa (0.5pt)
c/ Calculer les composantes du vecteur cisaillement T puis le module 7 du cisaillement.

T=0c,N+r=>7=T-0,.0

. 712 1/~2 1
’ (0.5pt)
=|7, [=19/2 {-8{1/2 { =1/4/2{1 | MPa
T, 0 0 0
1Y (1Y
Le module de la contrainte tangentielle  — (__j J{_J =1 Mpa
2) "\12

3- Les contraintes principales et les directions principales correspondantes.

Parce qu’il s’agit d’un tenseur pseudo plan la contrainte ¢, = 4 MPa (0.25pt) est une contrainte principale

o, =4MPa= A+ +A2=1=0+0+A2=1=A,=+1=Z|0 |
1

2
o, t+O0 0,1 — O
Les contraintes principales sont : |0y , = (%) * \/(%j + 0122

2
- :(2;4}5 (2;4) L5

Doi:  ¢,=81 MPa o,=-21 MPa  (0.25+0.25p)

0
* Les directions principales : On a donc pour o, = 4 MPa :>ﬁ12 +ﬁ22 +ﬁg2 =1 5 0+0++A. =1> f, =%1, donc 7 1g|- (0-25pts)
1

-6.17, +5n, =0

54, -4.1A4,=0 06339
*P — A — 1 2T v 0.25

Ul g, = AMPa = (o -0, 5; ) h; =0=> a1p -0 = X|0778 (0-25p1)
0
A2 +A2 +A2 =1
i i kK -0.7733
Y=>ZaX=| 0 0 1/=Y|06339 |02
0.6339 0.7733 0 0
Solution3 : (8 pts)
1- Le tenseur des dilatations de Cauchy-Green
o 2 01 01
C=F F=[01 1.01 0 [em
01 0 o0.01
2- Le tenseur des déformations de Green-Lagrange(1pt)
L L 2 01 0.1 1 00 L 1 0.1 0.1 05 0.05 0.05
L, :E(cij - I):E 01 101 0 |0 1 0||=7||01 001 0 =005 0005 0O
01 0 0.01 0 01 0.1 0 -0.99 0.05 0 —0.495

3- le tenseur des petites déformations.



X, = X; +0.1X, U, =0.1X,
X, = X, =3U, =0 (1pt)
Xy = X, +0.1X, U,=X,-0.9X,

(o0 ou 0 005 05

g =—| —+—11=1005 0 0 |1

7o x| ex (oY)
] ! 05 0 -09

4-  S’agit-il d’une déformation pure ?
Non, il ne s’agit pas d’une déformation pure car le tenseur de rotation est n’est pas nul.

(a0 o 0 005 -05
Wij :E a—i— P [y - 0.05 0 0 (1pt)
i %) 105 0 0

5- Quelle sera I’image aprés déformation d’un triangle ayant pour sommet les points A (0, 0, 0),
B (1,0,0), C (0,0, 1) avant la déformation ?

Dans la base des coordonnées initiales (X1, X2, X3) :

X3
0 1 0
AlO B|O C|O| (os5pt .
0 0 1
A g "%
Et dans la base des coordonnés finales :
X3
0 1 0
alo| b0 cl0 [|©5pt b
0 1 0.1
C
a # X1

6- Comparer les 2 tenseurs tenseur de Green —Lagrange (Lij) et petite déformation

Comparaison : (1pt)

L11 —én
Ly

Ly -8 _05-005 _
Ly 05

Donc I’hypothése de petite déformation n’est pas valable dans ce cas, les déformations sont trop exagérées.

= 1, erreur calculée sur &, est de 100%.




