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INTRODUCTION

Ce polycopié est destiné aux étudiants Gesénestre Licence LMD spécialité Constructions
Mécaniques Filiere Génie Mécanique.

Il a été élaboré conformément au programme du casee cette licence. Pour rendre la matiere
acquérable. les chapitres ont été congus en praseids définitions, les méthodes et les supports
d’'une facon aisée et claire, les exemples pouriilda situation n’en manquent pas. Chaque
chapitre est suivi d’exercices.

Le 1°' chapitre est consacré aux rappels et des notio@énpinaires qui apparaissent nécessaires

pour I'enseignement de cette matiere.

Le Z chapitre s’occupe de la modélisation d’'un mécari¢@raphe, chaine cinématique, schéma
cinématique). En théorie des mécanismes la géoengdria piéce n'est pas a considérer seuls les
parametres géométriques telles que les longueutesoangles sont considérés.

Le 3 chapitre traitera la mobilité et I'hyperstatismeud mécanisme qui semblent deux
caractéristiques importantes d’'un mécanisme. Lodtrction de I'analyse cinématique ou statique
aide a definir la mobilité ou I'hyperstatisme ducagisme. Parmi les objectifs de ce chapitre on
signale la recherche de la solution isostatiqus ke la conception d’'un mécanisme.

Le 4 chapitre est consacré a I'analyse cinématiquerésanismes plans. Les mécanismes plans
occupent une partie importante dans le domainerdashines, L'étude des déplacements d’un
mécanisme permet la détermination des vitessesseactélérations malheureusement pas prises
en compte dans ce programme.

Le 5 chapitre est une initiation a Il'utilisation de SVorks pour concevoir un mécanisme
isostatique en permettant la simulation de son rement par I'outil SolidWorks Motion et de
déterminer les parametres cinématiques numeériquemeis a ce niveau on se contente de
déterminer les positions des points. Ce chapittecessidéré comme un TP, un exemple explicité
permet la connaissance de la maitrise de cet outil.

Enfin jadresse mon invitation a tout lecteur ayalets critiques ou des remarques a me contacter

par cet email samsum66@gmail.com

MEDDOUR B.
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Chapitre 1 Préliminaires et Rappels

1. Notions sur les torseurs

1.1. Définition d’un torseur

Soit un champ de vecteurs pour quﬁel
estlarésultant€ = ¥V, , i =1,n

En chaque point M on définit un moment
résultantM,, = Y"7AV, ,i=1,n

Si la propriété MM = MN +MNAR est
vérifiée pour tout couple de points (M,N)
alors les deux vecteurs résultaﬁtetﬁm formentun torseur au point M.
1.2. Notation

[Ty = {B Notation vectorielle
My,
Ry M,
[Tly =<Ry M, Notation analytique
R, M,
R et MM sont appelés éléments de réduction

1.3. Exemples pratiques de torseurs

a) Torseur cinématique

Le disque (figure ci-contre) est un ensemble de
points. En tournant chaque point acquiert une sggsrmant un champ de vitesses. Le vecteur
vitesse angulair§ est la résultante et le vecteur vitesse lindaire

Pour deux points A et B la relation du torseur oiaéque s’écrit :

]_/)A = ]_/)B + EA.(_I)

VA

= Wy VAx

Q
[Tcla = {]7 ou [Ty ={wy Vay

A w; Vi, M. E —_—
b) Torseur statique 4.\ c L Fe

F
La poutre ci-contre en des points A, B, C, D, E et La 5 ol | |

|
sont appliquées des forc:éAs 133, ﬁc, ﬁD, ﬁE etﬁF __\L l
Leur résultante esk au point A et le moment g re

résultant es,
Pour deux points A et B la relation du torseur —F-—V
statique s’écrit : ‘
M, = My + ABAR

=}

_R) Rx MAx
[Tsla = {]\71> ou [Tsl, =4Ry, MA,
A Rz MAz

-
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1.4. Propriété de transport d’un torseur d’un poiatun autre
Soit un champ de vecteu7r:- (i=1,n) et soit un point A en lequel est défini un torseur

R= V. _, . o
[T]4 = { Zri 1_)‘_, le vecteurr; admet A comme point d’application Bt comme
MA = 2i=1 AV,

extrémité soitr; = AB,

( n
ﬁ = Z _)i
[T]C =1 n n =1 n n
M, = ZC—B;AW - Z(ﬁ)+A_B;)AV: - Zﬁ’/\ﬁ ZAB AT
\ i=1 i=1 i=1 i=1
( n
ﬁ = Z _)i

[T]C =1 n n =

M aAZVZ+ZTBLAV CAAR + M,

\ i=1 i=1

Donc :MC = MA + CAAR

1.5. Propriété d’équiprojectivité

Soient 2 points A et C auxquels sont écrits leseiars
suivants :

(714 = {1% et [T]c = {1%
Considérons le produit scalaire :

M,.CA = [M, + 4C AR].CA = M,.CA + (AC ARJACA
Les vecteur@TC) Aﬁ)) et CA sont perpendiculaires :
(AC AR)ACA =10

DoncMA.ﬁ) = Mc.ﬁ

1.6. Opérations sur les torseurs

R, =R
a) [T1]a = [T2]a :}'{~ e
14 = Mz,
R = R +R
D) [T]s = [T1]a + [T2]a = {—> ! 2
MA_M1A+M2A
R, =R
C) [T2]a = AlT1]4 :{—>2 _
My, = AM; 4
R=0
AT, =0 =21
)I71,4 {MA:()

D
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1.7. Invariants d'un torseur

On entend par un invariant toute grandeur indépaediu lieu de calcul, pour le torseur on
distingue les invariants suivants :

a) Invariant vectoriel : Résultante

La résultante’ ne dépend d’aucun point donc c’est un invariant

b) Invariant scalaire : Automoment

L’automoment est le produit scalaire des élémeatsduction c.a.dﬁ.MA
#,.R = [M, + 4C AR].R = M,. R + (AC AR). R

(A_C> Aﬁ) est perpendiculaire avek donc (A_)C ART. R=0

Alors MA.ﬁ = MC. R 'automoment ne dépend pas de la position deutal
1.8. Axe central d’un torseur

P

Soit un torseufT], = {1\; et soit(A) la droite ensemble des points pour lesquels lditon
A

suivante est satisfaitd, //RouM, = a R (a € IR)
La droite(A) est appelée axe central du torsgl,

1.8. Torseurs particuliers
a) Torseur glisseur

—

Un torseufT], = {1\_2{ est glisseur si les éléments de réduction senpigmdiculaires

A
(RM,=0)etR#0
b) Torseur couple

—

Un torseufT], = {1\_2{ estuncouple =0 et M, 0
A

1.9. Exemples

1) Soit un repere orthonormé (O,x ,y ,z) on domseploints A(0,-1,1), B(1,0,-1), C(-1,-1,-1) et
D(0,-2,1)

- Calculer les éléments de réductidh = {g_g,
- Déterminer 'automoment

Solution :

L 0 -1 -1
AC=AO+OC=<1>+(—1)=<O>
-1 -1 -2
L -1 0 -1
BD=BO+OD=(O)+<—2>=<—2>
1 1 2

L’automoment

ACBD= (D) *(-1)+0*(=2)+(=2)*2 =3

2) Dans un repére orthonormé (O, X ,y, z) on cansites vecteurs suivants :
Vi=—T+]+k;V,=4]+2k; V; =1—k etV, =7+ 2] —k liés respectivement aux points
A(0,1,2) ; O(0,0,0) ; B(1,0,1) et C(1,3,0)

- Construire le torsedf], associé aux vecteuﬁi 72) 73) et 74)

- Déduire dgT], le torseufT],

- Le torseuT], peut s’écrire sous la forme[T], = [T]z + [T] déterminer le torseyf’]

D
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Solution :
{ 1nAV
- 0 ~1
ﬁ()(l)()()(o)
2 ~1
M, = OAAV, + 00AV, + OBAV; + OCAV,
T Tk R
OANV; =10 1 2|/=11%1-1%2)—j0*x1—(—1)*2)+k(0*x1—1x%1)
-1 1 1
~1
04NV, = —1)
~1
0
00AV, = 0)
0
1T Tk .
OBAV;=|1 0 1|=70%(-1)—0%1)—j(1*(-=1)—(=1)*1) +k(1%0— (—1) * 0)
-1 0 -1
0
OBAV, = 2)
0
1t Tk .
OCAV,=|1 3 0o |=1B*(-1)—2%0)—J(1*(-1)—1%0)+k(1*2—1%3)
1 2 -1
-3
O—C’Aﬁ=(1)
~1

e ) ()< 3) (1) )

On peut écrire le torse(f], sous forme analytique

-1 —4
[T]0={0 2}

-1 -2
e Pour déduirdT], de [T], on utilise la propriété de transport de moment :
. . T ]k
[Ty =1[T]lo+AOAR =[T]p —OAAR=[T]p—|0 1 2
-1 0 -1

[T]a=Tlo —[7(1*( 1) =0%2)—J(0* (1) = (1) *2) + k(0 0 — (—1) * 1)]

(@)l 2

=
=~
Il
=
S
I
I
v
I

_ X

O Oy
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[Tl = [Tlo — [{(0* (=1) =0 % 1) = J(1 % (=1) — (=1) * 1) + k(0 * 0 — (1) * 0)]

0 -1 —-4-0 -1 —4

[T]B=[T]0—<—2>={O 2+2}={0 4}

0 -1 -2-0 -1 -2
-1 —4 -1 —4 0 O
[T]=[T]0—[T]B={O 2}—{0 4}={0 —2}
-1 -2 -1 -2 0 O

0 0

[T] = {0 —2} est un coupl
0 0

1.2.Définitions et hypothése

1.2.1. Machine
Une machine est un assemblage piecespermettant d’exercer d’un travail sur une mat
d’ceuvre (outil, matiere a faconner, charge a dépjac.) en utilisant une source d’éner

Exemples tour paralléle, grue, malaxeur de béto
7/
Matiére
d'ceuvre
Matiére
R e
G Valeur

+
1.2.2. Mécanisme

Un mécanisme est un ensemble de piliées entre elles par des liaisons pour formeralaine
cinématique avec un élément fixe appelé

Un mécanisme est destiné a transmettre ou a tramsfalu mouvemer

Exemples :

1) Mécanisme d'essuie gle: Mécanisme qui
transforme le mouvemerde rotation continu e
mouvement de rotation alterne

N

Moteur

Barres
Axes

2) Renvoi d’angle Transmissiol
du mouvement de I'arbre moteu
I'arbre transmetteur

Arbre moteur

1.23. Chaine cinématiqu
Une chaine cinématique est tout simplement I'ensemés solideliés entri eux par des liaisons
de telle facon que le mouvement entrant se transhuet solide a un autre jusqu’au derr

élément par lequel sort le mouvem
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D.iaisonzj (Liaison4)

v
Y TR T R
\ [:Liagonlj [Liagonf_l] /
|

Chaine cinématique

1.2.4. Elément fixe ou bati
Dans une machine, les piéces fixes constituent un = ©®
systeme rigide et immobile qu'on appelle bati, |
celui-ci joue le role en quelque sorte d’'un mur

sur lequel sont suspendues les liaisons. En plusSt— 0o — _r}
de ca le bati est considéré comme piece de [ il |
référence. ®/ ' /J : ' |
Exemple : Etau ' | !
Les pieces 1;2;9; 10; 14 ; 3 et 13 sont fixes @/ | %
elles constituent le bati. \@

8

|

w Ll

@

7

1.2.5. Liaison ou couple cinématique

Soient deux pieces 1 et 2, on dit qu’elles soritaéson ou elles
forment un couple cinématique si elles sont entamin
permanent.

Contact

Exemple : Guidage en rotation

Les pieces 1 et 3 sont en liaison, elles forment u
couple cinématique 1/3. _
Les pieces 2 et 3 sont en liaison, elles forment un
couple cinématique 2/3.

1.2.6. Mécanismes plans
Un mécanisme est dit plan si les trajectoires de tes points des éléments mobiles se trouvent
dans un méme plan ou dans des plans paralléles.

-
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Exemples : Double scie hydraulique Bras oscillat

Planl // Plan2
Plan2

1.2.7. Mécanismes sphériqu
Un mécanisme est dit sphérit lorsque les points des éléments mobiles ont dgectogres se

trouvant sur des spheres concentric
Exemples :
Mécanisme sphérique a 4 ba Joint Carda

Z

1.28. Mécanismes spatiat

Un mécanisme est dit spatial (3D) si au moins éméht a des points qui ont des trajectoires
I'espace avec la remarque que les axes des attimdaie se coupent p

Exemple :Mécanisme spatial a quatre liais
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1.3. Liaisons usuelles

1.3.1. Degre de liberté 2
Dans le cas général le mouvement d'un solide pé&et é

compose sementaires suim 1™ < [/
décomposé en des mouvements élémentaires suiaid le — /

directions. Sur chaque axe on a une rotation et U ns/z

translation. Au total on a 3 rotations et 3 tratstes chacun m Rot/y

de ces 6 mouvement est appelé degré de liberté XDDL Rot/x ‘ y

Dans le cas contraire le manque d’'un de ces 6 DddDlume —

liaison. X Trans/y
Liaison =DDL Trans/x

On peut exprimer la relation entre les liaisonegtDDL :
N=6-L N:nombredeDDL et L:nombre dedans

1.3.2. Etude de la liaison ponctuelle

Considérons la liaison ponctuelle 1/2 (figure cvre). Suivant les
trois axes on a 3 rotations et suivant les axeseOXy on a 2
translations, la translation suivant Oz est absardause de la réaction
R,

Du point de vue statique :

Manque de translatioﬂ I:> [ Présence de force ]

(.

Manque de rotation ] |:> [ Présence d'un momen'q

(.

Du point de vue cinématique :

Présence de translatiorﬂ I:> [ Vitesse linéaire ]

-

(.

-

Présence de rotation ] |:> [ Vitesse angulaire]

1.3.3. Torseur associé a une liaison
Considérons toujours la liaison ponctuelle :
a) Torseur cinématique :

(.

Wy VX
Soit le vecteur vitesse de rotatiQn= (%) et le vecteur vitesse linéaité= [ Vy
W, v,

Le bilan de DDL de la liaison ponctuelle étudiémsexprimé par les vitesses :
3 rotations wy , wy ,w, et 2 translationsVy ,V, avecV, =0
Le torseur cinématique associé a cette liaison :

- wy Vi
_(@ _ v
Up =15 OU Jp =@y Vy
4 w, 0
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b) Torseur statique
Au point de contact s’appliquent des forces etrdements de réaction. Soit la force de réaction

Ry My
}_?)2/1 =§ = Ry et MZ/l =M = My
R, M,

3 rotations se traduisent par I'absence Mg, M, , M,
2 translations se traduisent par I'absence Rjg, Ry,

1 liaison suivant Oz se traduit la présenceRlg
Le torseur statique s’écrit :

. 00

TO = {E ou TO = { O 0 }
M R, 0O

1.3.4. Liaisons usuelles

. . : Torseur
Liaison Schéma Torseur statique . .
cinématique
y

9, =
d Ry 0 wo 0

Ponctuelle T = { 0 o} x
x wy W

0 0

r w, Y,

Yo
0 0
., _JR. 0 wy Vi
Linéaire To =Yy w 0
0 M, - y
0

0

Linéaire Ry 0 ©x 0
annulaire To = Ry Op 100 =1 %

x 0 0 wy V,

t\l< ‘<< o

y
Liaison plan #F A | Tp= { }
X
y R, O
Rotule To = Ry 0 190 =
R, 0
X
s = Y y
Sp:ler.lqtue a é 7o =14 R,
0ig R,
X

g
<
o

/"\-—E\ —
8
o

—————— ———

)
x®
s oX

—_——
>
Q
1]
e
S Fo
o o
N e’

<D
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Yy
{ 0 0 w, Vi
Pivot —_— TOZ{RY M,, 190:{0 O}
Glissant X R, M, 00
y Rx 0 Wy 0
Pivot —— Top = Ry My 190:{0 0}
R, M, 0 0
X
Yy 0 M, 0 Ve
Glissiére | 0 =Ry M, 190=[0 0}
R, M, 0 0
X
y 0 0 wy Vy
Hélicoidale | ro={Ry My} 190={o o}
R, M, 0 0
X
Yy
i Ry My 0 0
Encastrement 0 =Ry M, 9o=40 0
R, M, 0 0
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Exercices
1) Soient deux torseurs |dt; |5 et[T,], définis au méme point A par leurs éléments deatalu
dans un repére orthonorn@,1,j, k)
R, = -37+ 2]+ 2k

[Ty] ={_+ R
PAT A M, = 4i-7+ 7K

R, = 37— 27— 2k
[TZ]A:{—+1 _,l —
Mjpa=414+7+ 7k

1.1) Déterminer 'automoment du torsgilif] o, montrer qu’il est indépendant du point A
1.2) Construire le torseuiT], = a[T,]po+b[T;]» aveca € IR etb € IR

1.3) Quelle relation doivent vérifier a et b poukede torseufT], soit un couple

1.4) Montrer que le torseur couple est indépendargoint ou on le mesure

2) Le mécanisme ci-dessus représente un systétvleaime servant a fixer la barre a découper.
Travail demandeé :

2.1) Déterminer toutes les liaisons existantesrénigant le type et les torseurs associés

2.2) Déterminer les classes d’équivalence

2.3) Construire le graphe de liaisons

2.4) De quelle type de chaine s’agit il ?

5 6

==l
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Chapitre 2 Modélisation des mécanismes

2.1. Graphe associé a un systéme meécanique
Soit un systeme mécanique composélgeeces et dé liaisons :

Ce systéme peut étre représenté par un graphegel q
- Le sommet représente la piece (i+#1,N)
- L'arc représente la liaison ‘k’(k=1,L)

2.1. 1. Classe d’équivalence

Une classe d’équivalence est I'ensemble des piétes méme systeme mecanique qui sont en

liaison d’encastrement d’une facon permanente.

Cette classe d'équivalence peut étre représentéel'ywee des pieces de la classe et le

comportement de cette classe est le méme quedmsetgtte piece.

Exemple : L'étau

L’ensemble de pieces du systéme ci-contre (I'éati)une classe d’équivalence :
c={1;2;9;10; 14; 3; 13}

1
3 /@

|
e e :,—.' j}

« A %
: o
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2.1.2. Construction du graphe d’'un mécanisme

Pour construire le graphe d’'un mécanisme il faiirelces pas :

a) Création des classes d'équivalence et représehi@que classe par un élément qui lui
appartient.

b) Construction du graphe de telle facon que Iéméhts mobiles et les éléments représentant les
classes d'équivalence sont les sommets et lestigientre ces éléments sont les arcs.

Exemple : On considere le dessin d’ensemble ciedsssl’'un moteur thermique et qu’on de
mande de construire le graphe de liaisons.

A 3

¥ 'J'.J:

: /% 17 4

I

| :..-_./ 5

’9 6)(78 9
e ~ TN
AR RAD RS

+— 1+
i A S A A

1) Classes d’équivalence

(1) =1{1,2,6,8}
(5) ={5,3}
(4) ={4}
9) ={79}
2) Graphe du mécanisme
Glissiére
(1) (5)
Pivot Pivot
(9 (&)
Pivot
2.1.3. Cycles, cycles indépendants et arbres
Considérons le graphe d’'un mécanisme suivant : 9 0

- Un cycle est un extrait du graphe, c’est chemimé&parcouru

une seule fois.
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L’extrait suivant représente unleyc
Sens choisi de parcours

--——-\

- Un cycle indépendant est le cycle élémentaire ixtuagraphe, ces cycles indépendants
une fois assemblés doivent donner le graphe duigudrivent.

Cycle indépendant 1 Cycle indépendant 2

RS II=

Cycle indépendant 1 Cycle indépendant 2

- Un arbre est un extrait du graphe, c’est un chem&ioouru une seule fois et il est non
fermé.

Ci-dessous quelques arbres extraits du graphe :

L o d b
o N

2.1.4. Nombre cyclomatique d’'un graphe

Le nombre cyclomatique noté carctérise le nombre de cycles indépendant :
y=L—-N+1

L : Nombre de liaisons

N : Nombre de piéces

Exemple : Application au graphe précédent :

N=4 etl=5,y=5-4+1=2
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le nombrede cycles indépendants e

2.2.Chaines et schémas cinématigi d’'un systeme mécaniq|

2.21. Types de chaines cinématiqt

Par le moyen du graphe li@isons on peut distinguer plusieurs types derdsacinématique
2.2.1.1. Chaine ouverte

Ce type est tres utilisé en robotique son incorerénest qu’elle admet plus gu’'un élém
menant. Si on considere une chaine de N piécesN-1 liaisons,c.a.d. chaque piéce est el
liaisons avec 2 autres pieces sauf la premideedsrniere

Exemple : Bras d’'un robot

2.2.1.2. Chaine fermée

Ce type de chaine a 'avantage qu’on puisse utiliseseul élément menant et a la caractérist
d’avoir chaque composant en 2 liaisons avec 2 a
Considérons une chaine fermée composée de N @étdsisons, il est clair quL=N.

Exemple : Téte boucheuse
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() A

2.2.1.3. Chaine fermée complexe

Une chaine cinématique fermée complexe est forregeus$ d’'un cycle indépendant ou autrement
son nombre cyclomatique est plus d’'une unité. Caa@ment de cette chaine est en liaison avec
au moins deux autres.

Exemple : Appui réglable

RN, I N |

T -
L THT
e — 1

sy
o 8

....................

Les classes d’équivalence :

(1) ={1;4,6;7;8};(2) ={2}; (3) ={3}:(5) ={5};

En tout 4 pieces (1) ; (2) ; (3) ; (5)
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2.2.2. Schéma cinématique d’un systéme mécanique

Dans une chaine cinématique il y a entrée et sddienouvement, entre I'entrée et la sortie le
mouvement se confere d’'un ou des éléments a ureswaudtres éléments d’'une facon unique et
logique.

Les éléments d’entrée sont auxquels le mouvemdnda®é a l'aide d’actionneurs (moteurs,
Vérins,...)

Les éléments de sortie sont par lesquels se perduiss mouvements désirés. Les nombres de
pieces et de liaisons d’un mécanisme ne sont anffisen effet la connaissance des dimensions
des piéces influant sur le mouvement et les natdessdifférentes liaisons est nécessaire pour
étudier ce mécanisme. Un outil qui remplirait cesditions ne serait que le schéma cinématique.
Lorsque le schéma cinématique ne comporte que al@seds justes necessaires a I'étude on dit
que c’est un schéma cinématique minimal.

Exemple : Reprenons le moteur thermique et corsstngi le schéma cinématique.

—+—
S
——t
T

Exercices

1) On se propose le dispositif ci-dessous utiliearpblocage des barres a découper. Le travall
demandé est le suivant :

1- Déterminer toutes les liaisons existantes en précisant le type et les torseurs associés

2- Déterminer les classes d’équivalence

o
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3- Construire le graphe de liaisons
4- De quel type de chaine s’agit-il ?

5 6 7
g8 \ 7 >

P\, A
4 e
; I
N -
2
- \\
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1 |
barreéi:léocup-ef
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wt*
12
e
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:
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-

2) Le dessin d’ensemble ci-dessous représenteauraéterrage rapide, soit le travail demandé :

OBNORORONONONOIOKD

Y
'TF_ .
E

1) Construire le graphe du mécanisme
2) De quel type de chaine s’agit-il ?
3) Construire le schéma cinématique du mécanisme

4) Calculer le nombre cyclomatique
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Chapitre 3 Mobilité et hyperstatisme d’'un mécanisme

3.1. Définitions

3.1.1. Mobilité d’un mécanisme
Soit un mécanisme composé de N pieces et L liaismmappelle mobilité notée m le nombre de
mouvements indépendants possibles. C
Exemples :

1) Soit le mécanisme a 4 barres suivant :

La barre AB est I'élément menant paramétrégobas autres
barres pap et y.

Les variations d@ et y sont contr6lées par c.a.d. (A
B=f(a) et y=f(a)

Donc les mouvements des barres BC et CD dépend
chacun du mouvement de la barre AB. Le seul mouméme

indépendant est ce lui de la barre AB. Donc m=1

2) Soit le bras d’'un robot suivant :

Dans ce mécanisme les 3 éléments sont indépendants
'un de lautre, le deuxiéme peut effectuer un
mouvement indépendamment du premier et du
troisieme, on a 3 mouvements indépendants alors
m=3

3.1.2. Degré d’hyperstatisme
L’équilibre statiqgue au niveau d’une liaison sougrgsdes forces extérieures peut étre exprime par
un torseur statique nul :

ﬁ _ 6 Rx MAx 0 O
TA = {—) __ 6 ou TA == Ry MAy = 0 0
My = R, My,) 0 o
Le nombre d’équations = Nombre d’inconnues c'estds isostatique

Si le nombre d’'inconnues est supérieur aux nordi@guation c’est le cas hyperstatique. On
introduit le degré d’hyperstatisme noté h.

A

Exemple : La figure ci-contre montre 2 systemes —_ —
différents : F ' F
- Le premier est isostatique car les réactions
peuvent étre déterminées avec les i 2 alb ¢
équations de la statique h=0
- Le deuxiéme est hyperstatique car les
équations de la statique ne suffisent pas ' ' ' '
pour déterminer la réactiary. ‘R'; Tf,; 'R‘; Re 'R’B
Une seule inconnue h=1 Systeme 1 Systéme 2
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3.2. Analyse des liaisons en paralléle

Cette architecture est trés utilisée dans les nmigins mécaniques. Considérons un systéeme
meécanique composé de deux pieces en L liaisonfigdasaentre elles. L’analyse des liaisons en
parallele se fait de deux visions : cinématiqustatique.

€q

Exemple : vl

(1) Aal
be 1 . I
. / =
0 3

1!«

3.2.1. Analyse cinématique
Cette analyse a pour but de déterminer la natutiaiden équivalente et de calculer la mobilité du

systéme mécanique considéré, pour cela on assatiagae liaisort; un torseur cinématiqué,

—

(i=1,L) tel qued; = {]7‘ et on associe eégalement a la liaison équivalertterseur :

i
Qeq _ (0

ﬁeq = - =1

Vg W

Pour qu’un seul mouvement soit possible entre éesx ghieces 1 et 2 il faut que toutes les liaisons

le permettent d’ou :

‘91=192=‘93='”=19L=‘9eq
C’est la propriété cinématigue de I'architectureafiale. On obtient b équations :
f191 = ﬁeq
U, = ﬁeq
) .
I, = 19eq
et en utilisant les composantes :
Wy V;c Wiy Vix
19861 =w, Vi et 9, =L5wiy Vi (i=1,L)
w, V, Wiz Viz

= >
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On obtient le systeme & @quations suivant :

(wx = Wiy
Wy = W1y
Wy = W1y
Ve = Vix
Wy =V
VZ = Vlz
Wy = Wayx
(Uy i (Uzy {(Ux\
W, = Wy, Wy
V., =V ) w
X V; _ VZ 2); Le vecteur des inconnuestes VxZ
H
z
Wy _ Wy
Wy = Wy
W; = Wpz
Vx - VLx
Vy =V
(v, =V,

Pour déterminer la mobilité m on adopte 'une déshmdes conjuguées :

a) m = Nombre des composants de X non nuls mveco

b) On sélectionne les équations a terme droitdwbkysteme (2, on obtient le systeme suivant :
AX=0

Vz
Si le nombre des équations a terme droit nul @sbys la matrice A est d’ordre 6*p . Sait le
rang de la matrice A, alors la mobilité m=& -avecr, < 6

Remarques :
=0
a)y =0
. =0
1)Sir,. =6 >m=0 etX =0 ouq V —0 aucun mouvement
l=
%=0
\, =0
2)Sir, #0 =>m =1 aumoinsilyaau moins un mouvement
wy Vy
La nature de la liaison équivalente dépend de smewri w, V, ¢ lequel sera comparé a I'un
wz V;

des torseurs cinématiques des liaisons usuelles.

Ca>
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Exemple : Palonnier
1) Déterminer m y A
2) Déterminer la

liaison équivalente.

(A "]
ZZ x 00

. - .
Solution :
1) Les deux liaisons en A et B sont ponctuellagdéorseurs cinématiques s’écrivent :
,Q_) Wax VAx Q_) Wpy VBx
ﬁA:{_)A: G)Ay 0 et 193:{_)13: (,L)By 0
VA Waz VAZ B Wp; VBZ

Ces deux liaisons sont paralleles alors :
Uy =V = 19eq (1)
Pour pouvoir comparer les 2 torseurs on édtirau point A :

N WpRx VBx f f ]_()
94 =95 +ABNQg =< wgy 0 4], 0 0
wg, Vg, Wpy Wpy Wpy
Wpy VBX 0 wa VBJC
9F =4 wpy 0 p4|—awp, | =] ¥y —awp,
Wpy VBZ awpy Wpy (VBZ + awBy)
Wax VAx Wpy VBx Wy Vx
(1) permet d'écrire: { wgsy 0 p={ @Wpy —awpz ={w, V,
Way, Vi, WpBz (Vz + awgy) w, V,

Avec la remarque qué € (1) et B € (1) donnem = Q_B)
On obtient le systeme d’équations :

( W, = Wyy ( Wy = Wyyx
Wy = Way Wy = Way
W, = Wy, Wz = Wyy
Ve = Vay Ve = Vax
=0 =0
4 (XJZC — ZfBZx V, = —awp, = 0 > wp, =0 ; le systéme deviert a],/; — qu;x
Wy = Wpy Wy = Wpy
W, = Wpg, Wz = 0
Vx - VBx Vx = VBx
Vy = —awp, Vy = —awg,
\V; = Vp; + awp, \V; = Vg, + awp,
wy Vy
Le torseurd,, s'écrira:q @, 0 : doncm=4
0 1

T
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Et si on utilise la 2méthode le systéme A.X=0 s’écrira :

% =0
{wzzo
Qui s’écrit encore :
w
(w;\
[0 0 0 0 1 O]iszz{O}
0010 0 o)W 0
|V |
\v, )

A= [8 8 (1) 8 (1) 8 a 2 lignes indépendantes don¢ = rang(A) = 2

Alors lamobilité m=6—-1.=6-2=4
wy Vx

2) g =1wy 0 estle torseur d’'une liaison linéaire qui manquene translation suivant
0V

I'axe Ay et d’'une rotation autour de I'axe Az

3.2.2. Analyse statique

Le but de l'analyse statique est de trouver la neatle la liaison équivalente et le degré
d’hyperstatisme h, pour cela considérons les cardiipns suivantes et isolons I'une des deux
pieces dans chaque cas :

X <_TL 1
T

Le principe de la statique donne :
Z%=1Ti T Tex = {6} (1)

..‘é’eq
Uy "’
exm
.
-T

ex eq

Teqg T Tex = {6} (2)
Des équations (1) et (2) on tire :

T;

-

Teq
=1
On obtient un systeme d’équations Az¥z ; X : vecteur des inconnues qui sont les

réactions aux liaisons
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Le degré d’hyperstatisme hzng

Is: Rang de la matrice A

ns: Nombre d’équations

Exemple : Déterminer le degré d’hyperstatisme ggpe de la liaison équivalente.

YA /J\
1

¥

7 q &

a B A

Les deux liaisons en A et B sont pivots et elled so paralléle.
Les torseurs statiqgues des deux liaisons :

RAx 0 RBx 0 Rx Mx
Ty =Ray May; et 13 ={Rpy Mpy; letorseuréquivalentz,, ={Ry, M,
RAZ MAZ RBZ MBZ RZ MZ
L’écriture des torseurs se fait au point A :
Rpy 0 a Rpx Rpy 0 0
8 =15+ A—B)/\I_?)B =<{Rpy, Mpy,;+ (0) A| Rgy | =<{Rpy Mgy +| —aRp,
Rp, Mg, 0 Rp, Rp, Mg, aRBy
Rp, 0
T},f‘ ={Rpy, Mp, —aRp,

Rp, Mp, + aRpg,

L’analyse statique de I'architecture parallele petraiiécrire :
L

— — A
Teq—ZTizreq—TA+TB

i=1
RAx 0 RBX 0 Rx Mx
Ryy Myyp + Rpy Mpy —aRp,} = R, M,
RAZ MAZ RBZ MBZ + aRBy RZ MZ

Puisquer,, = —1,, alorst,, est connu et les inconnues sont les réactionfig@sans :
On obtient le systeme d’équations :

(RAx\
RBx
( RAx + RBx = Rx RAy
Ry +R, =R, Rs,
Ry, +Rp, =R Ry,

< Az Mx izo z X = RBZ 3
My, + Mg, — aRp, = M, M,
\M,, + Mg, + aRg, = M, Mg,
MAZ
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Sans chercher la matrice A, il est clair que le k@d’inconnues est 10 et le nhombre
d’équations est 5.
Sion veut travailler avec la matrice A : Ce sysepeut s'écrire sous la forme : A Xz,

(RAx\

RBx

RAy ( Ryy + Rpy = R,
1100000 0 0 07|g,, IrRx\I Ray+ R, =R,
001 100 0 0 0 0]fp Ry R. +R. =R
|0 00011000 O|<R;‘Z>:4|RZI¥ 3 AZM izo z
0000 O0O0OT1T1TU0O0 z M x
lo o 000000 1 u|Mv| ) [Ma+Ms—aRs =M,

Mg, z \M, + Mp, + aRp, = M,

MAZ

\Mp,/

Le nombre d’'inconnuess = Rang (A) =10 (10 colonnes indépendantes) etolmhre
d’équationsng=5
Le degré d’hyperstatisme h= 10-5=5
Ry, + Rpy 0
La liaison équivalente a pour torseuw{ Ray + Rpy Mgy + Mpy, — aRp,
Raz + Rp; My, + Mg, + aRp,
Qui est un torseur d’un pivot : rotation autour Ae
3.3. Analyse cinématique et statique des liaisonsérie
3.3.1. Etude cinématique
Soit une chaine ouverte constituée de N élémedgslitre eux par L=N-1 liaisons.

£ £ “n-1 Log
. Wiy Vix
Soit le torseur cinématique de fSliaison 9; = {wy,  Viy
Wiy Viz

La relativité des mouvements permet d’écrire :
‘9n/1 = 19n/n—1 + 19n—1/n—2 + -t 192/1
En considérant la liaison equivalente 10, ;; = U4
Donc :
Veq = Onm-1 + On-1n—2+ "+ V21
Pour trouver la mobilit¢ m : m = Nombre de compésaon nuls dé,,
Exemple : Bras d’'un robot
Les longueurs des bras 1, 2 sont
respectivemenrd etb
On demande de déterminer la mobilité m
et la liaison équivalente.
Solution : A

=D



Mahilité &hyperstatisme d’'un mécanisn

A Ly Le Zeq

o @ @ ®

Les liaisons en A,B et C sont des pivots et leoirsaurs cinématiques associés s’écrivent :
Voq =372 + 51 + 910 (1)

0 0 0 0 0 0
0

Wcy Wpg, Wy, 0
Ecrivons ces torseurs au point A :
84y, = 03 + ACAGy, = 05, + (AB + BC)AQ3, = 93,

0 0 acosa + bcosf 0
:{0 0»+<a5ina+bsinﬁ)/\<0>
Wcy 0 0 Wc,
0 0 (asina + bsinf)wc, 0 (asina + bsinf)wc,
= {0 0¢+ (—(acosa + bCOS,B)“’Cz) = {0 —(acosa + bcosﬂ)wCZ]
we, 0 0 Wy 0

0 0 acosa 0 0 0 awg,sina
1924/1 =¥/ + ABAQy); = {0 0} + <asina> /\( 0 ) = iO 0} + <—awBZcosa>

wg, 0 0 Wp, wg, 0 0
0 awpg,sina
= {0 - aa)Bzcosa]
Wp, 0

En appliquant la relation (1) :

0 (asina + bsinf)wc, 0 awpg,sina 0 0
Veq = [0 —(acosa + bcosﬁ)wCZ} + {0 — aszcosa} + {0 0 }

Wcz 0 Wpgz 0 wy, 0
0 (asina + bsinf)w, + awg,sina

Voq = 0 —(acosa + bcosP)wc, — awg,cosa
(w,, + wp, + wc,) 0

De ce torseur on tire m=3 et la liaison équivalentme rotation autour de Az et 2 translations
suivant Ax et Ay

3.3.2. Etude statique
—rex

Tex —Tex Tex ZLeq

Sion isole la pieéce 1 dans les deux cas (schémbaig) :

Tex T Tex T
: 2/1 : N/1
T2/1 t Tox = {6} (1) Tn/1 T Tox = {6} (2)
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Avec Ty/q = Teq ,alors onauratey + 7o = {O}

T1/2 = Tex
Si on isole la piéce 2t ;, + 73/, = {0} (3)
De (1) 'equation (3) s’écrira: Ty/3 = Ty
Faisons de méme jusqu’a la piece N

{23 = _T3/2)

Tn-1/N = Tex
En écrivant la relation statique de 'architectaresérie :

T1/2 = T2/3 =" = TNn-1/N = Tex = ~Teq

Ou:

Ty/1 = T3/2 = " = Ty/N-1 = Teq
De cette relation il découle : Nombre d’équationBleambre d’'inconnues
systéme mécanique est isostatique.
Exemple : Reprenons le mécanisme précédent epbétith statiquement :
Les liaisons en A ,B et C ont pour
torseurs statiques :

c.ad. h=0 alors le

RAx MAx
T1/0 = Ray Mpy
Ry, 0
RBx MBx
T2/1 = Rgy Mg,
Rg, 0
RCx MCx
T3/2 = Rey Mc,
R¢, 0
Ry, My
Le torseur équivalent 7, = { Ry M,
R, M,
Ecrivons les torseurs,,; et 73, au point A:
o Rgy  Mp, acosa Rpy Rpy  Mpy
Téq/l = T2/1 + AB/\RB = RBy MBy + (astna) /\ RBy = RBy MBy +
RBZ 0 0 RBZ RBZ 0
aRg,sina Rpy Mg, + aRp,sina
—aRg,cosa ={ Rpy Mg, — aRg,cosa
aRpycosa — aRp,sina Rg, aRgycosa — aRgysina

32 = T2 + ACNR; = 73 + (ﬁ + ﬁ) AR¢
2

Rex  Mex acosa + bcosf Rex
=< R¢y My ¢ + (asina + bsinﬂ)/\ Rey
R, 0 0 Rez
Rey Mcy R¢,(asina + bsinf)
={ Rey Mgy, 3+ —Rc,(acosa + bcosp)
R, O Rcy(acosa + bcosf) — Rey(asina + bsinf)

>
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Rcy Mcy + Rz (asina + bsinf3)
=< R¢y M¢y — Rz (acosa + beosp)
R¢, R¢y(acosa + bcosB) — Rex(asina + bsinf)
T170 = T2/1 = 1372 = Teq
Ry My, Rpy Mg, + aRg,sina
R4y My, t =1 Rpy Mg, — aRpg cosa } =
Ry, O Rg, aRpycosa — aRp,sina
Rcy Mcy + Rz (asina + bsinf3) R, M,
Rcy M¢y — Rez(acosa + beosB) ¢ ={ R, M,
R¢, R¢y(acosa + bcosf) — Rex(asina + bsinf) R, M,
On obtient le systéme d’équations :
(Rax
RBx
RCx
‘R, =R, ( My = M, Ry,
Rz, =R, Mg, + aRp,sina = M, Rp,
R;, =R, Mc, + R,(asina + bsinf) = M, R,
Ray =R, Moy =M, Ry,
{Rg, =R, Mg, — aRp,cosa = M,, X =< Rp, ;
R¢y =R, M¢, — Re,(acosa + beosp) = M, R.,
Ry, =R, 0=M, i
R, =R, aRg,cosa — aRp,sina = M, Mp,
\Rc, =R, \R¢,(acosa + bcosf) — R (asina + bsinf) = M, Mc,
My,
Mp,
LMCyJ

Si on omet les 3 dernieres équations on aura Iimes (les réactions aux niveaux des liaisons
A, B et C) et 15 équations donc h = 0 et le systest isostatique
M, = 0 entraineaRp,cosa — aRp,sina =0 et Rp, = Rp, =0
R¢y(acosa + bcosf) — Rex(asina + bsinff) =0 et Rg, = R, =0
Et tout cela donne :
Ray+ Rge = +Rp, =R _=0
Ray+ R, =Rey=R =0
M,=0
Donc le torseur de la liaison équivalente s’écrit :
0 M,
0 M, } quiinforme gu'il y a 2 translations suivant Ak &y et une rotation autour de Az,
R, O
méme résultat obtenu avec I'analyse cinématique.
3.3. Analyse cinématique et statique des chaineméses
3.3.1. Analyse cinématique
Considérons une chaine fermée de N pieces et §ohai auxquelles on associe les torseurs
cinématiques 9,1 ; U35 ; ---.. Un/n-1 391N
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Et la relativité des mouvements permet d’écrire :

In/n = Ovn-1+ On_ayn—z + -+ 0y = {0}

Oy/N-1 F On-gyn—2 + -+ 0y = {6}
Cette relation permettra d’avoir un systeme d’éigmatentre les quelles on sélectionne celles de
la forme A.X = {0}
X : Vecteur d’'inconnueshl
A : Matrice n*p
La mobilité m=gr. avec ¢&rang (A)
Exemple : Mécanisme a 4 barres
Déterminer la mobilité de ce mécanisme.

Solution :

Le graphe de
liaisons o )
OO

Vo0 = Yoj1 + V12 +U2/3 + 93,0 =0

0 0 0 o0 0 0

Waz 0 wpz 0 wWez 0
0 o
193/():{ O 0}
tz 0

Ecrivons cette relation au point A :

o 0 _ _ 0 o0 Rcosa 0 0  wg,. Rsina
{ 0 0}+ABAQB =10 0 +(Rsina>A( 0 >={ 0 —a)BZRcosa'}

Wy 0 Wyz 0 0 Wgyz Wgyz 0

947

0 o0 0 o0 Rcosa + 4Rcosy 0
933 =i 0 0}+Z€Aﬂ_c'= 0 o0 +<Rsina—4Rsiny>A( 0 )
Wez 0 Wez 0 0 Wy
0  wcy (Rsina — 4Rsiny)
7924/3 = { 0 wcy (Reosa + 4Rcosy)}
Wcz 0
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0 0 _ (0 o0 —R 0 0 —2Rwp,
Wpz 0 Wpz 0 0 Wpz Wpy 0
l90/1+ 191/2+192/3+193/0:0 donne :

0 o 0  wg, Rsina 0  w¢y (Rsina — 4Rsiny) 0 —2Rwp, 0 0

0 0;+3 0 —wpzRcosa;+] 0  wc,. (Rcosa + 4Rcosy);+1 0 Rwp, =10 0
wAZ 0 wBZ 0 a)Cz 0 tz 0 0 0

wAZ + (UBZ + wCZ + wDZ = 0
wWpz Rsina + wc,. (Rsina — 4Rsiny) — 2Rwp, = 0
—wp,Rcosa + wc,. (Rcosa + 4Rcosy) + Rwp, = 0

n. =4 Nombre inconnues et =3 Nombre d'équations
m=n.—-r,=4—-3=1

3.3.2. Analyse statique

Tev

e

Isolons chaque piece : Tev
Piéce (1) :tp/1 + tyj1 + Tex = {6} Ton

Ty

V o

PIéCe (2) :Tl/z + T3/2 = {0} TI/2

\®‘\fg "

Piece (i) : 7oy + ey = {0} (=2,N-1)
On obtient un systéme d’équations :
A.X=B
X : Vecteur g*1
A : Matrice p* n,
r<=rang (A)
Le degré d’hyperstatisme
h=ns-rs
Exemple : Reprenons le mécanisme précédent endéters le degré d’hyperstatisme.
La chaine est fermée.

Ro/1x Mo/1x Ra/1x M3 /1x
To/1 = Ro/1y Moj1y (+T2/1 = R2/1y Mz/1y
Ro/12 0 Ry/12 0
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R3/2x M3/2x
T3/2 = R3/2y I\/13/231

R3 /22 0

Ry M,
Text = RJ’ My

R, M,

Isolons la barre (1)
T2/1 + TO/l + Teox = {(_))}
Au point A :

Rojix Mo/ Rajix My)1y Rcosa R2/1x R, M B
Rojiy  Mgj1y ¢ +4R2/1y My, ¢ + | Rsina | A Ry | +4Ry Myt = {0}
Ro/12 0 Ry /12 0 0 Ry/12 R, M

Ro/ix  Mo,1x Ry 1x M;/1x + RsinaRy,,

R, M,
Rojiy  Mgjpy ¢ +9R2/1y  Mzjay — RcosaRy;i, ¢ +4Ry My} ={0} @
Ro/12 0 Ry/1z RcosaRy/q, — RsinaRy R, M

Isolons la barre (2) 7y, + 73, = {0}

Au point A :
Ry /1x M;/1x + RsinaRy /1, R3/zx Mz, py
—<Ry/1y M3 /1y — RcosaRy /1, +<{R3/2y Mz/oy ¢ T+
Ry/1z RcosaRy 1y — RsinaRy iy R3/22 0

Rcosa + 4Rcosy R3/2x
<Rsina — 4Rsiny> Al Rajzy | = {0}
0 R3/22
Ry/1x My 1x + RsinaRy/q,
—{Rz/1y Mz/1y — RcosaRy 1, +
Ry/1z RcosaRy/qy, — RsinaRy 1y
R3 /24 M35, + (Rsina — 4Rsiny)R; ,,
R3/2y M35y — (Rcosa + 4Rcosy)Rs 2, = {0} (2)
R3/2z  (Rcosa + 4Rcosy)Rjz 5y, — (Rsina — 4Rsiny)R; 5
La barre (3) 723 + 703 = {0}
Ro/3x Mo ,3x
To/z = Ro/zy Mo,3y

Ro/32 0
Au point A :
R3/2x M3/2x + (Rsina — 4Rsiny)R3 2, Ro/3x Mo /3x
—<{R3/2y M35, — (Rcosa + 4Rcosy)Rj,, +{Ro/3y Mo,y ( +

R3/2z  (Rcosa + 4Rcosy)Rsz )y — (Rsina — 4Rsiny)R; oy Ro/32 0

—R Ro/3x
<—2R>A Ro/ay | = {0)

0 RO/?)z

Ty
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R3/2x M3 /2 + (Rsina — 4Rsiny)R3 ,,
—<{R3/2y M35, — (Rcosa + 4Rcosy)R3 ), +
R3/2z  (Rcosa + 4Rcosy)R3z 5y — (Rsina — 4Rsiny)R; oy
Roszax  Moszx — 2RRy3,
Ro/3y Mo,3y — RRoy32 = {6} (3)
Ro/zz  —RRg3y — 2RRq3%
On obtient finalement le systeme d’équations :
( Rojix + Ryj1ix + Ry =0
Roj1iy +Rz1y ¥Ry =0
R0/1z + R2/1z +R, =0
Mo/1x+My /15 + +RsinaRy ), + My =0
Mo/1y + My/1y — RcosaRy /1, + M, =0
RcosaRy/1, — RsinaRy 1, + M, =0
—Ry/1x + R3/2¢ =0
—Rz/1y + R3/2y =0
_Rz/lz + R3/2z =0
—My/1x — RsinaRy 1, + M3 5y + (Rsina — 4Rsiny)Rz,, = 0
—My/1y + RcosaRy 1, + M35y, — (Rcosa + 4Rcosy)Rz /5, = 0
—RcosaR; 1y + RsinaRy 1, + (Rcosa + 4Rcosy)R3 ;y, — (Rsina — 4Rsiny)R3 5, = 0
R0/3x - R3/2x =0
Ro/zy = Rajay =0
R0/3z - R3/22 =0
Mo 3x — 2RRg 3, — M3/5, — (Rsina — 4Rsiny)R3,,, = 0
My/3y — RRg/3,—M3/,, + (Rcosa + 4Rcosy)R3,,, = 0
\  —RRy/3y — 2RR/3x — (Rcosa + 4Rcosy)R3z/,,, + (Rsina — 4Rsiny)R3 /5, = 0
Nombre d’équations; = 18 et Nombre
d'inconnuesg = 20
h=ng—r,=2

Exercices

1) Le dessin ci-contre représente la chaine citigoe
d’'un bras manipulateur.

1-1) Déterminer la mobilité du mécanisme.

1-2) Déterminer la liaison équivalente.

2) Soit le mécanisme ci-contre ou I'élément 1 est
menant sur lequel on applique un torseug,; .

La rotation de 1 entraine le glissement de 2 sur
et enfin la rotation de 3 autour de D.

2-1) Construire le graphe de liaison du
mécanisme 0

Ty
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2-2) De quel type de chaine s’agit-il ?
2-3) Déterminer le degré d’hyperstatisme du mécaais
2-4) Déterminer la mobilité du systeme.

3) On donne une chaine cinématique d’'une presse y“
hydraulique 1
Par analyse statiqgue déterminer :
3-1) Le type de liaison équivalente. AI |
3-2) Déterminer le degré d’hyperstatisme. Il
3-3) Pour rendre le mécanisme isostatique on sEpeode L L
remplacer la liaison en B par une autre qu’'on deleale
déterminer par : Son torseur statique et son type.

4) Le schéma cinématique ci-contre représente un
sous-mecanisme. y
4-1) Déterminer statiquement la liaison équivalente

4-2) Déterminer le degré d’hyperstatisme

5) Le schéma cinématique ci-contre
représente un systeme de Ievage}’“l
'actionneur ici est un vérin
hydraulique.

Déterminer la mobilité du
mécanisme.
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6) Le schéma ci-dessous montre une plate-forme 4 .
guidée en translation par 3 colonnes 1, 2 et 3 2
6-1) Déterminer la mobilité du systeme | | i
6-2) Calculer le degré d’hyperstatisme |3
|

7) Le schéma ci-contre illustre un mécanisme desfaamation de mouvement
7-1) De quel type de chaine s’agit-il ?

7-2) Déterminer la mobilité Y,

7-3) Déterminer le degré d’hyperstatisme
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3.4. Recherche systématique des solutions isosiatq

3.4.1. Introduction
Pour comprendre cette nécessité considérons I'éeesajvant : Galet tendeur

1

§

|
o
1

]
-
!l
L |

L’ajout de la liaison 5 assure la rigidité du galet 9 par rapport a I'arfixe 1 d’'une part et
d’autre part crée une hyperstaticité. Cet ajoutc@ampagne avec de nouvelles contraintes de

nature géometrique (concentricité, cylindricitégasité, ...) et de traduira par une élévation du
cout.

Al 8l [T

1 a
I N I

©lz

Chaque fois que le degré d’hyperstatisme h augmenée contrainte est imposée et le colt

augmente a son tour. On a le choix de rameneit Fdfperstatique a un état isostatique (diminuer
le prix de revient) ou assurer la rigidité en necttant pas a I'hyperstatisme donné (augmenter le
prix de revient).

3.4.2. Analyse d’un meécanisme et recherche destsmhs isostatiques
Le but de cette analyse est de rendre le systeostaigjue en jouant sur se basant sur deux
méthodes :
- La premiere est la suppression des efforts hydeygés tout en conservant le nombre des
pieces et le nombre des liaisons.
- La deuxiéme est I'ajout de nouveaux degrés detébem ajoutant pour cela de nouvelles
pieces s'il est nécessaire.
A) Suppression des efforts hyperstatiques
Considérons un mécanisme hyperstatique avec h dédgngerstatisme et L’ nombre de liaisons a
modifier il faut bien sOr avoil.” < h.
La liaison modifiée doit faire partie de la listesdliaisons standard ISO 3952. Il faut faire
exception aux deux liaisons suivantes : la liaigonctuelle et la liaison hélicoidale

=
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Le tableau suivant illustre les liaisons standardsodifier et les nouvelles liaisons obtenues :

Liaison initiale Nombre d’inconnues a éliminer Neille liaison
Ri Mi
Linéaire rectiligne 1 Ponctuelle
Linéaire annulaire 1 Ponctuelle
Sphérique 1 Linéaire annulaire
2 Ponctuelle
Pivot glissant 1 2 Ponctuelle
2 Linéaire annulaire
1 1 Linéaire rectiligne
Pivot 2 1 Linéaire rectiligne
1 2 Linéaire annulaire
2 Sphérique
2 Appui plan
1 Sphérique a doigt
1 Pivot glissant
2 2 Ponctuelle
Glissiere 1 2 Linéaire rectiligne
3 Linéaire annulaire
1 1 Appui plan
1 Pivot glissant
Sphérique a doigt 2 1 Ponctuelle
1 1 Linéaire annulaire
2 Linéaire rectiligne
1 Sphérique

B) Ajout de nouveaux ddi
Soit un mécanisme de degré d’hyperstatisme h=1.si@érons la liaisons; a modifier en

ajoutant un degré de liberté :
Avant modification la mobilité du mécanisme s m

.
i

Apres modification la mobilité du mécanisme = m
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Exemple : Soit le mécanisme a 4 barres suivant :
y

0
Sachant que le degré d’hyperstatisme h=2 (voir sbhapitre 3.3)

Las B C Leo

L’ajout des liaisonsag et “cp qui sont des glissiéres (Degré de libertg @ntrainera la
neutralisation des composanteg Bt Rc d’ou h=0 et le mécanisme est isostatique. La riébil
avant et aprés modification est m=1

II'y a multitude de combinaisons d’ajout de DDL pticas de ce mécanisme, on peut proposer :

C Leo
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Exercices b
1) On donne un mécanisme a 4 barres ou la barre 1|

est I'élément menant sur lequel on applique un f
torseurt,,;

a) Déterminer le degré d’hyperstatisme

b) Donnez une solution isostatique au mécanisme
propose

2) On donne une chaine cinématique V¥
d’'une presse hydraulique

Par analyse statique déterminer :

a) Le type de liaison équivalente

b) Déterminer le degré d’hyperstatisme

c) Pour rendre le mécanisme isostatique
on se propose de remplacer la liaison e
B par une autre quon demande de O
déterminer par: son torseur statique et
son type.

3) Le schéma cinématique proposé ci contre est un

systeme 1 s’appuyant en A, B et C sur 0. yi
a) Déterminer le degré d’hyperstatisme 1
b) Rendre le systeme isostatique
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Chapitre 4. Analyse cinématique des mécanismes glan

4.1. Définition d’'un mécanisme plan

Un mécanisme est dit plan si tous les points dmé&eanisme se trouvent dans le méme plan ou
dans des plans paralleles a n'importe quel ingtant

4.2. Identification des paramétres d’'un mécanisme

4.2.1. Liaisons dans le plan

Les liaisons pouvant exister dans un plan sont :

Pivot d’axe perpendiculaire au plan (1ddl=Rotation)

Glissiere d’axe parallele au plan (1ddI=Translgtion

Ponctuelle d’axe perpendiculaire au plan (3ddI=B$laions+Rotation)

Linéaire rectiligne a axe parallele au plan (3ddleshslations+Rotation)

D@ g®
S\ 27
(ﬁ@ 0 £
=/

4.2.2. Parameétres d’'un mécanisme
La connaissance de ces paramétres est nécessairBapalyse du mécanisme, on distingue des
parametres constants et variables.
Le mécanisme ci-contre admet les
parameétres suivants :

=

a) Fixes :
l, = AB
l, =BC
l;=CD
l, =AD
b) Variables :
a=a(t)
B =B
Yy =v(@®)

Ces variables sont dépendantes :

g = p(a) ety =y(a)

4.2.3. Caractéristiques géometriques d’'un élémeatmécanisme
A I'exception de la chaine ouverte ou on peut tondpe un élément a une liaison avec un autre, la
plupart des éléments des mécanismes sont au mdasxdiaisons on dit qu’ils sont binaires.
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Pour les éléments binaires, on distingue 3 cas $alpature des liaisons:
e Un élément avec deux liaisons pivots est caraét@as la distance perpendiculaire entre
les deux axes de ses liaisons

£

e Un élément avec une liaison pivot et une liaisossgdre est caractérisé par la distance du
centre de la liaison pivot a I'axe de la glissiére.

e Un élément avec deux liaisons glissieres est aaiaétpar I'angle entre les deux axes de
ses liaisons.

De pour les éléments ternaires (a 3 liaisons),eut @istinguer 3 cas :
e Un élément avec trois liaisons pivots est carasdduar trois distances perpendiculaires des
entre les axes deux a deux

* Un élément avec deux liaisons pivots et une gliesiét caractérisé par une distance
perpendiculaire des entre les axes des pivotsuat distances entre les centres des pivot et

I'axe de la glissiéere.
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* Un élément avec deux liaisons glissiéres et untggbcaractérisé par deux distances entre
le centre du pivot et les axes des glissiéres angie entre les axes des deux glissiéres.

4.3. Loi de Grashoff pour les mécanismes a 4 barres
Considérons un mécanisme a 4 barres dont la plusecest de longuew la plus longue est de
longueur et les deux autres de longueurs respecp\as)

P

La loi de Grashoff pour un mécanisme a quatreelastipule si la somme des longueurs des
barres la plus longue et la plus courte est infiéei®u égale a la somme des longueurs des autres
barres alors la plus courte peut effectuer un ¢couamplet par rapport a la barre voisine.

l+s<p+gq
Selon le mode d’articulation de la barre cowtavec le bati (une, deux articulations ou pas
d’articulation) on distingue les cas suivants dmiae Grashoff :
4.3.1. La barre courte est fixe (deux liaisons avedati)
Les deux barreg etl peuvent faire un tour complet si :

l+s>p+gq
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La barre la plus courte
a 2 liaisons avec le bati

Rotation compleéte
Rotation compléte

4.3.2. La barre courte a une seule liaison aveb®é&di

La barre courts fera un tour complet si la condition suivantesadisfaite :

l+s<p+gq

Balancement

Rotation compléte

4.3.3. La barre courte n’a aucune liaison
avec le bati
Si la condition suivante est satisfaite :
l+s>p+gq
Les deux barreg etl n’effectuent pas une Balancement
rotation complete.

Balancement
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4.3.4. La barre courte a liaison avec le bati etrftant un parallélogramme avec les autres
barres

Dans ce cas nous ava$1s= p et [ = g (un parallélogramme)

Ce qui entrainera I'écriture de la loi de Grashoff

s+l=p+q
[
s
D
2 1 vz
Rotation compléte Rotation compléte

Exemple : Soit le systéme a 4 barres suivant :

En admettant que la barre AB est la plus petite
barre et BC la plus grande barre. On donne :
AB=50mm

BC=150mm

CD=120mm

On souhaite que la barre AB fasse un tour
complet, pour cela déterminer la valeur minimali
de la cotea

Solution : 477/

La loi de Grashoff pour un mécanisme a

barres s’écrit : 77/

AB +BC <AD +CD a
AD? = a? + 207

AD =+ a? + 202
AD = AB+ BC —CD
AD =50+ 150 — 120
AD = 80mm
AD = 80mm
a=>7746mm
4.4. Analyse des déplacements d’'un mécanisme plan
La connaissance des parametres d’'un mécanismeestsaire pour déterminer le déplacement
d’'un mécanisme plan. Pour cela on utilise deux ou#h : graphique et analytique.
4.4.1. Méthode graphique
Une échelle de représentation s’impose pour reptéskes parametres réels du mécanisme sur un
papier quadrillé.

Dimension sur dessin
Echelle =

Dimension réelle
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En analysant le mécanisme on trouve que la bad¢ofrne autour de A (Cerclel), la barre BC
tourne par rapport a la barre AB autour de B éflae DC tourne autour de D (Cercle3).
La barre AB effectue une rotation telle que B soitB1. La barre BC décrira un cercle (Cercle2) de
centre B1.
La position du point C2 est l'intersection des deaxcles (Cercle2) et (Cercle3).
4.4.2. Méthode analytique
La méthode analytique est plus précise que cedlphigue cependant on s’affronte a la difficulté de
résolution analytique des équations voire I'impbiis®, pour cela on fait recours aux méthodes
numeriques.
4.4.2.1. Mobilité d’'un mécanisme plan
La dépendance entre les paramétres variables ddgamsme est donnée par la mobilité m qui peut
étre déterminée par la formule :
m=3N—2Ls— L,
Telle que :
N : Nombre d’éléments mobiles
Ls : Nombre de liaisons a un degré de liberté (5dias3
L, : Nombre de liaisons a 2degrés de liberté (4 lia$o
4.4.2.2. Exemples
1) Considérons le mécanisme précédent :

v C

0

a) Mobilité : Dépendance des parametres variables
m=3*3-2*4-0=1
@, ete; dépendent de,
b) Type de chaine : fermée
Le nombre de cycles indépendants :
y=4—-4+4+1=1
Un cycle indépendant correspont a une équatiorosietie
AB+BC+CD+DA=0 (1)
Notons les longueurs des barres :
lL,=AB; I, =BC; l3=CD etl,=AD
L’équation vectorielle (1) une fois projetée =8 hxes Ax et Ay donne :
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{llco.ﬂpl + lco5¢, — lzcospz — 1, =0

lising, + l,sing, — lzcospz; = 0 (2)
Pour résoudre numériguement le systéme (2) ondairg, sur l'intervalle [0, Z] en divisant
celui-ci en parties égales de valeufr?
Prenons n=10 donc le pas=6.28/10=0.628
Pt = @l +0.628 (i=0,n)
A chaque valeur de@! correspondent les valeup$ et ¢ , c.a.d. & chaque valeur de i (i=0,n) on
résout le systeme suivant :
l,cos@h — lzcos@s = 1, — l,cosq,
{lzsimpz — lzcospz = —lsing,
2) Soit le mécanisme suivant :

a) Mobilité :

m= 3*5 - 2*7-0 =1

Les parametres ¢,, @3, ¢, €tes sont fonctions de;
b) Type de chaine :
La chaine est fermée et complexe
y=7-64+1=2
Nous avons deux cycles indépendants donc deux 9 @
éguations vectorielles :
{ AB+BC+CG+GA=0
GC+CD+DE+EF+FG=0 0
La projection des deux équations vectorielles ssiralkes
Ax et Ay donne quatre équations :
AB.cos@p, + BC.cosp, + CG.cosps —b =0
AB.sing, + BC.sinp, — CG.cosgps +a =0
GC.cos@s — CD.cos(B — ¢,) + DE.cos@s + EF.cosp, +c =0
GC.sings + CD.cos(B — ¢,) + DE.cosqp; — EF.cosp, —d =0
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Exercices

1) Soit le mécanisme
ci-contre :
Déterminer les
parametres fixes et |,
variables du systéme
mécanique

2) Déterminer graphiquement les anggs(i # 1) en fonction des valeurs @g pour chacun des
mécanismes suivants :

c

H

P2
B F P
L1
A
<\(03
. / G

3) On donne un mécanisme ou la !
manivelle 1 est I'élément menant sur /
lequel on applique un couple qui permet aprés la Ay
transmission du mouvement par la bielle 2 au L3

coulisseau 3 de glisser verticalement.
Considérant la position du point B en B1 comme
état initial et pour chaque position

B1,B2,....... ,B8 déterminer graphiquement en
centimetres la position du point C et mettre les
résultats dans un tableau comme ci-dessous

Position de B Position de C (cm)

B1

B2

B3

B4

BS

B6

B7

B8
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4) Ci-contre un schéma cinématigue d’'un mécanisme tids CD oscillant entre deux limites.
En utilisant la méthode graphique compléter ledablci-dessous :

Y(cm)%
16
N
14 N\
AN
12 N
N
N
10 2 N
._~—4—_‘——- \
) L] N | 37
8 s
\ BOY
5 LA
of \/ la] ¢
3 \ 2 / \\\
2
0 2 4 6 8 10 12 14 16 X (cm).’.
Posiftion de la Coordonnées du point C
manivelle AB Angle
Xc Yc

0 0°

1 45°

2 90°

3 135°

5 180°

5) Ecrire les équations reliant les parametresodétipn entre eux du mécanisme suivant :

i |
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6) Soit le mécanisme ci-contre ou I'élément 1 est meésar lequel. La rotation de 1 entraine le
glissement de 2 sur 3 et enfin la rotation de 8autle D.
Ecrire les équations définissant les positionsamisinées des points.
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Chapitre 5 : Initiation a la CAO et synthése des ca@iismes

5.1. Introduction

SolidWorks est un logiciel de CAO, la modélisatast de type volumique 3D. On crée d’abord les
pieces puis on les assemble pour former un assgmliglaécanisme par exemple). De méme on
peut réaliser des mises en plan 2D pour I'asseraldagrien pour chaque piece.

L’étudiant est supposé avoir un minimum de conmaaisss concernant la pratique de SolidWorks et
la maitrise des fonctions volumiqgue de base (Eidrus révolution, balayage,...) avec
ajout/enlevement de matiére.

Dans ce chapitre on congoit un mécanisme a 4 bsirrgse et isostatique.

5.2. Conception d’'un mécanisme isostatique en salit SolidWorks

Considérons un mécanisme a 4 barres suivant :

Barre , .
Elément mené

Elément menant

Les constituants sont définis par les dessins stgva
1) La barre

! =

@ )

E———

L [ ]

[
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2) Le bati
200,20
-
%
210,20
lﬁl ] 11
3) L’élément mené
420

@
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4) L’élément menant

.10
N N
- (o)
‘ o,
S
3
[ N
0 5 10

On rappelle I'ordre de conception 3D :
- Construction des figures 2D (Rectangles, cerclelygpnes ou formes complexes)
- Extrusion de la figure 2D, révolution de la figl#® autour d’'un axe, balayage de la figure
suivant une trajectoire (hélice), lissage,....
- Enlevement éventuel de la matiére par esquisseomees 2D (cercle, polygone,...) par
extrusion, révolution ou balayage.
- La sauvegarde de la piéce realisée
- Reéalisation des autres composants du mécanisme
- Assemblage de ces piéces par : Prépositionnemépta@ment des composants I'un par
rapport a l'autre) et positionnement final pardestraintes.
Une fois le mécanisme est assemblé on passe anldaibn du mouvement pour juger I'étude
cinématique (possibilité d’'interférence des pieéoasyvement incomplets,...).

5.3. Etapes de la simulation du mouvement
1- Manager Etude de mouvement :

EisolidWorks p 0 - % -l - % -9 -[K]-]8 il - Assenblage1 = (] ~Recherche Salidorks - &
e ik ] ) & ¥
rer des Reépetition Déplacer ’ Fonctions  Géométrie
s COnTANtE pcied.,, Fass"t‘::;rs e comp. . 2”:”"2;:; dassemblage de réfé...
= = - cachés -
[ [ Représentation schématique | Esquisse | Evalusr [ Praduits Office | [
in
L]
=
1.2 Plan de dessus @
: .3 Plan de droite \%
1. Origine @
.Q (-) Barre<1> (Défaut< < Défe) . —
5 o i) | POUE Simutler le =

R () ElemntMen<1> (Défaut:

-5 () ElemntMenant<1> (Déf

?} : i) Contraintes ; mouvement

FR_a % & (% ) o
300872018
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2) Le manager aura l'aspect suivant :

@sotidworks p 0 -2-RH-&-9  [E-)8 5-

Mecanism48arres, SLOASM

[ > Recherche SolidWorks V2 A

em
Insérer des

Editer e
£ composants
composant

it i
Répéttion Déplacer Fonctons
Contrainte jgaire d

Smart
Fasteners =™ | composan
- - cachés -

£y
Géométrie
Mantrer ‘E; o e

= ‘

Nouvele | Nomendature
Etude de

mouyvement

\ue
Edatée

InstantaD

Edlatement

| Esquisse \ Evaluer | Produits Office |

| [
el »

B e
= T MecanismdBarres (Défaute<D
1&] Capteurs
«1-[A] Annotations

2y Plan de face

-4 Plan de dessus

25 Plan de droite

L Origine
18 (-) Barre<1> (Défaut<<Défy
= & (7 Bati<1> (Défaut<<Défay|
o 0% () HemntMen<1> (Défaut
Wt %G () ElemntMenant<1> (Défq
?)' < i @@ Contraintes

Animation \ '
(T % % &

=8 MecanismdBarres (Défaut< <Défau

@ Orientation et vues de caméra

¢| Lumieres, cameéras et scene
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3) Activer SolidWorks Motion
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4) Choisir le type de simulation ;—

Animation (uniquement

|M0uuement standard

LR

mouvement), Mouvement standar
(plus realiste, contraintes, moteurs
gravité,...) et  Analyse de
mouvement (la plus complete tous
les mouvements et résultats
numériques des parametres
cinématiques).

Analyse de mouvement
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5) Activation du moteur
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6) Choix du type du moteur (circulaire/linéaire)

7) Emplacement du moteur
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8) Piéce correspondant a I'emplacement du moteur
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9) Choix de vitesse de rotation + Ok
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10) Calcul du mouvement
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11) Affichage des résultats cinématiques
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12) Choix des parametres a afficher
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13) Choix de la solution
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14) Sélection de I'élément (Exemple la vitesse &)
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15) Affichage de la solution (graphe)
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5.4. Travail demandé dans ce chapitre

Refaire le travail en modifiant la cote de la bapeendre la longueur 180 mm au lieu de 200.20
mm.
- Quelle conclusion pouvez-vous tirer ?
- Prendre une autre valeur de la longueur de la R&0enm, la loi de Grashoff est-elle
vérifiée ?
- Refaire le ftravail en affichant le graphe de I'angle de larda
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Exercices

1) On donne pour le mécanisme 25
suivant : -
AB=50mm

BC=180mm

- Concevoir le mécanisme avec
SolidWorks (2012)

- Simuler le mouvement

- Déterminer numériquement la
position de C pour chaque
position : B1-B2-B3-B4-B5-B6-
B7-B8

O

|
!

2)

Soit le mécanisme ci-
contre, on donne :
AB=50mm
BC=72mm
DE=125mm
EF=135mm
CG=185mm.

- Concevoir le
mécanisme avec
SolidWorks
(2012)

- Simuler le 0 \
mouvement lr___ 1150

- Lélément 1 fait-

il une révolution compléete ? si non modifier ladoreur d'une des barres (3, 4 ou 5).

65°
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