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Résumé

Ce mémoire est basé sur une généralisation de la commutativité, la compatibilité et de pro-
priétés (E,A) et (CLR) de cas univoque aux paires hybrides des applications, pour lesquelles
on considere une nouvelle F-contraction généralisée, qu’on 'utilise pour prouver un théoreme
de point fixe commun d’une paire hybride des applications occasionnellement coincidentes
idempotentes qui satisfait la condition (F, ¢)-contraction généralisée sous la propriété (CLR)
dans des espaces métriques complets, et un théoreme concernant une paire hybride des appli-
cations satisfaisant une condition (F, )-contractive de type Hardy Rogers Rationnelle. Les
résultats obtenus généralisent et améliorent beaucoup de résultats de la littérature existante.
Comme application directe de nos résultats, on présente un exemple explicatif récapitulatif,
et on prouve deux théoremes d’existence des solutions de certain systeme dans la program-

mation dynamique, aussi I'incluions intégrale Volterra.



Abstract

This memoir is based on a generalization of the commutativity, compatibility and (E,A),
(CLR) properties, from the single-valued case to hybrid pairs of mappings, for wihch we
consider a new generalized F-contraction, and utilize to prove a common fixed point theorem
for a hybrid pair of occasionally coincidentally idempotent mappings satisfying generalized
(F, p)-contraction condition under comon limit range (CLR) property in complete metric
spaces, and a theorem involving a hybrid pair of mappings satisfying a Rational Hardy-Rogers
(F, p)-contractive condition. The obtained result generalize and improve several results of the
existing literature. As a direct mapping we present an illustrative recapitulative example, and
we prove two therorems for the existence of solutions of certain system of functional equation

in dynamic programming, and Volterra integral inclusion.
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Introduction

La théorie du point fixe est une branche trés importante en mathématiques, il s’agit d’une
combinaison de l'analyse, de la topologie et de la géométrie. Au cours des cing derniéres
décinnés, la théorie de point fixe a été révélé comme un outil trés puissant et trés important
dans ’étude des phénomenes non linéaires. Le théoreme de point fixe le plus élémentaire et
certainement le plus utilisé est le Principe de Contraction de Bannach, appelé aussi Théoreme
de point fixe de Bannach, qui est un théoreme simple a prouver et qui s’applique aux es-
paces complets et possede de nombreuses applications, incluent les théoremes d’existences
pour les équations différentielles, équations intégrales et convergence de certaines méthodes
numériques comme celle de Newton pour la résolution d’équation.

Dans notre travaille on traite particulierement le théoréeme de point fixe concernant les paires
hybrides des applications univoques et multivoques, qui est un nouveau développement dans
I’analyse non linéaire. Rappelons que le Principe de Contraction de Bannach a été généralisé
aux fonctions multivoques par Nadler en 1969, aussi les concepts les plus discutés de la com-
mutativité et la commutativité faible ont été prolongé aux paires hybrides des applications
dans des espaces métriques par Kaneko. En 1989, Singh a prolongé la notion des applications
compatibles et obtenu quelques théoremes de coincidence et de point fixe commun pour des
contraction hybrides non linéaires. Ensuite, Pathak a généralisé le concept de la compati-
bilité en définissant la compatibilité faibles des paires hybrides des applications, et procédé
de la méme maniere pour prouver les théoremes de point fixe commun. En 2002, Aamri
et El-Moutawakil ont introduit la propriété (E,A) pour des applications univoques. Apres,
Kamran a prolongé la notion de la propriété (E,A) aux paires hybrides des applications. En
2011, Sintunavarat et Kuman, ont introduit la notion de la propriété (CLR) des applications

univoques, et montré sa supériorité par rapport a la propriété(E,A). Motivé par ce fait, Im-
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dad a établit la propriété (CLR) pour des paires hybrides des applications et prouvé quelques
résultat de point fixes dans des espaces symétrique(semi-métrique).

La nouveauté apportée par notre mémoire aux théoremes de point fixe, est la considération
d’une nouvelle contraction généralisée concernant une paire hybride des applications appelée
la condition (F) ¢)-contraction généralisée, donc le but souligné de ce travaille et de prouver
des théoremes de point fixe commun pour des paires hybrides de certain type d’application qui
est les applications occasionnellement coincidentes idempotentes, qui satisfont la condition
(F, ¢)-contraction généralisée, une fois sous la propriété (CLR) dans des espaces métriques,
et dans la deuxieme pour les paires hybrides satisfont la condition (F), ¢)-contractive de type
Hardy-Rogers.

Pour bien développer le theme proposé, ce mémoire s’articule autour de trois chapitres :

Dans un premier chapitre on présente les outils fondamentaux pour mener a bien ce tra-
vaille, en faisant rappel du Principe de Contraction de Bannach et de la compatibilité, en
introduisant le cas multivoque et les paires hybrides des applications, et aussi les propriétés
principales (E,A) et (CLR), en présentant quelques exemples.

Le chapitre 2 est dévissé par deux parties, chacune contient le théoréeme principal du point
fixe commun pour des paires hybrides des applications précises sous des conditions bien
précises, avec leurs preuve, et aussi les principaux résultats tirés des théoremes, avec la four-
niture d’'un exemple illustratif récapitulatif.

Dans le chapitre 3, on trouve 'application des résultat obtenus précédemment pour prou-
ver 'existence des solutions de certains systeme d’équations fonctionnelles surgissant dans la
programmation dynamique, aussi bien qu’incluions intégrale Volterra.

Nos résultat généralisent et améliorent plusieurs résultat connus de la littérature existante.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rassemblons toutes les notations et les notions de base indispensables
pour la suite. On fait un rappel du principe de compatibilité, et on introduit le cas multivoque
et les paires hybrides des applications. A la fin on annonce les propriétés (E, A) et (CLR),

en présentant quelques exemples.

1.1 Applications contractantes

Espace métrique

Définition 1.1.1 Une distance (métrique) sur un ensemble X # () est une application
d: X x X — RT vérifiant :

1. dz,y)=0zx=y, VryelX

2. d(z,y) =d(y,z), Vr,ye X

3. d(z,y,2) <d(z,y) +d(y,z), Vr,y,z€X

Définition 1.1.2 Un espace métrique est un couple (X,d) ou E est un ensemble et d est

une distance.

Définition 1.1.3 Soit (X, d) un espace métrique. Une application T : X — X est dite :

1. Lipschitzienne (ou k-Lipschitzienne) si et seulement s’il existe une constante k > 0

telle que pour tout x,y € X on a

d(Tz,Ty) < kd(z,y),



1.2 Théoreme du point fixe de Banach 9

2. contraction ou une application contractante, st k < 1,
3. non expansive si et seulement st k = 1.
4. contractive si et seulement si pour tout x,y € X, on a :

d(Tz, Ty) < d(x,y)

Notons que : contraction=-contractive =non expansive =-Lipschitzienne, et que toutes

ces fonctions sont continues.

1.2 Théoreme du point fixe de Banach

Théoréme 1.2.1 (Picard.Banach 1922) Soit (X, d) un espace métrique complet (ou bien
un espace de Banach si X posséde une norme ), f: X — X une contraction. Alors f admet
un point five unique dans X ,(i,e) Alu € X tel que fu = u. En outre ce point peut-étre obtenue

comme limite de toute suite engendrée par [itération
Tni1 = fxn,n € N avec xy élement arbitraire de X

Preuve Soit {z,}, yla suite engendrée par l'itération ci-dessus. Alors la condition de

neN

contraction de f donne :

d(l’l,l’g) = d(fl’(),fxl) S kd(l’o,l‘l)
d(IQ,Ig) = d(fxl,fﬂfg) S ]{?2d(l’0,l’1>

Ainsi, pour un n quelconque on aura

d(Tn, Tpi1) < k"d(20, 1)

De plus, des applications répétées de l'inégalité triangulaire donnent pour des entiers arbi-

traires n,p € N*.

d(Tp, Tryp) < d(Xp, Trg1) + (i1, Tpga) + oo+ d(Tpgp-1, Tny)

Avec 'ensemble des inégalités précédentes, celle-ci nous donne

k(1 — kP) ki
—1—]{3 d($07$1)< 1—]{3

d(Tn, Tnip) < d(zg, 1) — 0,81 n — 00
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Evidemment 'inégalité stricte et la convergence vers 0 découlent du fait que k € |0, 1[.
Pour conséquent {z,}, yest une suite de Cauchy, et comme X est complet, elle converge
vers une limite u € X, Clairement, u est un point fixe de f puisque continue. Pour prouver

I'unicité, supposons que 1’on a deux points fixes u, v différents tels que,
0 < d(u,v) =d(fu, fv) < kd(u,v)
ce qui implique :
(1 —k)d(u,v) <0
avec k € [0, 1], or ceci est absurde .

Corollaire 1.2.1 57 S est un sous-ensemble fermé d’un espace métrique complet X, et

f:8 —= 8 ; une application contractante sur S, alors f posséde un unique point fixe sur S.

Notons que le caractere complet est indispensable ici. En effet, I'itération

24 x,
14+,

r1 =121 = n>1

est une contraction sur Q1 mais ne converge pas puisque V2 ¢ Q.
Exemple Considérons fz = 1 (2 + 2 + 1)pour z € [0,1]. On voit que 1< (2® + 2% 4+ 1) < 3,
par conséquent, f[0,1] C [L,2] c [0,1].
[fz — fy| = ;Iw?’ —y’ +a? —
1 2 2
= Zlr—ylla” +y" + oy + o +y

IN

5}
?|:r — y|, pour tout z,y € [0, 1]

Cela montre que f est une application contractante sur [0, 1], qui est complet, alors il existe

une solution unique pour
xz%(mg’—l—xzqtl)
P2 —Tr+1=0
Sur [0, 1], on peut obtenir cette solution numériquement par processus itératif en commencant
par n’importe quel point initial de [0, 1]. Par exemple, pour zy = 0, on obtient
r1 = f(xg) =0,4286,22 = f(z1) = 0,1803, 23 = f(z2) = 0, 1483
xy = f(xs) =0,1465,25 = f(zq) = 0,1464, 26 = f(x5) = 0, 1464
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Théoréme 1.2.2 Si (X, d) un espace métrique complet et T : X — X une application telle

que T™ contractante pour un certain positif n, alors T admet un point fire unique.

Preuve Soit v € X 'unique point fixe commun de 7. Alors,
Tu=T(T"v) =T "'y =T"(Tu)

ceci implique que T'u est un point fixe pour 7. Par unicité on a T'u = u, c-a-d que u est un
point fixe pour tout 7. Pour démontrer I'unicité du point fixe de 7', supposons que v en est

un autre, alors;

Donc, v est aussi un point fixe pour 7. Ainsi u = v.

Théoréme 1.2.3 Soient (X, d) un espace métrique et T : X — X une application contrac-
tive. Soit xy € X tel que la suite {T"xo} admet une sous suite convergente vers un point

u € X. Alors u est un point fixe pour T'.
En particulier, on a le corollaire suivant

Corollaire 1.2.2 Soit (X, d) un espace métrique et T : X — S une application contractive,
ou S est un compact de X. Alors T admet un unique point fite u € S, et u = lim T"xy, ou
n—oQ

o est un point arbitraire de X.

1.3 Applications compatibles

Définition 1.3.1 Soient S,T deuz applications d’un espace métrique (X,d) dans lui méme.
S et T sont dites commutatives si STx =TSx, pour tout x € X.
On dit que S et T sont faiblement commutatives si et seulement si d(STx,TSx) < d(Tx,Sx)

pour tout x € X.
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Définition 1.3.2 S et T sont dites compatibles si et seulement si lim d(STx,,TSz,) =0

n—o0

pour toute suite {z,} dans X satisfaisant

lim Sx, = lim Tz, =t
n—0o0 n—oo

pour un certain t € X.

Remarque 1.3.1 57 S et T' sont commutatives, alors elles sont faiblement commutatives,

donc compatibles, mais la réciproque est fausse en général.

Exemple Soient X = R et d la métrique euclidienne. Définissons :

1
Sx:x;— et Tox =2x — 1

Soit la suite {z,} définie pour tout n > 1 par z, =1+ . On a :

lim Sz, = lim Tz, =1

n—oo n—oo
De plus

: . 2

lim STz, = lim S(1+—-)=1
n—r00 n—00 n

1

lim 'Sz, = lmT(1+—)=1

n—00 n—00 2n

Donc (S, T) est compatible .
Dans tout ce qui suit, on utilise la notation :
o CL(X)={A: A est un sous-ensemble fermé non-vide de X}
e UB(X)=1{A: A est un sous-ensemble fermé et borné non-vide de X}
e d(z,A) =inf{d(x,a):a € A}

Définition 1.3.3 Soit X un espace métrique. Pour les sous-ensembles fermés et bornés non-

vides A et B de X, on pose
H(A, B) = max {sup{d(a, B) : a € A} ,sup{d(b, A) : b € B}}.

tels que CB(X) est un espace métrique avec H est une métrique appelée la métrique de

Hausdorff.
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Définition 1.3.4 Une fonction multivoque F : X — Y est une application qui a chaque
x € X associe F(x) un ensemble non-vide de Y. Mais l'univoque c’est une application qui d

chaque v € X associe F(x) un élément de Y .

Applications faiblement compatibles

Définition 1.3.5 S et T sont dites faiblement compatibles si elles commutent aux points de

coincidence ji.e., pour tout u € X satisfaisant Su = Tu, alors STu = T Su.

Exemple Soit X =[0, 2] munit de la métrique euclidienne, définissons S et T par :

22, 0<x<1 ol <<l
Sl’: T"L‘:
0, z>1

Le point 1 satisfaisant S(1) = T'(1) = 1 et ST(1) = T'S(1) = 1, alors (S,T') est faiblement
compatible.

Compatibilité occasionnellement faible

Définition 1.3.6 S et T sont dites occasionnellement faible compatibles si et seulement s’il
existe un certain point u € X satisfaisant Su = Tu et STu = T Su.
De cette derniére on a faiblement compatible implique occasionnellement faiblement compa-

tible.

1.4 La propriété (F, A)

Définition 1.4.1 Soient S,T : X — X, (S,T) satisfait la propriété (E,A) s’il eriste une

suite {x,} dans X satisfaisant :

lim Sz, = lim Tz, =t,
n—oo n—oo

pourt e X.

Remarquons que si (S,7") est compatible, alors elle satisfait la propriété (E, A), mais il

existe des applications qui ne sont pas compatibles et satisfaisant cette propriété.
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Exemple Soient X = [0, 1] et d(x,y) = | x — y |, définissons S et T" par :

l—xz, 0<z<; 3, 0<z<4
Sx = Tx =
r+1, %<x§l 2 + 1, %<x§1
Soit la suite {x,} définie par :
1 1
Ty, = = — pour tout n > 1.
2 n+1
On a
. ) 1
lim Sz, = Ilim Tz, = -,
n—oo n—oo 2

alors S et T satisfont la propriété (E.A). D’autre part, on a :

1 1
lim TSz, = lim T(= =2,
Jim TSz, = lim T(5 + ———)
. 1
lim STz, = —,
n—oo 2

donc S et T" ne sont pas compatibles.

Définition 1.4.2 Soient A, B, S et T des applications d’un espace métrique (X,d) dans lui
meéme. On dit qu’elles satisfont la propriété (E.A) commune s’il existe deuz suites {x,} et

{yn} dans X vérifiant

lim Az, = lim Sz, = lim By, = lim Ty, =t,
n—o0 n—oo n—o0 n—oo

pour un certain t dans X .

Si A= B et S =T on obtient la définition précédente .
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Exemple Dans l'espace métrique (R, | . |), définissons les applications A, B, S et T' définies
par :
3z +1 r+1 20 +1 1
x YR x 5 5% 5 =53,
Soient les deux suites de R, définies par :
1 1
n=1+—— Yp=2+—"-.

v * n+1 Y * n+1

On a

lim Az, = lim Sz, = lim By, = lim Ty, =1,
n—00 n—oo n—o0 n—oo

donc A, B, S et T satisfont la propriété (E.A) commune.

Kamran a généralisé la propriété (E.A) pour les applications multivoques comme suit :

Définition 1.4.3 Soient A : X — X une application univoque et S : X — CB(X) une
application multivoque. On dit que (A, S) satisfait la propriété (E.A) s’il existe une suite

{z,} dans X vérifiant

lim Sz, =M € CB(X) et lim Az, =t € M,

n—o0 n—oo

pour un certain x € X.

1.5 La propriété (CLR)

Définition 1.5.1 Soient A et T deux applications d’un espace métrique (X,d) dans lui
méme. On dit que la paire (A,S) satisfait la propriétié (CLR) qui concerne l’application
S, noté par (CLRg) s’il existe une suite {x,} dans X tels que

lim Az, = lim Sx, =t,
n—oo n—oo

oute S(X).
Définition 1.5.2 Soit (X,d) un espace métrique, f: X — X et T : X — CB(X). On dit
que la paire (f,T') satisfait la propriétié (CLR) qui concerne 'application f, noté par (CLR;)

sl existe une suite {x,} dans X tels que

lim fz, = fue A= lim Tx,,
n—oo n—oo

pour un certain u € (X) et A€ CB(X).



Chapitre 2

Théoremes de Points fixes communs
pour les (F), p)-contractions hybrides
généralisées sous la propriété (CLR)

Dans ce chapitre on annonce quelques propriétés et notations décrites dans le chapitre
précédent mais dans le cas les paires hybrides des applications, puis les deux principaux

théoremes avec leurs preuves et un exemple explicatif

2.1 Théoreme du point fixe de Nadler

En 1969, Nadler a prouvé que toute contraction multivoque définie sur un espace métrique
complet a un point fixe. En prouvant ce résultat, Nadler a utilisé I'idée de la métrique de
Hausdorff pour établir la version multivoque de Principe de Contraction de Banach comme

suit :

Théoréeme 2.1.1 Soit (X,d) un espace métrique complet et T une application de X dans
CB(X) telle que pour tout xz,y € X,

H(Tx, Ty) < Ad(z,y),

ou X € [0,1). Alors T a un point fize, i.e, alors il existe x € X tel que x € Tx.
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2.2 Applications F-contractives

Définition 2.2.1 Soient f : X — X, T : X — CB(X) deuz applications univoque (resp

multivoque ). Alors :

e Un point © € X est un point fize de [ (resp. T) si x = fx (resp x € Tx). L’ensemble de
tous les points fives de f(resp. T') est noté par F(f) (resp. F(T)).

e Un point x € X est un point de coincidence de f et T si fx € Tx. L’ensemble de tous les
points de coincidence de f et Test noté par C(f,T).

e Un point x € X est un point fire commun de f etl' si x = fx € Tx. L’ensemble de tous
les points fizes communs de f et T est noté par F(f,T).

o T est une application multivoque fermée si le graphe de T ji.e, G(T) = {(z,y) : x € X,y €

Tz} est un sous-ensemble fermé de X x X.

Nous rappelons aussi la terminologie suivante souvent utilisée dans les considérations des

paires hybrides des applications.

Définition 2.2.2 Soit (X,d) un espace métrique, f : X — X, T : X — CB(X). Alors la
paire hybride (f,T) est dite :
o commutative sur X si fTe CTfx, Ve € X.
e faiblement commutative sur X si H(fTz, T fr) < d(fz,Tx)Ve € X.
e compatible si fTx € CB(X),Vr € X et ,}LIEOH<TJC‘T”’ fTz,) =0,
V{x,} une suite de X telle que :
lim Tz, - Ae CB(X) et nh—{{olofxn —te A

n—oo

e non-compatible s’il existe au moins une suite {x,} de X telle que :

lim Tz, - A€ CB(X) et lim fz, —te€ A mais lim H(T fx,, fTx,) = 0 ou bien n’existe pas.
n—oo

n—oo n—oo

o faiblement compatible si T fx = fTx pour tout x € C(f,T).

e coincidente idempotente, si pour tout v € C(f,T), ffv = fv i.e, f est idempotente aux
points de coincidence de f et T.

e occasionnellement coincidente idempotente si f fv = fv pour un certain v € C(f,T).

e vérifie la propriété (E.A) s’il existe une suite {z,} dans X telle que

lim fr, =t€ A= lim Tx,,

n—oo n—oo
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pour un certaint € X et A € CB(X).
e vérifie la propriété (CLRy) qui concerne Uapplication f s’il existe une suite {x,} dans X
telle que

hm fa, = hm fue A= lim Tz,

n—o0

pour un certain u € X et A € CB(X).

L’exemple suivant démontre l'interaction de la propriété d’idempotente occasionnellement
coincidence avec d’autres notions décrites dans la définition précédente.

Exemple 1 Soit X = {1,2,3} (avec la métrique euclidienne)
1 2 3 1 2 3
I (1 3 2) et ({1} 1,3} {1,3})
Alors, il est claire que :

C(f,T)={1,2} et F(f,T)={1}.

n’est pas commutative ni faiblement commutative.

(f;7)

(f,T) n’est pas compatible.

(f,T) n’est pas faiblement compatible.
(f;T)

/)

(f,T) est occasionnellement coincidente idempotente carff1 =1 = f1.

n’est pas coincidente idempotente car ff2 = f3 =2 #3 = f2.

L’exemple suivant démontre la relation entre la propriété (E.A) et la propriété (CLRy).

Exemple 2 Soient X = [0,2] un espace métrique munit de la métrique usuelle d(z,y)

= |z —y|.On définit ,f,g: X - X et T: X — CB(X) comme suit :

2—x, 0<uz<l, 2—x, 0<z<l, 3,

1< <2 = l<x <2

ul©
1o

D’une part on peut vérifier que la paire (f,7T) satisfait la propriété (E.A), mais pas la
propriété (CLRy). D’autre part, la paire (g, T") satisfait la propriété (CLR,).

Remarque 2.2.1 Si la paire (f,T) satisfait la propriété (E.A), avec le fait que f(X) soit
fermé, donc elle satisfait aussi la propriété (CLR;).

Dans toute la suite on note par F la famille de toutes les fonctions F' : R, — R qui satisfait

les conditions suivantes :
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(F1) F est continue et strictement croissante ;
(F») pour toute suite {3,} de nombres positifs,r}irglo G, =0< nlggoF (By) = —00;
(F3) Il existe k € (0,1) tel que ﬁlirgl+ B*F(B) = 0.
Quelques exemples de fonctions F' € F sont F'(t) =Int, F(t) =t +Int, F(t) = —1/Vt.

Définition 2.2.3 Soient (X, d) un espace métrique, T une application de X sur lui méme

est appelée une F-contraction s’il existe F € F et 7 € R tels que :
T+ F(d(Tz,Ty)) < F(d(z,y)), (2.1)
pour tout x,y € X et d(Tx,Ty) > 0.

Exemple Soit F' : R™ — R une application donnée par F(z) = In z. Il est clair que F

satisfait (Fy) — (F3) pour tout k € (0,1). D’apres cette position (2.1) est réduite a
d(Tz, Ty) < e "d(x,y) pour tout z,y € X, Tx # Ty.

Remarquons que pour tout z,y € X tel que Tx = Ty, 'inégalité précédente se tient aussi
et par conséquent T est une contraction.
Dans ce qui suit, pour un espace métrique (X, d) et une application multivoque 7' : X —

CL(X), on dénote :

[d(x, Ty) + d(y, Tx)]} )

N | —

M (z,y) = max {d(m, y),d(z, Tx),d(y, Ty),

Définition 2.2.4 Soit (X,d) un espace métrique, une application multivoque
T : X — CL(X) est une F-contraction s’il existe F' € F et T € Rt tels que pour tout x,y € X
avecy € Tx,dz € Ty,

T+ F(d(y,2)) < F(M(x,y)),¥d(y, z) > 0. (2.2)

Exemple Soit F': RT™ — R une application donnée par F(x) = In x, pour toute application

multivoque 7' : X — C'L(X) satisfait (2.2) on a :

d(y,z) < e "M(x,y) pour tout z,y € X,z € Ty,y # .
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2.3 (F,p)-contractions hybrides généralisées et le théoréeme
de point fixe

Cette section est divisée par deux parties. Dans la premiere partie, on prouve un théoréeme
de point fixe commun pour une paire hybride des applications occasionnellement coinci-
dentes idempotentes satisfaisants les conditions (F,)- contractions généralisés via la pro-
priété (CLR) dans des espaces métriques complets, tandis que dans la deuxieme on obtient
des résultats pour des paires hybrides qui satisfont un une condition (F,y)-contractive de
type Hardy- Roger Rationnelle.

Nous rappelons d’abord la définition suivante :

Semi-continuité inférieure :

Définition 2.3.1 Soit X un espace métrique. Une fonction f : X — R est dite semi-continue

inférieurement si, pour tout x € X liminf f(x) > f(zo) ou, de fagon équivalente, si ’ensemble
T—rT0

{z € X: f(z) < a} est fermé pour o € R. Elle est semi-continue supérieurement si (—f) est

semi-continue inférieurement .

Définition 2.3.2 Soient (X,d) un espace métrique, f : X — X et T : X — CB(X). La
paire hybride (f,T) est appelée une (F, @) - contraction généralisée, s’il existe une application

croissante semi-continue supérieurement.

o = {4,0: [0,00) — [0,00) | lim sup p(s) < ¢(t), (t) < t,Vt > 0},

s—tt

FeFetteRT tel que
T+ F(HP(Tx,Ty))

& (fx, Tx),d*(fy, Ty), d"(fy, f), 3[d"(fx, Ty) + d(fy, Tx)]

dP(fz,Tx)dP(fy,Ty) dP(fz,Ty)d?(fy,Tz) dP(fz,Ty)d"(fy,Tx)
1+dP(fy,fx) ’ 1+dP(fy,fz) ’ 14-dP (Tx, Ty)

< F | ¢ | max

pour tout z,y € X, p > 1 avec H(Tz, Ty) > 0.
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Définition 2.3.3 Soit (X,d) un espace métrique, f: X — X, T : X — CB(X) . Alors on
dit que la paire hybride (f,T) est une (F, ) - contraction de type Hardy- Rogers Rationnelle,
sl existe une application croissante semi-continue supérieurement.

o = {go :[0,00) — [0,00) | lim sup p(s) < (t), p(t) < t,Vt > 0},

s—tt

FeFetteRt tel que
T+ F(HP(Tx,Ty))

adP(fz, fy) + B[1+dp1(£2;f;;},?zgfy’Ty) + y[dP(fx, Tx) + dP(fy, Ty)]

(s (2.4)
+3[dP(fx, Ty) + d?(fy, Tx)]

pour tout v,y € X, Tx # Ty quand p > 1,a,53,7,0 > 0,a+ + 27+ 26 < 1.

Le premier résultat principal proposé est :

Théoréme 2.3.1 Soient (X,d) un espace métrique, f : X — X et T : X — CB(X). Si
la paire hybride (f,T) satisfait la condition (F,p)— contraction généralisée (2.3) et satisfait
aussi la propriété (CLRy), alors fet T ont un point de coincidence.

De plus, si la paire hybride (f,T) est occasionnellement coincidente idempotente, donc elle a

un point fize commun.

Preuve Comme la paire (f,T") satisfait la propriété CLRy, il existe une suite {z,,} dans
X telle que

lim fz, = fue A= lim Tx,,

n—o0 n—oo
pour un certain u € X et A € CB(X). On assure que fu € Tu. Sinon, utilisant ensuite la
condition (2.3), on a

T+ F(HP(Tx,, Tu))

dP(fay, Ty), dP(fu, Tu), d(fu, fx,), 5 [d(fa,, Tu) + d°(fu, Tx,)],

< F | ¢ | max
dP(fxn,Txn)dP(fu,Tu) dP(fan,Tu)d?(fu,Ten) dP(fen,Tuw)dP(fu,TTy)
1+dP(fu,fzn) ) 1+dP (fu,fzn) ) 1+dP(Txn,Tu)

Passant a la limite si n — oo on obtient
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&(fu, A),d?(fu, Tu), 0, [@(fu. Tu) + d(fu, A)]

T+ F(HP(A,Tu)) < F | ¢ | max
dP (fu,A)dP(fu,Tw) dP(fu,Tw)dP(fu,A) dP(fu,Tu)dP(fu,A)
T (fufu) 0 rd(fufu) 0 rd(ATu)

&(fu, A),d”(fu, Tu), 0, [d@(fu. Tu) + d(fu, A)]

= F'| ¢ | max

dP(fu,A)dP(fu,Tu
&(fu, AP (fu, Tu), Ut

On utilise la propriété de ® et (Fy) et comme fu € A, 7 > 0 on obtient

HP(A,Tu) < ¢ (max {0, d?(fu,Tu),0, % [dP(fu, Tu) +0],0, 0})
< d(fu,Tu).

Comme fu € A l'inégalité ci-dessus implique
d(fu,Tu) < H(A, Tu) < d(fu,Tu),

Une contradiction. Par conséquent fu € Tu qui montre que la paire (f,7) a un point de
coincidence (i.e, C(f,T) # 0).

Supposons que la paire hybride (f,T') est occasionnellement coincidente idempotente. Alors
pour un certain v € C(f,T), on a ffv = fv € Tv, Si Tv =T fv, Sinon, on utilise ensuite la
condition (2.3), on aura

T+ F(HP(T fv,Tv))

& (ffo,Tfv).d(fv,Tv),d"(fv, f fv), 5 [d"(fv,Tfo)+d(f fv,Tv)],

dP(f fo,Tfo)dP(fv,Tv) dP(fv,Tfv)dP(f fv,Tv) dP(fv,Tfv)dP(f fv,Tv)
4dP(fo.f fv) 7 I+dP(fu.f fo) 7 14-dP (T fv,Tv)

d(fv,Tfv),d"(fv,Tv),0,1 [d(fv,Tfv) + d°(fv, Tv)],

< F | ¢ | max

= F || max

&(fo,T fo)d(fo, Tv),d"(fv, T fo)d?(fv, Tv), LULLIOC o 10)

Comme fv € Tw I'inégalité ci-dessus implique

4+ F(H(Tfo,To)) < F (90 (max{dp(f“’Tf“)’O’O’%dp““’Tf“)’O’O’O}))
= F(p(dP(T fv, fv))).
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on utilise (F}) et la propriété de ® on obtient
&(Tfo, fo) < (T fv, fo),

c’est une contradiction. Ainsi on a fv = ffv € Tv =T fv qui montre que fv est un point
fixe commun de f et T

Vue la remarque 2.2.1, on a le résultat suivant :

Corollaire 2.3.1 Soient (X,d) un espace métrique, f : X — X et T : X — CB(X). Si la
paire hybride (f,T) satisfait la condition (F,y)- contraction généralisée (2.3), et vérifie la
propriété (E, A), avec le fait que f(X)soit fermé, alors fet T ont un point de coincidence.
De plus, si la paire hybride (f,T) est occasionnellement coincidente idempotente, alors elle

possede un point fixre commun.

On remarque que la paire hybride non-compatible satisfait toujours la propriété (E.A). D’ou,

on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.2 Soient f une application dans un espace métrique (X,d), T : X — CB(X)
satisfait la condition (F,p)- contraction généralisée (2.3). Si la paire hybride (f,T) est non-

compatible, et f(X) est un sous-ensemble fermé de X, alors f et T ont un point de coincidence.

De plus, si la paire (f, T') est occasionnellement coincidente idempotente, donc elle a un point
fixe commun.

Si F : Rt — R définie par F(t) = In t et notant par e”” = k, alors on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.3 Soient (X,d) un espace métrique, f : X — X et T : X — CB(X),
Supposons qu’il existe k € (0,1), ¢ € ® tel que
d*(fa, Tx),d"(fy,Ty), d"(fy, fz), 5 [d"(fx, Ty) + d"(fy,Tx)],

d?(fz,Tx)dP (fy,Ty) dP(fz,Ty)dP(fy,Tz) dP(fz,Ty)dP(fy,Tx)
4dP(fy,fz) > 1+dP(fy,fz) °  14d°(T'z,Ty)

HP(Tx,Ty) <k [ ¢ | max

pour tout x,y € X et H(Tz,Ty) > 0,p > 1, et la paire hybride (f,T) vérifie la propriété
(CLRy¢). Alors f et T ont un point de coincidence.
De plus, si la paire hybride (f,T) est occasionnellement coincidente idempotente, alors elle

a un point fixe commun.
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Maintenant le second résultat :

Théoréme 2.3.2 Soient (X,d) un espace métrique, f : X — X et T : X — CB(X), si
la paire hybride (f,T) satisfait la condition (F,p)- contraction généralisée de type Hardy-
Rogers Rationnelle (2.4), et vérifie aussi la propriété (CLRy), alors fet T ont un point de
coincidence.

De plus, si la paire hybride (f,T) est occasionnellement coincidente idempotente, alors elle

a un point fixe commun.

Preuve Comme la paire (f,T') vérifie la propriété (CLRy), alors il existe une suite {z,}
dans X telle que

lim fz, = fue A= lim Tx,,
n—oo n—oo

pour un certain u € X et A € CB(X). on affirme que fu € Tu. Sinon, on utilise la condition
(2.4), on obtient :
T+ F(HP(Tx,, Tu))

14+dP (fan,Tw,)]dP (fu,Tu
QP (f1, fu) + AL G Lo | ()

AP (fn, Tan) + dP(fu, Tu)] + 6 [dP(fon, Tu) + d?(fu, Txy)]

Passant a la limite, si n — oo dans I'inégalité ci-dessus, on obtient
T4+ F(HP(A,Tu)) < F(p(B+v+9)d°(fu,Tu)),
Utilisant la propriété de ® et Comme 7 > 0 et (F}), il s’ensuit que
d’(fu, Tu) < d’(A,Tu) < (B+~v+9)d’(fu,Tu),

une contradiction, comme 5 + v+ ¢ < 1. par conséquent , fu € Tu qui montre que la paire
hybride (f,T') possede un point de coincidence, (i.e, C(f,T) # ().

Maintenant, sif et T' sont occasionnellement coincidentes idempotentes, alors il existe v €
C(f,T) tel que f fv = fv € Tv. Si fu est le point fixe commun de f et T Il est suffisant de

montrer que Tv = T fv. Sinon, utilisant ensuite la condition (2.4), on a
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T+ F(HP(T fv,Tv))

ad?(f fo, fv) + AU SoT old (fo.Ty)

. T1d7(F Jo.f0)
¥
+y[dP(f fo,Tfv)+ dP(fv,Tv)]+ 6 [dP(f fvo,Tv)+ d’(fv,T fv)]
B(1+d( fo,Tfo)]d?(fo, To) + [d(fo, T fv) + d*(fo, Tv)]

+0 [d°(fv,Tv) + d(fv, T fv)]

Comme fv € Tw, I'inégalité ci-dessus implique
T+ F(dP(T fv,Tv)) < F (o (y+9)d’(fv, T fv)).
On utilise (F7) et la propriété de ®, on a
d*(T'fv, fv) < (v + 60)d"(fv, Tfv),

C’est une contradiction, comme v+ < 1. Ainsi, fo = f fv € Tv =T fv qui montre que fv
est un point fixe commun de f et 7'

Si F': RT — R est donnée par F(t) = In t, notant e~” = k, alors on a le corollaire suivant :
Corollaire 2.3.4 Soient (X,d) est un espace métrique, f : X — X et T : X — CB(X).

supposons qu’il existe k € (0,1),p € ® tels que

adf(f x, fy) + B[1+dp1(£§;f;;}7?zgfy’Ty) + vy [dP(fz, Tx) + d°(fy, Ty)]

HP (Tx, Ty) < kg
+0 [dP(fx,Ty) + d’(fy, Tx)]

pour tout x,y € X et Tw #+ Ty quand p > 1,a,6,7,0 > 0,a+ B+ 27+ 20 < 1, et la paire
hybride (f,T) vérifie la CLRy. Alors f et T ont un point de coincidence.
De plus, sila paire (f,T) est occasionnellement coincidente idempotente, alors elle a un point

fixe commun.
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2.4 Exemple Explicatif

Exemple Soit X = [0,3] un espace métrique munit de la métrique d(z,y) = |z — y|, on

définit f: X - X et T: X — CB(X) comme suit :

3—z, z€[0,2], [1,2], z€]0,2],
fo = Tr =
{ 3, z€(2,3], {[o,l], r € (2,3,

2

Soit F': RT — R telle que F(t) =In t, ¢ : RT — R telle que () = st et 7=1% > 0 et
p > 1. Alors il est facile de vérifier que :
o FeFped; f(X)=][1,3]U{3}, est un fermé de X ;C(f,T) = [1,2];

e La paire hybride (f,T) satisfait la propriété de (CLRy), comme pour la suite {1 + %}n o

1 1
lim fz, = lim (2——) =2=fle[l,2]=lim T(1+ —);
n n

n—oo n—o0 n—oo

e (f,T) n’est pas coincidente idempotente parce que ff1 = f2=1+# 2= f1;
e (f,T) est occasionnellement coincidente idempotente, parce que ff % =f % = %;
Maintenant, pour vérifier la condition (2.3), on distingue deux cas :

Cas 1:sixz€]0,2] et y € (2,3], alors

e = w02 og] ) <mx a0 [og]) o (o] 02
il

et d(fy,Ty) = d(3,]0,1]) = 2. Donc, pour tout p > 1, on a

S

H(Tx,Ty) = O A R 3d”(fy Ty) ) = e To(d(fy, Ty)).
’ 2 10 \ 2 10 ’ ’
En prenant les logarithmes des deux cotés avec F'(t) = In t, on obtient
7+ F(H (T, Ty)) < F(p(d*(fy, Ty)))-

Cas 2:Sixz e (2,3 etyell,2] alors

H(Tw, Ty) = H ([o %} ,[1,2]) _ g et d(fz,Tx) = d (3, [0, %D _ g
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Donc, pour tout p > 1, on a

3\" 1 9 /517
HP(Tx, Ty) = (§> < 6_31—0 (5) =e

Prenant le logarithme des deux c6té de I'inégalité ci-dessus que et en utilisant In(t) = F(t),

S

<1%dp( fx,Tx)) — e o(d"(f, Tx)).

on obtient :

T+ F(HP (Tx,Ty)) < F(p(d(fz,Tx))).

On remarque que pour x,y € [1,2] (ou z,y € (2,3]) H(Tx,Ty) = 0.
Ainsi, toutes les hypotheses du Théoreme 2.3.1 sont satisfaites et la paire hybride (f,T")

admet un point fixe commun (vaut 2).



Chapitre 3

Applications

Ce chapitre est consacré pour quelques applications. Premierement, on va appliquer le
théoreme 2.3.1 pour montrer 'existence d’un systeme des equations fonctionnelles qui appa-
raissent dans la programmation dynamique. Pour la deuxiéme application, on va appliquer
le théoreme 2.3.2 pour garantir l’existence de la solution commune d’inclusion intégrale Vol-

terra.

3.1 Application a la programmation dynamique

En 1978, Bellman et Lee ont premierement étudié I'existence des solutions des équations
fonctionnelles dans lesquelles ils ont remarqué que la forme de base de ces équations dans la
programmation dynamique peut étre décrite comme suit :

q(z) =sup{G (z,y,q(7(z,y)))}, xeW,
yeD
ouT: WxD—=WG:WxDxR — R sont des applications, et W C U est un espace
d’état, D C V est un espace de décision et U,V sont des espaces de Banach.
En 1984, Bhakta et Mitra ont obtenu quelques théoremes d’existence pour I’équation fonc-
tionnelle suivante qui surgit dans un processus a plusieurs étapes lié a la programmation
dynamique

q(t) = Stelg{g(m,y) + G2, y,q(7(2,9)}, zeW,

ouT - WxD—=W,g:WxD—=R,G:W xD xR — R sont des applications ,W C U est

un espace d’état, D C V est un espace de décision et U,V des espaces de Banach.
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Ces dernieres années, beaucoup de travail a été fait dans cette direction ot une multitude
des résultats d’existence et d’unicité a été obtenue pour des solutions et des solutions com-
munes de quelques équations fonctionnelles, comprenant des systemes d’équations fonction-
nelles dans la programmation dynamique en utilisant des résultats de point fixes appropriés.

On considere maintenant un processus a plusieurs étapes, réduit a un systeme d’équations
fonctionnelles

¢i(r) = sup {9(z,y) + Gi(z,y,qi(7(x, )}, v € Wi € {1,2}, (3.1)
ouT:WxD—=>Wg:WxD—RG :WxDxR — R sont des applications données,
W C U est un espace d’état, D C V est un espace de décision et U,V deux espaces de
Banach.

Le but de cette section est de prouver l'existence des solutions pour un systeme d’équations
fonctionnelles (3.1) en utilisant le Théoreme 2.3.1.

Soit B(W) I'ensemble de toutes les fonctions bornées a valeurs réelles sur W. Pour un h
arbitraire € B(W) on définit ||h|| = sup | h(z) |, avec la métrique d, et (B(W),||.||) est
un espace de Banach et la convergen(f:mést uniforme. Donc, si on considérer une suite de
Cauchy {h,} dans B(W), alors la suite {h,} converge uniformément vers une fonction h*,
alors h* € B(W).
on considere les opérateurs : T; : B(W) — B(W) donné par

Tihi(z) = sup {9(z,y) + Gi(z,y, hi((2,9)))} (3.2)
pour h; € B(W),z € W, pour ¢ = 1,2; ces applications sont bien définies si les fonctions g

et G; sont bornées, on dénote

d(Tsh, Tok), d(Toh, Trh), d(Tok, Ty k), AORTR AR TR

O©(h, k) = max
d(T1h,Toh)d(T1k,T2k) d(Ti1h,T1k)d(Tik,T2h) d(T1h,T1k)d(T1k,T2h)
1+d(T2k:7T2h) ) 1+d(T2k‘,T2h) ) 1+d(T1k‘,T1h)

pour h,k € B(W).

Théoréeme 3.1.1 Soit T, : B(W) — B(W) donné par (3.2), pour i = 1,2. Supposons que

les hypothéses suivantes sont vérifiées :
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(1) Tl existe 7 € RT et ¢ € D tels que
| Gl('ruyv h(ﬂf)) o GQ(Q?,Z/,]C(QJ)) |S €7T90<<@<h'7 k))

pour tout x € W,y € D;
(2) g: WxD—=RetG;: W xD xR — R deux fonctions bornées pour i = 1,2;
(3) Il existe une suite {h,} dans B(W) et une fonction h* € B(W) tels que

lim Tih, = lim Tyh, = T1h%;
n—oo

n—oo

(4) TyT1h = T1h, quand Tih = Tyh, pour un certain h € B(W).

Alors le systeme d’équations fonctionnelles (3.1) a une solution bornée.

Preuve Selon I'hypothese (3), la paire (77, T5) partage la propriété (CLR) en réspectant
T:. Maintenant, soit A un nombre positif arbitraire, z € W et hy, hy € B(W). Alors il existe

y1,Y2 € D tels que

Tihi(z) < g(z,51) + Gi(@,y1, ha(7(z, 1)) + A, (3-3)
Taha(x) < g(x, 42) + Ga(x, Y2, ha(7(z, 92))) + A, (3.4)
Tihi(x) = g(x, y2) + Gi(@, y2, I (7(, 2))), (3.5)
Taho(x) = g(a, 1) + Ga(w, y1, ha(7(x, 91))), (3.6)

Ensuite, en utilisant (3.3) et (3.6), on obtient

Tlhl(x) - T2h2(l') < Gl(xv Y1, h1<7(xa yl))) - G2(‘ra U, h2(7($7y1))) + A

< ‘ Gl(x7y17 hl(T(‘ra yl))) - Gg(l‘, Y1, h2(7-<'r7y1))) | +A
< e 7p(O(hy, hg)) + A
donc on a
Tihi(z) — Tohe(z) < e Tp(O(hy, ha)) + A (3.7)

D’une fagon analogue, en utilisant (3.4) et (3.5), on aura :
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TQhQ(ZL‘) — Tlhl(l’) < G_T(,D(@(hl, hg)) + A (38)
faisant une combinaison entre (3.7) et (3.8), on aura
| Tiha () = Toho(x) [< e7T@(O(h1, ha)) + A,
ce qui implique
d(Tlhl, Tghg) < 677—%0(@(}“, hQ)) + )\,

Remarquons que, la derniere inégalité ne dépend pas de x € W et A > 0 est arbitraire, donc
on obtient

d(Tlhl, Tghg) S e*Tgo(@(hl, hz)),

en passant aux logarithmes, on peut écrire
7+ In(d(Tihy, Tohs)) < In(p(O(h1, he))).

Si on considere F' € F définie par F(t) = In t, pour chaque t € (0,400) et posons f = T7,

T = Ty, alors toutes les hypotheses de Théoreme 2.3.1 sont satisfaites pour la paire (f,T') et
p = 1. De plus, vue de I” hypothese (4), la paire (71, 73) est occasionnellement coincidente
idempotente, alors, en utilisant le Théoreme 2.3.1, les applications T; et T5 ont un point fixe

commun, cela fait que le systeme d’équations fonctionnelles (3.1) a une solution bornée.

3.2 Application a inclusions intégrales Volterra

On établit de nouveaux résultats sur l'existence des solutions d’inclusion intégrale du type

o(t)
x(t) € q(t) +/0 k(t,s)F(s,z(s))ds (3.9)

Pourt € J=[0,1] CR,ono:J — J,q:J — E k:JxJ — R sont continues et
F:JxE — C(F), ou E est un espace de Banach avec la norme ||.||g et C'(F) dénote la
classe de tous les sous-ensembles fermés non vides de E.

Soit C(J, E') 'espace de toutes les fonctions qui ont valeurs dans E sur J continues sur J.

Définissons une norme |.|| sur C(J, E) par

[2]] = sup [l ()] e-
teJ
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Définition 3.2.1 Une fonction continue a € C(J, E) est une solution inférieure de [’inclu-

sion intégrale (3.9), si elle satisfait
o(t)
a(t) < q(t) +/ k(t, s)vi(s)ds, pour tout v; € B(J, E)
0

tels que v1(t) € F(t,a(t)) presque partout pour t € J, ou B(J,E) est l'espace de toutes
les fonctions Bochner-intégrables qui ont valeurs dans E sur J. De méme pour une fonction

continue b € C(J, E) est une solution supérieure de l'inclusion intégrale (3.9), si elle satisfait
o(t)
b(t) > q(t) +/ k(t, s)va(s)ds, pour tout vy € B(J, E)
0

tels que vo(t) € F(t,b(t)) pourt € J.
Remarquons que toute la solution se trouve entre la solution inférieure ‘a’ et la solution

supérieure ‘b’. Pouvons dénoter l’ensemble de solution comme un intervalle |a, b].

Définition 3.2.2 On dit que la fonction continue x : J — E est une solution de l'inclusion

intégrale (3.9), si

o(t)
x(t) = q(t) +/0 k(t,s)v(s)ds

pour un certain v € B(J, E) satisfaisant v(t) € F(t,z(t)), pour tout t € J.

Dans ce qui suit, nous avons aussi besoin des définitions suivantes :

Définition 3.2.3 Une application multivoque F : J — 2F est mesurable si pour tout y € E,

la fonction t — d(y, F(t)) = inf{|ly — x| : € F(t)} est mesurable.

Définition 3.2.4 Une application multivoque B : J x E — 2F est dite Carathédory si
(i) t — (t,x) est mesurable pour chaque x € E et

(ii) x — (t,x) est semi continu supérieurement presque partout pour t € J.

Dénoter

1E @, 2)|| = supf|ull - u € F(t,2)}.

Définition 3.2.5 Une application multivoque de Carathéodory F(t,z) est L'-Carathéodory

si pour chaque r > 0, il existe une fonction h, € L'(J,R telle que

|F(t,x)|| < h.(t) pour presque tout t € J
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et pour tout x € E avec ||z||g < r.

Dénoter
Sh(z) ={v € B(J,E) : v(t) € F(t,x(t)), pour toutt € J}.

Lemme 3.2.1 Si diam(E) < oo et F: J x E — 2F est L'-Carathéodory, alors Sk(z) # 0
Pour chaque x € C(J, E).

Lemme 3.2.2 Soient E un espace de Banach, F' une application multivoque de Carathéodory

avec St # 0 et L: L'(J, E) — C(J, E) une application linéaire continue. Alors l'opérateur
Lo S} :C(J,E) — 20UE)
est un opérateur de graphe fermé sur C'(J, E) x C(J, E).

Soit ’ensemble de conditions suivant :
(Hp) la fonction k(t,s) est continue et non négatif sur J x J avec
e " = sup k(t,s)
t,s€J
pour un certain 7 € R*;
(H,) T'application multivoque F'(t,z) est carathéodory ;
(Hs) Dapplication multivoque F(¢,z) est croissante en z presque partout pour t € J ;

(H;3) Il existe 7 € RT et ¢ € ® tels que

| F(s,z(s)) — F(s,y(s)) |[< e Tp(A(z, y))
pour tout s € J,x € E, ou

Ale,y) = a‘fx_fwmwlﬁ‘—ﬁx_ﬂ}yﬂ(—”l

+ Ol fe=Ty|+|fy—Tz]|]

+yll fe =Tz |+ | fy—"Ty|]

avec o, 3,7,0 > 0, a+ 5+ 2y +20 < 1;
(H,) Si(x) # 0 pour chaque z € C(J, E).

Théoréme 3.2.1 Supposons que les conditions (Hy)-(Hy) sont vérifiées. Alors l'inclusion

intégrale (3.9) a une solution dans [a,b] définie sur J.
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Preuve Soit X = C(J, ) Définissons une application multivoque T : [a,b] C X — 2%

donée par :
o(t)
Tx=qu€ a,b]:u(t) =qt) +/ k(t, s)v(s)ds;v € Sp(z), pour tout t € [0,1] .
0

Observons que T est bien défini, selon la condition (Hy), Sk(z) # 0. Pour montrer que T
satisfait toutes les hypotheses de Théoreme 2.3.2 défini sur [a, b].
Pour tout 9, u € 2% en t € J et utilisons (Hy) et (Hs), on a

a(t) a(t)
19¢) — u(®)le = | / K(t, Yoy (s)ds — / (1, 5)0a(s)ds | &

IN

o(t)
/0 k(t,s)ds || vi(s) —va(s) ||E

< sup k(t,s)p(A(vi,v2))  pour vy, vs € Sp(x).
t,seJ

ce qui implique que

[ 9(t) = u(t) < e "o(A(v1,v2)).

pour tout ¢ € J. En passant aux logarithmes, nous pouvons écrire

T4+ | () — p(t) [|e< In(p(A(ve, v2)))-

Si on considére F' € F définie par F'(z) = In z, pour chaque z € (0,400), on déduire que
lopérateur T satisfait la condition (2.4) ou f est une application d’identité et p = 1. Aussi T'
est une application fermée, en utilisons le théoreme 2.3.2; on conclue que I'inclusion intégrale

donnee a une solution dans [a,b].



Conclusion

Il y avait beaucoup d’idées concernant la théorie des points fixes, ces differences habituel-
lement dans les propriétés des applications ou les conditions de contraction et parfois dans
I’espace utilisé, ont été généralisées et développées apres pour le théoreme du point fixe com-
mun de plusieurs applications.

Ce travail est parmi beaucoup d’ceuvres qui caractérisent la théorie des points fixes ou ’au-
teur prouver un théoreme de point fixe commun d’une paire hybride des applications occasion-
nellement coincidentes idempotentes qui satisfait la condition (F,p)-contraction généralisée
sous la propriété (CLR) dans des espaces métriques complets, et un théoréme concernant une
paire hybride des applications satisfaisant une condition (F, ¢)-contractive de type Hardy Ro-
gers Rationnelle avec quelques applications, qui est le produit des travaux antérieurs 2014
5,6, 9]

La question posée est d’arréter ou non de proposer ces théories. La réponse est certainement
non, parce que la science des mathématiques évolue comme toute autre science, et le théoreme
de point fixe a de nombreuses applications et utilisations dans le domaine des mathématiques

et les autres sciences.
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