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Résumé

Résumé
L’objectif principal de ce travail est d’étudier l’existence de solutions d’un problème

aux limites d’ordre fractionnaire aux sens de Riemann-Liouville.
En premier lieu, avons présenté les outils fondamentaux de la construction de la théorie
de la dérivée fractionnaire. Ensuite nous avons appliqué le théorèmes du point fixe de
Krasnoselskii pour établir l’existence des solutions des équations différentielles frac-
tionnaires, où on a transformé un problème de Cauchy fractionnaire en un problème
du point fixe.

Mots clés : Dérivées d’ordre fractionnaire, intégrale d’ordre fractionnaire, théorèmes
du point fixe, problème aux limites.

Abstract
The main objective of this work is to study the existence of solutions of a fractional

boundary problem in the Riemann-Liouville senses.
First, we presented the fundamental tools of the construction of the theory of fractio-
nal derivative. Then we applied Krasnoselskii’s fixed point theorems to establish the
existence of solutions of fractional differential equations, where we transformed a frac-
tional Cauchy problem into a fixed point problem.

Keywords : Fractional order derivatives, fractional order integral, fixed point theo-
rems, boundary problem.
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2.2.7 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo et de Riemann-Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Chapitre3 Existence et Unicité des Solutions 30
3.1 Présentation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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NOTATIONS

• R+
∗ :Ensemble des nombres réels positifs non nuls .

• R,C : Ensemble des nombres réels (resp. complexes).

• N : Ensemble des nombres naturels.

• [a, b) :Intervalle semi-ouvert d’extrémité a et b .

• Re(.) : Partie réelle d’un nombre complexe.

• Im(.) : Partie imaginaire d’un nombre complexe.

• [Re(α)] : Partie entière de Re(α) .

• Lp([a, b])) : L’espace des fonctions P-intégrable sur [a, b].

• L∞ : L’espace des fonctions essentiellement bornées.

• C([a, b]) : Espace des fonctions continues sur [a, b].

• Cn([a, b]) : Espace des fonctions n-fois continument dérivables sur [a, b].

• AC([a, b]) : L’espace des fonctions absolument continue sur [a, b].
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Notations

• ACn([a, b]) : Espace des fonctions (n − 1)-fois continûment dérivable sur [a, b] telle
que x(n−1) ∈ AC([a, b]).

• C(J,R) : L’espace de Banach des fonctions continues définies de J dans R.

• Iαa+ : Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α.

• Iαb− : Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α.

• Dα
a+ : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α.

• Dα
b− : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α.

• CDα
a− : Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α.
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INTRODUCTION

Les mathématiques sont l’art de donner des choses trompantes des noms. La belle

et mystérieuse appellation (à première vue) ”le calcul fractionnaire ” est juste un de ces

termes mal appropriés qui sont l’essence des mathématiques.

Le calcul fractionnaire est un domaine de l’analyse mathématique qui traite la

notion d’intégration et dérivation d’ordre fractionnaire et ses applications. Le terme

fractionnaire est un terme impropre, mais il est conservé à la suite de l’usage courant

Le calcul fractionnaire peut être considéré comme un sujet ancien et pour tant il est

actuel. C’est un vieux sujet ,qui a apparia à partir de quelques spéculations de G.W.

Leibniz (1695,1697) et L.Euler (1730),il a été développé jusqu’à nos jours. Nous men-

tionnons quelques-uns des mathématiciens qui ont apporté des contributions impor-

tantes, comprend P . S. Laplace(1812) , J.Liouville (1832-1873), B .Riemann (1847),M .

Riesz (1949).

Les calculs fractionnaires sont des outils précieux dans la modélisation de nom-

breux phénomènes dans divers domaines de l’ingénierie, de la physique et de l’économie.
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Introduction

De nombreux livres et articles sur le fractionnaire calcul, équations différentielles frac-

tionnaires et équations intégrales fractionnaires sont apparus Récemment, la théorie

sur l’existence et l’unicité des solutions d’équations différentielles fractionnaires ont

été étudiés par de nombreux auteurs Les équations différentielles fractionnaires avec

conditions intégrales aux limites constituent un très intéressant et une classe impor-

tante de problèmes. Plusieurs applications de conditions intégrales aux limites ont

souvent été rencontré ( [13],[18],[3],[26],[21],[12],[4],[11],[24],[5],[25],[9],[7],[6],[16] ).

L’objectif principal de cette thèse est l’étude de l’existence de solutions d’un problème

aux limites d’ordre fractionnaire suivant : Dα
0+u(t) + f(t;u(t) = 0, 0 < t < 1

u(0) = u′(0) = ...u(n−2)(0) = Dβ
0+u(1),

(1)

où Dα
0+ , D

β
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ,

n− 1 < α ≤ n, n− 2 ≤ β ≤ n− 1, f : [0, 1]× [0,∞)→ [0,∞) une fonction continue.

et l’espace C(0, 1) est une espace de Banach.

Notre travail est composé de trois chapitres :

Nous commençons par rappeler, dans le premier chapitre nous présentons des notions

préliminaires nécessaires pour la bonne compréhension de ce manuscrit.

Le chapitre deuxième, contient plusieurs définitions et propriétés de l’intégration

et la dérivation de différents types d’ordre fractionnaire, nécessaires dans le chapitre

suivants dans ce travail.

Dans le troisième chapitre on présente quelques résultats d’existences des solutions du

problème aux limites d’ordre fractionnaire.

9



CHAPITRE

1

PRÉLIMINAIRES

Ce chapitre regroupe les outils mathématiques utilisés dans les autres chapitres, à

savoir, les notions de bases, fonctions spéciales, lemme de Gronwall et enfin le fameux

théorème de point fixe de Banach. Dans ce chapitre, on trouve toutes les définitions,

propositions et théorèmes utiles dans notre étude ( [15],[10],[8] ,[14],[19] ).

1.1 Utiles de base

Dans cette section, on trouve les espaces, quelques ensembles et applications utiles

dans notre étude.

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel sur un corps K (R ou C) et d une application

de X ×X dans R+. On dit que d est une distance si d vérifie les trois propriétés suivantes :

1. ∀(x, y) ∈ X2 : d(x, y) = 0⇔ x = y,

10



Chapitre 1 : Préliminaires

2. ∀(x, y) ∈ X2 : d(x, y) = d(y, x),

3. ∀(x, y, z) ∈ X3 : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Le couple (X, d) est appelé espace métrique.

Exemple (C [a, b] ,R(d∞)) l’espace des fonctions continues sur [a, b] à valeur dans R

muni de la distance

d∞(f, g) = supa≤x≤b|f(x)− g(x)|,

est un espace métrique.

Définition 1.1.2 Soit (X, d) un espace métrique, (xn)n∈N est une suite des éléments dans X .

On dit que (xn)n∈N est de Cauchy si et seulement si :

∀ε > 0, ∃N0 ∈ N, telle que ∀p, q ≥ N0, d(xp, xq) ≤ ε.

Définition 1.1.3 Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X

converge dans X.

Définition 1.1.4 SoitX un espace vectoriel sur K (C ou R) , une norme ‖.‖ surX est une

application de X dans [0,+∞[ , vérifiant :

1. ∀(x, y) ∈ X2 : ‖x‖ = ‖0‖ ⇔ x = 0,

2. ∀x ∈ X, ∀λ ∈ k : ‖λx‖ = |λ|‖x‖,

3. ∀(x, y) ∈ X2 : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Le couple (X, ‖.‖) est appelé espace vectoriel normé.

Proposition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel, l’application définie par :

(x, y)→ d(x, y) = ‖x− y‖, ∀(x, y) ∈ X ×X,

est une distance.

11



Chapitre 1 : Préliminaires

Remarque 1.1.1 Tout espace vectoriel normé est un espace métrique par rapport a la distance

associé a la norme.

Définition 1.1.5 Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Définition 1.1.6 (Ensemble convexe) SoitX un espace vectoriel sur un corps K (C ou R)

et K ⊂ X, on dit que K est convexe si :

∀x, y ∈ K, ∀λ ∈ [0, 1] , λx+ (1− λ) y ∈ K.

Définition 1.1.7 (Ensemble compact) Soit X un espace vectoriel normé et K ⊂ X, on dit

que K est compact si toute suite d’élément de K admet une sous-suite convergente vers un

point dans K.

Définition 1.1.8 (Ensemble borné) Soit X un espace vectoriel normé et K ⊂ X, on dit que

K est borné s’il existe r > 0, telle que K ⊂ B(0, r).

Définition 1.1.9 (Ensemble relativement compact) Soit X espace topologique, et K un

sous espace de X, on dit que K est relativement compact si K est compact.

Définition 1.1.10 (Ensemble uniformément borné) SoitK un ensemble relativement com-

pact, C (K,R) est l’espace des fonctions continues de K dans R, soit M ⊂ K on dit que M est

uniformément borné si :

∃c > 0,∀x ∈M : |x(t)| ≤ c, ∀t ∈ K.

Définition 1.1.11 (Ensemble équicontinue) SoitM ⊂ C (K,R) , on dit queM est équicontinues

si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀t1, t2 ∈ K : |t1 − t2| ≤ δ ⇒ |x (t1)− x (t2) | ≤ ε, ∀x ∈M.

12



Chapitre 1 : Préliminaires

Définition 1.1.12 Soit U une application d’un espace de Banach X dans un espace de Banach

Y. On dit que U est borné s’il est borné sur la boule unité fermé B(0, 1) de X.

Proposition 1.1.2 Soit U une application d’un espace de Banach X dans un espace de Banach

Y les deux insertions suivant sont équivalentes :

• U est borné sur la boule unité fermé B(0, 1).

• ∃c > 0, telle que :

‖U(x)‖ ≤ c‖x‖, ∀x ∈ X.

Définition 1.1.13 (Application continue) Soit (X, ‖.‖X) et (Y, ‖.‖Y ) deux espaces vecto-

riels normé, U une application deX dans Y, on dit que U est continue en x0 ∈ X si et seulement

si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ‖x− x0‖X ≤ δ ⇒ ‖U(x)− U(x0)‖ ≤ ε.

L’application U est dite continue en tout x ∈ X.

Définition 1.1.14 (Application contractante) Soit U une application d’un espace normé X

dans lui-même. On dit que U est contraction (application contractante) s’il existe une constante

k, 0 ≤ k < 1 telle que pour tout x et y de X on ait :

‖U(x)− U(y)‖ ≤ k‖x− y‖.

1.2 Quelques résultats sur la théorie du point fixe

Le but de cette partie est l’étude de quelques théorèmes du point fixe. On com-

mencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théorème du point fixe de

Banach, pour les applications contractantes. On verra ensuite le théorème du point fixe

de Schauder. Enfin nous abordons le théorème du point fixe de Krasnoselskii.

13



Chapitre 1 : Préliminaires

Définition 1.2.1 (Point fixe) Soit X un espace de Banach et U : D(U) ⊂ X → R(U) ⊂ X ,

une application non linéaire, un point x∗ ∈ D(U) est appelé point fixe de U si :

U(x∗) = x∗.

1.2.1 Théorème du point fixe de type Banach

Le théorème du point fixe de Banach (connu aussi sous le nom le théorème de l’ap-

plication contractante) est un théorème simple à prouver, qui garantit l’existence d’un

unique point fixe pour toute application contractante.

Théorème 1.2.1 (Théorème de Point fixe de Banach) Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach,

U : X → X une contraction. Alors U admet un point fixe unique dans X, c-a-d

∃!x∗ ∈ X telle que Ux∗ = x∗.

En autre, ce point peut-être obtenu comme limite de la suite engendrée par l’itération

xn+1 = Txn, n ∈ N,

Avec x0 un élément arbitraire dans X et

‖xn − u‖ ≤ kn(1− k)−1‖x1 − x0‖.

1.2.2 Théorème du point fixe de type Schauder

Le théorème de Schauder est plus topologique et affirme qu’une application conti-

nue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théorème 1.2.2 (Théorème de point fixe de Schauder) SoitK un sous ensemble non vide,

compact, convexe dans un espace de BanachX et supposons U : K → K une application conti-

nue. Alors U admet un point fixe.

14



Chapitre 1 : Préliminaires

1.2.3 Théorème de point fixe de type Krasnoselskii

Théorème 1.2.3 (Théorème de point fixe de Krasnoselskii) [17] Soit Q un cône d’un es-

pace de Banach E , et Ω,Ω′ sont sous-ensembles ouverts de E avec 0 ∈ Ω ⊂ Ω̄ ⊂ Ω′. Supposons

que A : Q → Q est un opérateur complet continue tel que les conditions suivantes soit satis-

faite :

(i) ‖Ax‖ 6 ‖x‖ pour x ∈ Q ∩ ∂Ω et ‖Ax‖ > ‖x‖ pour x ∈ Q ∩ ∂Ω′ .

(ii) ‖Ax‖ > ‖x‖ pour x ∈ Q ∩ ∂Ω et ‖Ax‖ 6 ‖x‖ pour x ∈ Q ∩ ∂Ω′ .

Alors, A a un point fixe x ∈ Q ∩ ∂Ω̄′\Ω.

15



CHAPITRE

2

ASPECTS FONDAMENTAUX DE

L’ANALYSE FRACTIONNAIRE

2.1 Fonctions de base

2.1.1 La fonction Gamma

Au cours des années 1729 et 1730, Euler introduit une fonction analytique qui a

la propriété d’interpoler la factorielle lorsque l’argument de la fonction est un entier.

Dans une lettre du 8 janvier 1730 à Christian Goldbach, il proposa la définition suivante

([1],[2],[12],[20],[22]) :

Définition 2.1.1 La fonction de Gamma est définie sur le demi-plan {α ∈ C

16



Chapitre 2 : Aspects fondamentaux de l’analyse fractionnaire

tel que R (α) > 0} par :

Γ (α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt. (2.1)

L’allure de la fonction gamma est donnée par la figure (1.1)

FIGURE 2.1 – La fonction Gamma

Lemme 2.1.1 La fonction Γ est une fonction de classe C∞ sur ]0,+∞[ (respectivement hol-

morphe sur le demi-plan {α ∈ C tel que R (α) > 0}) et ∀k ∈ N,∀α ∈ R∗+ (resp.C tel que

R (α) > 0),

Γ(k) (α) =

∫ +∞

0

(ln t)k tα−1e−tdt. (2.2)

2.1.1.1 Propriétés de la fonction gamma

L’une des propriétés de base de la fonction gamma est qu’elle vérifie l’équation fonc-

tionnelle suivante :

Γ (α + 1) = αΓ (α) , (2.3)

17



Chapitre 2 : Aspects fondamentaux de l’analyse fractionnaire

ce qui peut être facilement prouvé en intégrant par parties :

Γ (α + 1) =

∫ +∞

0

tαe−tdt

=
[
−tαe−t

]t=∞
t=0

+ α

∫ +∞

0

tα−1e−tdt

= αΓ (α) .

Évidement, Γ (1) = 1, et en utilisant (2.3) on obtient pour z = 1, 2, 3, ... :

Γ (2) = 1Γ (1) = 1 = 1!,

Γ (3) = 2Γ (2) = 2.1! = 2!,

Γ (4) = 3Γ (3) = 3.2! = 3!,

... ... ... ...,

Γ (n+ 1) = nΓ (n) = n(n− 1)! = n!.

Une autre propriété important de la fonction gamma est qu’elle a des pôles simples

aux points α = −n, (n = 0, 1, 2, ...). Nous pouvons écrire la dé finition (2.1) sous la

forme :

Γ (α) =

∫ 1

0

e−ttα−1dt+

∫ +∞

1

e−ttα−1dt. (2.4)

On donne quelques valeurs particulières de Γ (α) . Pour α = 1
2
, le changement de

variables t = u2 donne :

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−t√
t
dt = 2

∫ +∞

0

e−u
2

du =
√
π. (2.5)

L’équation fonctionnelle (2.3) entraine pour les entiers relatifs positifs n

Γ

(
α +

1

2

)
=

1.3.5.... (2n− 1)

2n
Γ

(
1

2

)
.

Γ

(
α +

1

3

)
=

1.4.7.... (3n− 2)

3n
Γ

(
1

3

)
.

Γ

(
α +

1

4

)
=

1.5.9.... (4n− 3)

4n
Γ

(
1

4

)
.
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Et pour les valeurs négatives,

Γ

(
−n+

1

2

)
=

(−1)n 2n

1.3.5.7... (2n− 1)

√
π.

Aucune expression de base est connue pour Γ
(

1
3

)
ou Γ

(
1
4

)
, mais il a été prouvé que

ces chiffres sont transcendantales (respectivement par Lionnais en 1983 et Chudnovsky

en 1984).

Jusqu’à 50 chiffres, les valeurs numériques de certaines de ces constantes sont :

Γ

(
1

2

)
= 1; 77245385090551602729816748334114518279754945612238...

Γ

(
1

3

)
= 2; 67893853470774763365569294097467764412868937795730...

Γ

(
1

4

)
= 3; 62560990822190831193068515586767200299516768288006...

2.1.2 La fonction Bêta

En mathématiques, la fonction bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous

nombres complexes x et y de parties réelles strictement positives.

Définition 2.1.2 Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction dite bêta au

lieu d’une certaine combinaison de valeurs de la fonction gamma.

La fonction bêta est généralement définie par :

B(α, β) =

∫ 1

0

τα−1(1− τ)β−1dτ, (Re(α) > 0, Re(β) > 0). (2.6)

Pour établir la relation entre la fonction Gamma définie par (2.1) et la fonction bêta (2.6), nous

utiliserons la transformée de Laplace.

Considérons l’intégrale suivante :

hα,β(t) =

∫ t

0

τα−1(1− τ)β−1dτ. (2.7)
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De toute évidence, hα,β(t) est une convolution des fonctions tα−1 et tβ−1 et

hα,β(1) = B(α, β).

Parce que la transformée de Laplace d’une convolution de deux fonctions est égale au produit

de leurs transformées de Laplace, on obtient :

Hα,β(s) =
Γ(α)

sα
.
Γ(β)

sβ
=

Γ(α)Γ(β)

sα+β
, (2.8)

où Hα,β(s) est la transformée de Laplace de la fonction hα,β(t).

D’autre part, puisque Γ(α)Γ(β) est une constante, il est possible de restaurer la fonction origi-

nale hα,β(t) par la transformée inverse de Laplace du côté droit de (2.4). En raison de l’unicité

de la transformation de Laplace, nous obtenons donc :

hα,β(t) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
tα+β−1, (2.9)

et en prenant t = 1 on obtient l’expression suivante pour la fonction bêta :

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
, (2.10)

d’où il suit que

B(α, β) = B(β, α). (2.11)

La définition de la fonction bêta (2.6) n’est valide que pour (Re(α) > 0, Re(β) > 0) . La re-

lation (2.8) fournit la continuation analytique de la fonction bêta pour l’ensemble du plan

complexe, si nous avons fonction gamma continuellement analytique.

Avec l’aide de la fonction bêta, nous pouvons établir la relation importante suivante pour la

fonction gamma, cette relation est :

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sin(πα)
. (2.12)
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2.2 Calcule fractionnaire

On introduit dans ce chapitre les éléments de bases théoriques sur les opérateurs d’ordre

fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui vont suivre.

2.2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville :

Fonctions définies sur [a, b] Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considère

l’intégrale

I(1)f(t) =

t∫
a

f(s)ds,

I(2)f(t) =

t∫
a

ds

s∫
a

f(x)dx.

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient :

I(2)f(t) =

t∫
a

(t− s)f(s)ds.

Plus généralement le nième itéré de l’opérateur I s’écrire à l’aide de la formule intégrale de

Liouville :

I(n)f(t) =

t∫
a

ds1

s1∫
a

ds2

s2∫
a

ds3...

sn−1∫
a

f (sn) dsn =
1

(n− 1)!

t∫
a

(t− s)n−1f(s)ds. (2.13)

pour tout entier n cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du

factoriel par la fonction Gamma : (n−1)! =Γ(n), Riemann rendu compte que le second membre

de (2.13) pourrait avoir un sens même quand n prenant une valeur non-entière, il était naturel

de définir l’intégration fractionnaire comme suit :

Définition 2.2.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α telle que,

a ∈ ]−∞; +∞[ .

Iαa+f(t) =
1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1f(s)ds, (2.14)
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Définition 2.2.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α telle que,

b ∈ ]−∞,+∞[ .

Iαb−f(t) =
1

Γ(α)

b∫
t

(t− s)α−1f(s)ds (2.15)

Remarque 2.2.1 Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l’intégrale (à gauche).

Exemple 2.2.1 soit f(t) = tβ avec β > −1 on a

Iαa f(t) = Iαa t
β =

1

Γ (α)

∫ t

a

sβ(t− s)α−1ds (2.16)

En posant s = tu, (2.16) devient

Iαa f(t) =
1

Γ (α)

∫ 1

0

(tu)β(t− (tu))α−1tdu

En utilisant la définition de fonction Béta (2.6) puis la relation entre alpha et Béta on arrive à :

Iαa f(t) =
tβ+α

Γ (α)

∫ 1

0

(u)β(t− u)α−1tdu

=
tβ+α

Γ (α)
β(β + 1, α)

=
Γ (β + 1)

Γ (α + β + 1)

Proposition 2.2.1 Si f une fonction intégrable et bornée, et α et α1 deux nombres réels stric-

tement positifs. Alors

Iαa [Iα1
a f(t)] = Iα+α1

a f(t)

Proposition 2.2.2 Soient f, g deux fonction continue et intégrable sur [a; b], Iαa est linéaire

cet-à-dire :

∀γ, λ ∈ R ona Iαa [λf(t) + γg(t)] = λIαa f(t) + γIαa g(t)
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2.2.2 dérivées fractionnaires :

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires. Nous présentons dans cette parties

les définitions de Riemann-Liouville et Caputo qui sont les plus utilisées.

2.2.3 La dérivée de Riemann-Liouville :

Définition 2.2.3 Soit f une fonction intégrable sur [a, t]

RDα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

t∫
a

(t− s)n−α−1f(s)ds (2.17)

=
dn

dtn
(In−αa+ f(t)).

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α (avec n− 1 ≤ α ≤ n ) .

Proposition 2.2.3 si α = n ∈ N on a :

D0
af(t) = f(t) , D2

af(t) = f (2), ..., Dn
af(t) = f (n)(t)

Remarque 2.2.2 La dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

n’est pas nulle ni constante mais on a :

Dα
aC =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α

on note dn

dtn
par Dn .

• Composition avec l’intégrale fractionnaire :

Proposition 2.2.4 Soit α > 0 et n = [α] + 1 alors pour tout entier m ∈ N∗ on a :

Dα
a f(t) = Dm

a (Im−αf(t)) , m > α
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Lemme 2.2.1 Soient α > 0 et f ∈ L1[a, b], alors l’égalité :

Dα
a I

α
a f(t) = f(t) (2.18)

est vraie pour presque tout t ∈ [a, b]

En général on a :

Dα
a+

(
Iβf (t)

)
= Dα−βf (t) ,

Et si α− β ≤ 0,

Dα−β
a+ f(t) = Iβ−αf(t).

• Composition avec les dérivées d’ordre entier :

Proposition 2.2.5 soient α, β > 0 et n − 1 6 α < n,m − 1 6 α < m tel que (n,m ∈ N)

alors : Pour α > 0, k ∈ N∗. Si les dérivées fractionnaires Dα
a f et Dk+α

a f , existes, alors :

Dk
a(D

α
a f(t)) = Dk+α

a f(t),

Proposition 2.2.6 Pour α > 0, n ∈ N∗. Si les dérivées fractionnaires Dn+α
a f et Dkf , pour

tout 1 6 k 6 n− 1 existes, alors

Dα
a (Dnf(t)) = Dn+α

a f(t)−
n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−α−n

Γ(k − α− n+ 1)
.

Remarque 2.2.3 La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle ne commutent

que si f (k)(a) = 0 pour tout

k = 0, 1, 2, ..., n− 1.

• Composition avec les dérivées fractionnaires :

Proposition 2.2.7 Soit n− 1 ≤ α ≤ n et m− 1 ≤ β ≤ m, alors

Dα
a+(Dβ

a+f(t)) = Dα+β
a+ f(t)−

m∑
k=1

[
Dβ−k
a+

]
t=a

(t− a)−α−k

Γ(α− k + 1)
,
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Et

Dβ
a+(Dα

a+f(t)) = Dβ+α
a+ f(t)−

n∑
k=1

[
Dα−k
a+

]
t=a

(t− a)−β−k

Γ(−β − k + 1)
.

2.2.4 Approche de Riemann-Liouville

Définition 2.2.4 Soit une fonction f ∈ [a, b), la dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens

de Riemann-Liouville est définie par :

Dα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

t∫
a

(t− s)n−α−1f(s)ds n− 1 ≤ α ≤ n

= Dn
a (In−αa f(t)).

Exemple 2.2.2 La dérivée de f(t) = (t− a)p au sens de Riemann-Liouville. Soit α non entier

et 0 6 n− 1 < α < n et p > −1 alors on a :

Dα
a f(t) = Dα

a (t− a)p =
1

Γ(n− α)

dt

dtn

t∫
a

(τ − a)p

(t− τ)α − n+ 1
dτ

En changement de variable β = a+ s(t− a) on aura :

Dα
a (t− a)p =

1

Γ(n− α)

dtn

dtn
(t− a)n + p− α

1∫
0

(1− s)α − n+ 1spds

=
Γ(n+ p− α + 1)β(n− α, p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α

=
Γ(n+ p− α + 1)β(n− α, p+ 1)Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− α + 1)Γ(n+ p− α + 1)
(t− a)p−α

=
Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α

Si on pose α = 1
2

et p = 3
2

D
1
2
a (t− a)

3
2 =

Γ(3
2

+ 1)

Γ(3
2
− 1

2
+ 1)

(t− a)
3
2
− 1

2 =
3
√
π

4
(t− a)

Et pour α > 0 et p = 0,on aura le résultat suivant :

Dα
a (t− a)0 =

Γ(1)

Γ(1− α)
(t− a)−α

C’est-a-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.
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2.2.5 Dérivée de Caputo

Dans cette section, nous présentons les définitions et certaines propriétés des dérivés frac-

tionnaires de Caputo.

Définition 2.2.5 Soit f une fonction intégrable, la dérivée fractionnaire d’ordre α (avec n −

1 ≤ α ≤ n ) au sens de Caputo est définie par :

CDα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

t∫
a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds

= In−α
a+

(
dn

dtn
f(t)).

2.2.6 Approche de Caputo

On introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle de Riemann-Liouville.

Définition 2.2.6 Soit f une fonction, la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo est

définie par :

CDα
a+f(t) =

1

Γ(n− α)

t∫
a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds n− 1 ≤ α ≤ n

= In−αa+ (Dn
a+f(t)).

Exemple 2.2.3 (La dérivée de la fonction constante au sens de Caputo) :

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle,

CDα
a+C = 0.

Exemple 2.2.4 La dérivée de f(t) = (t− a)p au sens de Caputo est,

Γ (p+ 1)

Γ (p+ 1− α)
(t− a)p−α .
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On a :

CDα
a+(t− a)p =

1

Γ(n− α)

t∫
a

(t− s)n−α−1 [(s− a)p](n) ds

=
1

Γ(n− α)

t∫
a

(t− s)n−α−1 Γ (p+ 1)

Γ (p− n+ 1)
(s− a)p−nds,

D’où :

CDα
a+(t− a)p =

Γ (p+ 1)

Γ(n− α)Γ (p− n+ 1)

t∫
a

(t− s)n−α−1(s− a)p−nds.

A l’aide de changement de variable s = a+ x (t− a) on trouve :

CDα
a+(t− a)p =

Γ (p+ 1)

Γ(n− α)Γ (p− n+ 1)

t∫
a

(t− s)n−α−1(s− a)p−nds

=
Γ (p+ 1)

Γ(n− α)Γ (p− n+ 1)
(t− a)p−α

1∫
0

(1− x)n−α−1 xp−ndx

=
Γ (p+ 1)B (p− n+ 1, n− α)

Γ(n− α)Γ (p− n+ 1)
(t− a)p−α

=
Γ (p+ 1)

Γ (p+ 1− α)
(t− a)p−α .

• Compositions avec l’intégrale fractionnaire :

Théorème 2.2.1 Soit α > 0 et f est une fonction continue on a :

Iαa+
(
CDα

a+f (t)
)

= f (t)−
n−1∑
k=0

f (k) (a) (t− a)k

k!
,

Et

cDα
a+ [Iαa+f(t)] = f(t),

Remarque 2.2.4 L’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur

d’intégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse à droite.

• Relations avec la dérivée de Riemann-Liouville : Le théorème suivants établit le lien

entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle au sens de Riemann-Liouville.
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Théorème 2.2.2 Soit α > 0 avec n − 1 ≤ α ≤ n, (n ∈ N), supposons que f est une fonction

telle que CDα
a+f(t) et Dα

a+f(t) existent alors :Pour presque tout t ∈ [a,+∞) :

CDα
a+f(t) = Dα

a+f(t)−
n−1∑
k=0

f (k) (a) (t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
,

Corollaire 2.2.1 on déduit que si f (k) (a) = 0 pour k = 0, 1, 2, .....n− 1, on aura :

Dα
a+f(t) =C Dα

a+f(t).

2.2.7 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo et de Riemann-Liouville

L’avantage principal de l’approche Caputo est que les conditions initiales des équations

différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la même forme comme les équations

différentielles d’ordre entiers, c’est à dire, contient les valeurs limites des dérivées d’ordre entier

des fonctions inconnues en borne inférieur t = a.

Une autre différence entre Riemann-Liouville et Caputo est que la dérivée d’une constante est

nulle par Caputo par contre Riemann-Liouville elle est :

RDαC =
C

Γ(n− α)
(t− a)−α.
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CHAPITRE

3

EXISTENCE ET UNICITÉ DES

SOLUTIONS

Ce chapitre, consacré à l’étude de l’existence des solutions d’un problème aux limites

d’ordre fractionnaires au sens de Riemann-Liouville .

3.1 Présentation du problème

On s’intéresse dans ce chapitre à un problème aux limite de équation différentielle frac-

tionnaire non linéaire suivante : Dα
0+u(t) + f(t;u(t) = 0, 0 < t < 1

u(0) = u′(0) = ...u(n−2)(0) = Dβ
0+u(1),

(3.1)

où Dα
0+ , D

β
0+ est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ,

n− 1 < α ≤ n, n− 2 ≤ β ≤ n− 1, f : [0, 1]× [0,∞)→ [0,∞) une fonction continue.
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Lemme 3.1.1 Supposons que u ∈ C(0, 1) ∩ L1(0, 1) avec une dérivée fractionnaire d’ordre

α > 0 qui appartient à C(0, 1) ∩ L1(0, 1).Alors

Iα0+D
α
0+u(t) = u(t) + C1t

α−1 + C2t
α−2 + ...+ CN t

α−N

pour certains Ci ∈ R, i = 1, 2, ..., N , où N est le plus petit entier supérieur ou égal α.

Lemme 3.1.2 Supposons que g(t) ∈ L[0, 1] et α, β soient deux constantes telles que

α > n− 1 > β > n− 2, n > 3. Alors

Dβ
0+

t∫
0

(t− s)α−1g(s)ds =
Γ(α)

Γ(α− β)

t∫
0

(t− s)α−β−1g(s)ds

Lemme 3.1.3 [23] Soit g(t) ∈ L[0, 1] et n−1 < α ≤ n, n−2 ≤ β ≤ n−1, n > 3 , le solution

unique de  Dα
0+u(t) + g(t) = 0, 0 < t < 1

u(0) = u′(0) = ...u(n−2)(0) = Dβ
0+u(1) = 0,

(3.2)

Avec

u(t) =

t∫
0

G(t, s)g(s)ds,

Où

G(t, s) =


tα−1(1−s)α−β−1−(t−s)α−1

Γ(α)
, 0 6 s 6 t 6 1

tα−1(1−s)α−β−1

Γ(α)
, 0 6 s 6 t 6 1

(3.3)

Preuve. En appliquant le lemme (3.1.1) et l’équation(3.2) équivaut à l’équation intégrale on

a :

u(t) = −Iα0+g(t) + C1t
α−1 + C2t

α−2 + ...+ Cnt
α−n

pour certains Ci ∈ R, i = 1, 2, ..., n. Par conséquent, la solution générale de l’équation (3.2) est

u(t) = − 1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1g(s)ds+ C1t
α−1 + C2t

α−2 + ...+ Cnt
α−n
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De u(0) = u′(0) = ...u(n−2)(0) = Dβ
0+u(1),

On obtient C2 = ... = Cn

Ainsi

u(t) = − 1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1g(s)ds+ C1t
α−1

Du lemme( 3.1.2), on obtient :

Dβ
0+u(t) = − 1

Γ(α− β)

t∫
0

(t− s)α−β−1g(s)ds+ C1
Γ(α)

Γ(α− β)
tα−β−1

D’après de la condition aux limites Dβ
0+u(1) = 0, nous concluons que

C1 =
1

Γ(α)

1∫
0

(1− s)α−β−1g(s)ds

Par conséquent, la solution unique de (3.2) est

u(t) = − 1

Γ(α)

t∫
0

(t− s)α−1g(s)ds+
1

Γ(α)

1∫
0

(1− s)α−β−1g(s)ds

=

1∫
0

G(t, s)g(s)ds.

2

Lemme 3.1.4 La fonction G(t, s) satisfait les conditions suivantes ;

(i) G(t, s) est continue sur [0, 1]× [0, 1] .

(ii) G(t, s) > 0 pour toute s, t ∈ [0, 1].

(iii) pour toute s, t ∈ [0, 1] , tα−1w(s)
Γ(α)

6 G(t, s) 6 w(s)
Γ(α)

,

où w(s) = (1− s)α−β−1 − (1− s)α−1.

Preuve.

(i) est vérifié. Nous allons donc prouver que (ii) et (iii)
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Si 0 6 s 6 t 6 1

Soit

h(t, s) = (1− s)α−β−1 − (1− s

t
)α−1

Puis

G(t, s) =
t(α−1)h(t, s)

Γ(α)

Ensuite

∂h(t, s)

∂t
= −(α− 1)(1− s

t
)α−2 s

t2
6 0

Donc h(t, s) est décroissant sur [s, 1] par rapport à t.

Alors

h(t, s) > h(1, s) = (1− s)α−β−1 − (1− s)α−1 > 0

Ce qui implique (ii) vérifié. De plus, on a 0 6 s 6 t 6 1

G(t, s) =
t(α−1)h(t, s)

Γ(α)

>
t(α−1)h(1, s)

Γ(α)

=
tα−1[(1− s)α−β−1 − (1− s)α−1]

Γ(α)

=
tα−1w(s)

Γ(α)

Si 0 6 t 6 s 6 1. Il est facile de voir que

G(t, s) >
tα−1[(1− s)α−β−1 − (1− s)α−1]

Γ(α)

D’autre part, si 0 6 s 6 t 6 1, on obtient

dG(t, s)

dt
=

(α− 1)tα−2[(1− s)α−β−1 − (t− s)α−2]

Γ(α)

=

(α− 1)[
(t− ts)α−2

(1− s)β−1
− (t− s)α−2]

Γ(α)

>
(α− 1)[

(t− s)α−2

(1− s)β−1
− (t− s)α−2]

Γ(α)
> 0
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Alors G(t, s) est croissant par rapport à t pour 0 6 s 6 t 6 1. Donc

G(t, s) 6 G(1, s) 6
(1− s)α−β−1 − (1− s)α−1

Γ(α)
=
w(s)

Γ(α)

Si 0 6 t 6 s 6 1, on obtient aussi

G(t, s) 6
s(1− s)α−β−1

Γ(α)
=

[1− (1− s)](1− s)α−β−1

Γ(α)

6
[1− (1− s)β−1](1− s)α−β−1

Γ(α)

=
(1− s)α−β−1 − (1− s)α−1

Γ(α)

Alore (iii) est vérifié 2

3.2 Résultat d’existence et d’unicité de la solution

Nous avons besoin les hypothèses suivants :

(H1) 0 6 lim
U→0+

sup
t∈[0,1]

f(t, u)

u
6M1, où M1 = [max

06t61

∫ 1

0

G(t, s)ds]−1.

(H2) Il existe γ ∈ [0, 2α−2
3α−β−2

] tel que lim
U→+∞

inf
t∈[γ,1]

f(t, u)

u
6

Γ(α)(α− β)

M(α, β)

où

M(α, β) =
(2α− 2)2α−2(α− β)α−β

(3α− β − 2)3α−β−2
;

(H3) Il existe γ ∈ [0, 2α−2
3α−β−2

] tel que

lim
U→0+

inf
t∈[γ,1]

f(t, u)

u
6

Γ(α)(α− β)

M(α, β)

(H4) Il existe r > 0 et h(t) ∈ C(0, 1) tel que pour t ∈ [0, 1],

0 < u 6 r,f(t, u) 6 h(t), et max
06t61

∫ 1

0

G(t, s)h(s)ds 6 r.

(H5) 0 6 lim
U→+∞

sup
t∈[0,1]

f(t, u)

u
6M1.

(H6) Il existe γ ∈ [0, 2α−2
3α−β−2

] tel que t ∈ [γ, 1],
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γα−1v 6 u 6 v, f(t, u) > Γ(α)(α−β)v
M(α,β)

.

Soit l’espace de Banach E = C[0, 1] donnée par la norme u = sup
06t61

|u(t)|.Pour ∀c > 0,

Ωc = {u ∈ E : ‖u‖ 6 c} .

Soit Pγ le cônePγ = u ∈ E : u(t) > 0, t ∈ [0, 1], min
γ6t61

u(t) > γα−1‖u‖ où γ ∈ [0, 2α−2
3α−β−2

]

Supposons que u soit une solution de (3.1), alors

u(t) =

∫ t

0

G(t, s)f(t, u(t))ds, 0 6 t 6 1.

Défini un opérateur A : Pγ → E comme suit

(Au)(t) =

∫ t

0

G(t, s)f(s, u(s))ds

En clair, les points fixes de l’opérateur A sont les solutions du (3.1).

Lemme 3.2.1 L’opérateurA est défini par (3.2.1). AlorsA(Pγ) ⊂ Pγ etA est complet continue.

Preuve. Il résulte du lemme (3.1.4) que

‖Au‖ 6 1

Γ(α)

∫ 1

0

w(s)f(s, u(s))ds.

(Au)(t) >
tα−1

Γ(α)

∫ 1

0

w(s)f(s, u(s))ds.

Alors

min
γ6t61

(Au)(t) > γα−1‖Au‖

On a donc A(Pγ) ⊂ Pγ . Ensuite En raison G(t, s) non-négative de G(t, s), f(t, u) et de la

continuité de f(t, u) par rapport à u, on voit que A : Pγ → Pγ est continue.

Soit Ω ∈ Pγ . Il est facile de montrer que A(Ω) est uniformément délimité et est équicontinuité.

Ainsi, l’opérateur A est complètement continue. 2

Théorème 3.2.1 Supposer que (H1) et (H2) vérifié. Alors problème (3.1) il y a au moins une

solution positive.
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Preuve. Nous prouvons d’abord qu’il existeγ0 ∈ [0, 1] etRγ0 > 0 tel que pour u ∈ Pγ0∩∂ΩRγ0

‖Au‖ > ‖u‖ .

Depuis condition (H2) vérifié, il existe ε > 0 et N > 0 telle que pour t ∈ [γ, 1] et u > N

f(t, u) >

(
Γ(α)(α− β)

M(α, β)

)
u. (3.4)

Choisir Rγ > N
γα−1 . Pour u ∈ Pγ ∩ ∂ΩRγ , on obtient :

min
γ6t61

(Au)(t) > γα−1 ‖u‖ = γα−1Rγ > N. (3.5)

Ensuite, il résulte de (3.2) et (3.3) que pour u ∈ Pγ ∩ ∂ΩRγ

(Au)(γ) =

∫ t

0

G(γ, s)f(s, u(s))ds >
∫ t

γ

G(γ, s)f(s, u(s))ds

>

(
Γ(α)(α− β)

M(α, β)
+ ε

)
1

Γ(α)
γα−1 ‖u‖

∫ t

γ

(1− s)α−β−1ds

>
1

M(α, β)
γ2α−2(1− γ)α−β ‖u‖ , u ∈ Pγ ∩ ∂ΩRγ

Ainsi

‖Au‖ > 1

M(α, β)
γ2α−2(1− γ)α−β ‖u‖ , u ∈ Pγ ∩ ∂ΩRγ (3.6)

Soit ϕ(γ) = γ2α−2(1− γ)α−β . Ça suit quand γ = γ0 = 2α−2
3α−β−2

,

ϕ(γ0) = max
06γ61

ϕ(γ) = M(α, β)

Prenant alors γ = γ0, on a :

‖Au‖ > ‖u‖ , u ∈ Pγ0 ∩ ∂ΩRγ0
.

En raison de (H1), nous savons qu’il existe ε ∈ (0,M1) et 0 < r1 < Rγ0 , tel que pour t ∈

[0, 1] , 0 6 u 6 r1

f(t, u) 6 (M1 − ε)u,

35



Chapitre 3 : Existence et Unicité des Solutions

Alors pour u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωr1

(Au)(t) =

∫ t

0

G(γ, s)f(s, u(s))ds

6 (M1 − ε)r1

∫ t

0

G(t, s)ds 6 (M1 − ε)
r1

M1

6 r1 = ‖u‖ .

Alors, on a :

‖Au‖ 6 ‖u‖ , u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωr1 .

Par conséquent, d’après théorème de Krasnoselskii, problème (3.1) a au moins une solution

positive dans Pγ0 ∩ (Ω̄γ0\Ωr1). 2

Théorème 3.2.2 Supposer que (H3) et (H4) vérifié. Alors problème (3.1) il y a au moins une

solution positive.

Preuve. Similaire à la preuve de Théorème ( 3.2.1), nous montrons maintenant

Qu’il existe γ0 ∈ [0, 1] et γ0 < rγ0 < r telle que pour u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωrγ0

‖Au‖ > ‖u‖ .

En effet, depuis condition (H3) vérifié, il existe ε > 0 et L > 0 telle que

f(t, u) >

(
Γ(α)(α− β)

M(α, β)
+ ε

)
u, 0 < u 6 L.

Il en résulte que choisir rγ = min
{
r
2
, L
}

, pour u ∈ Pγ ∩ ∂Ωrγ ,on a :

min
γ6t61

u(t) > γα−1rγ, u(t) 6 rγ 6 L.

Il en résulte que

(Au)(γ) =

∫ 1

0

G(γ, s)f(s, u(s))ds >
∫ 1

γ

G(γ, s)f(s, u(s))ds

>

(
Γ(α)(α− β)

M(α, β)
+ ε

)
rγγ

2α−2

Γ(α)

∫ t

γ

(1− s)α−β−1ds

>
1

M(α, β)
γ2α−2(1− γ)α−βrγ
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Ainsi

‖Au‖ > 1

M(α, β)
γ2α−2(1− γ)α−β ‖u‖ , u ∈ Pγ ∩ ∂Ωrγ .

On prend γ0 = 2α−2
3α−β−2

, on a

‖Au‖ > ‖u‖ , u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωrγ0
.

Pour u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωrγ , on a 0 6 u 6 r. Il résulte de la condition (H4) que

(Au)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s))ds

6 min
06t61

∫ 1

0

G(t, s)hnds 6 r = ‖u‖ .

C’est pour u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωr

‖Au‖ 6 ‖u‖ .

Alors, par le théorème de Krasnoselskii , problème (3.1) a au moins une solution positive dans

Pγ0 ∩
(
Ω̄rγ0
\Ωr

)
. 2

Théorème 3.2.3 Supposer que (H5) et (H6) vérifié. Alors problème (3.1) il y a au moins une

solution positive.

Preuve. Supposer que (H6) vérifié, comme la preuve du théorème (3.2.1),

on prend γ0 = 2α−2
3α−β−2

, on a u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωv

‖Au‖ > ‖u‖ .

Depuis condition (H5) vérifié, il existe ε ∈ (0,M1) et N1 > 0 tel que pour u > N1 et t ∈ [0, 1]

f(t, u) 6 (M1 − ε)u. (3.7)

Si max
06t61

f(t, u) est bornée pour u ∈ [0,+∞), c’est-à-dire que pour tous u ∈ [0,+∞) et t ∈ [0, 1]

f(t, u) 6 L1.
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Soit v1 = max
{
N1, v,

L1

M1

}
. Pour u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωv1 , de l’inégalité ci-dessus, nous avons

(Au) (t) =

∫ t

0

G(t, s)f(s, u(s))ds

6 L1

∫ t

0

G(γ, s)ds 6
L1

M1

6 v1 = ‖u‖ .

Si max
06t61

f(t, s) est sans limite pour u ∈ [0,+∞), alors il existe v2 > max {N1, v} tel que pour

u ∈ [0, v2] ett ∈ [0, 1]

f(t, u) 6 max
06t61

f(t, v2). (3.8)

Il résulte de (3.5) et (3.6) que

(Au)(t) =

∫ 1

0

G(γ, s)f(s, u(s))ds 6
∫ 1

0

G(t, s) max
06t61

f(t, v2)ds

6 (M1 − ε)v2

∫ 1

0

6 (M1 − ε)
v2

M1

6 v2 = ‖u‖ .

Ainsi, nous pouvons voir qu’il existe v̄ > v tel que pour u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωv̄

‖Au‖ 6 ‖u‖ .

Appliquer le théorème de Krasnoselskii , problème (3.1) a au moins une solution positive dans

Pγ0 ∩
(
Ω̄v̄\Ωv

)
. 2

Théorème 3.2.4 Supposer que (H1) et (H3) vérifié. Alors problème (3.1) il y a au moins une

solution positive.

Théorème 3.2.5 supposer que (H2) et (H4) vérifié. Alors problème (3.1) il y a au moins une

solution positive.

Théorème 3.2.6 supposer que (H1) et (H6) vérifié. Alors problème (3.1) Il y a au moins une

solution positive.

38



Chapitre 3 : Existence et Unicité des Solutions

Théorème 3.2.7 supposer que (H3) et (H5) vérifié. Alors problème (3.1) Il y a au moins une

solution positive.

Théorème 3.2.8 supposer que (H4) et (H6) vérifié. Alors problème (3.1) Il y a au moins une

solution positive.

En plus,des théorèmes (3.2.1)-(3.2.8), nous avons les résultats de multiplicité pour problème

(3.1) comme suit :

Théorème 3.2.9 supposer que (H2), (H3) et (H4) vérifié. Alors problème (3.1) il y a au moins

deux solution positive.

Preuve.

supposer que (H3) et (H4) vérifié,by théorème (3.2.2), on voit que problème (3.1) il y a au

moins une solution positive dans Pγ0 ∩ Ω̄rγ0
\Ωr. Comme (H2), (H4) vérifié, selon la preuve

de théorème (3.2.1) et théorème (3.2.2), on concluons que problème (3.1) il y a au moins une

solution positive dans Pγ0 ∩ Ω̄Rγ0
\Ωrγ0

. Ainsi problème (3.1) il y a au moins deux solution

positive dans Pγ0 ∩ Ω̄Rγ0
\Ωrγ0

∩ Ω̄rγ0
. 2

Théorème 3.2.10 supposer que (H3), (H4) et (H5) vérifié. Alors problème (3.1) il y a au moins

deux solution positive.

Théorème 3.2.11 supposer que (H4), (H5) et (H6) vérifié, et γα−1R > r. Alors problème (3.1)

il y a au moins deux solution positive.

Théorème 3.2.12 supposer que (H2), (H3) et (H4) vérifié, et γα−1R > r. Alors problème (3.1)

il y a au moins deux solution positive.
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Remarque 3.2.1 Si nous remplaçons la condition (H2), (H3) avec

H
′

2 lim
u→+∞

inf
t∈[γ,1]

f(t, u)

u
=∞, H

′

3 lim
u→0+

inf
t∈[γ,1]

f(t, u)

u
=∞,

puis les conclusions des théorèmes ci-dessus (3.2.2)-(3.2.5),(3.2.7),(3.2.9)-(3.2.10),(3.2.12) sont

valables.

Remarque 3.2.2 Généralement on prend γ = γ0 = 2α−2
3α−β−2

pour montrer l’effet des théorèmes

ci- dessus en pratique.

Enfin, nous obtenons les deux théorèmes suivants d’infiniment nombreuses solutions positives

pour problème (3.1).

Théorème 3.2.13 Supposons qu’il existe des suites rn, Rn > 0 telle que

0 < r1 < R1 < r2 < R2 < ... < rn < Rn < ...,

Et 1
γα−1
0

rn < Rn < rn+1γ
α1
0 , n = 1, 2, ... satisfaire

(H7) f(t, u) > Γ(α)(α−β)
M(α,β)

pour t ∈ [γ0, 1] et γα1
0 Rn 6 u 6 Rn.

(H8) il existe hn, h̄n ∈ C[0, 1] telle que

f(t, u) 6 hn(t), pourt ∈ [0, γ0] , 0 6 u 6 rn,

f(t, u) 6 ¯hn(t), pourt ∈ [γ0, 1] , 0 6 γ0u 6 rn,

Et

max
06t6γ0

∫ 1

0

G(t, s)hn(s)ds+ max
06t6γ0

∫ 1

0

G(t, s)h̄n(s)ds 6 rn,

Où γ0 = 2α−2
3α−β−2

.

Alors problème (3.1) il y a nombreuses solutions positives sans fin.

Preuve. Supposer que H7 vérifié, de la preuve des théorèmes ci-dessus, nous avons pour u∈

Pγ0 ∩ ∂ΩRn

‖Au‖ > ‖u‖
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Depuis H8 vérifiée pour u ∈ Pγ0 ∩ ∂Ωrn

(Au)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)f(s, u(s))ds

=

∫ γ0

0

G(t, s)f(s, u(s))ds+

∫ 1

γ0

G(t, s)f(s, u(s))ds

6
∫ γ0

0

G(t, s)hsds+

∫ 1

γ0

G(t, s)h̄n(s)ds

6 max
06t6γ0

∫ γ0

0

G(t, s)hsds+ max
γ06t61

∫ 1

γ0

G(t, s)h̄n(s)ds 6 rn = ‖u‖ .

2

D’où, par le théorème de Krasnoselskii, on voit que problème (3.1) il y a nombreuses solutions

positives sans fin.

Théorème 3.2.14 Supposons qu’il existe des suites rn, Rn > 0 telle que

0 < r1 < R1 < r2 < R2 < ... < rn < Rn < ...,

Et 1
γα−1
0

rn < Rn < rn+1γ
α1
0 , n = 1, 2, ... satisfaire

(H9) f(t, u) > Γ(α)(α−β)
M(α,β)

rn pour t ∈ [γ0, 1] t γα1
0 rn 6 u 6 rn.

(H10) il existe hn,h̄′n ∈ C[0, 1] telle que

f(t,u)6 h
′
n(t), pour t ∈ [0, γ0] , 0 6 u 6 rn,

f(t,u)6 ¯h′n(t), pour t ∈ [γ0, 1] , 0 6 γ0u 6 rn,

Et

max
06t6γ0

∫ 1

0

G(t, s)h
′

n(s)ds+ max
06t6γ0

∫ 1

0

G(t, s)h̄
′

n(s)ds 6 rn,

où γ0 = 2α−2
3α−β−2

. Alors problème (3.1) il y a nombreuses solutions positives sans fin.
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3.3 Applications

Exemple 3.3.1 [Considérer le problème] D
5
2

0+ + u2
(

1
2

sin t+ 1
)

= 0, 0 < t < 1

u(0) = u′(0) = D
3
2

0+u(1) = 0.
(3.9)

Où α = 5
2
, β = 3

2
,

f(t, u) = u2

(
1

2
sin t+ 1

)
, lim sup

u→0+

f(t, u)

u
= 0, lim inf

u→+∞

f(t, u)

u
=∞

Pour t ∈ [0, 1] .On voit cette condition (H1) et la condition (H2) sont vérifié. En appliquant le

théorème (3.2.1), on conclut que le problème (3.9) a au moins une solution.

Exemple 3.3.2 [considérer le problème] D
7
2

0+ + f(t, u) = 0, 0 < t < 1

u(0) = u′(0) = u′′(0) = D
5
2

0+u(1) = 0.
(3.10)

Où α = 7
2
, β = 5

2
,

f(t, u) =

 t
5

+ 4u2, (t, u) ∈ [0, 1]× [0, 1] ,

t
5

+ u2 + u+ 2, (t, u) ∈ [0, 1]× (0,+∞) .

Prend γ0 = 5
6
, pour t ∈

[
5
6
, 1
]
, il est facile de voir que (H2) et (H3) vérifié. On Choisir R =

1
5
, v = 60, on peut vérifier que γα−1v > R et (H4), (H6) sont vérifiés.Par Théorème (3.2.12), le

problème (3.10) possède au moins trois solutions positives.

Exemple 3.3.3 [Examiner le problème]

 D
5
2

0+ + a(t)g(u) = 0, 0 < t < 1

u(0) = u′(0) = u′′(0) = D
5
2

0+u(1) = 0.
(3.11)

a(t) =

 t
300
, t ∈

[
0, 5

6
,
]

719t
60
− 599

60
, t ∈

[
5
6
, 1
]
,
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g(u) =



u
6
, u ∈

[
0, 8γ

3
2
0

]
,

6
u
, u ∈

[
8nγ

3
2
0 , 8

n
]
,

1080γ
3
2
0

6(3γ
3
2
0 −1)

(u− 8n) + 1
6
× 8n, u ∈

[
8n, 3× 8nγ

3
2
0

]
,

60u, u ∈
[
3× 8nγ

3
2
0 , 3× 8n

]
,

540−4γ
3
2
0

3(8γ
3
2
0 −3)

(3× 8n − u) + 180× 8n, u ∈
[
3× 8n,×8n+1γ

3
2
0

]
, n = 1, 2, 3, ...,

γ0 = 5
6
, f(t, u) = a(t)g(t).

Ensemble rn = 8n, Rn = 3× 8n, n = 1, 2, .... Alors

0 < r1 < R1 < r2 < R2 < ... < rn < Rn < ...,

Et 1
γα−1
0

rn < Rn < rn+1γ
α1
0 , n = 1, 2, .... Il est évident que (H7) et (H8) sont vérifiés. Ainsi par

le théorème (3.2.13). le problème (3.10) a une infinité de solutions positives.
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