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Résumé

L’objectif principal de ce travail est d’étudier certaines structures de stabilité d’équations diffé-
rentielles non linéaires de grades fractionnaires.

Mots clés :Stabilité de la solution, Dérivée fractionnaire
Abstract

The main objective of this work is to study some of the stability patterns of nonlinear differential
equations of fractional grade.

Key Words :Stability of the solution,Fractional derivative
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Notation

R% : Ensemble des nombres réels strctement positifs.
N : Ensemble des entiers naturels.
C : Ensemble des nombres complexes
R(a) : La partie réelle du nombre complexe .
Im(a) : La partie imaginaire du nombre complexe a.
(a,b) : intervalle ouvert.
C([a,b]) : Espace de fonctions continues sur [a, b].
C"([a,b], R) : Espace des fonctions n fois continument différentiables.
AC([a, b)) : Espace de fonctions absolument continues sur [a, b].
AC™([a, b]) : Espace de fonctions (n — 1)-fois continument dérivables sur [a, b] telles que 2! €
AC([a,b]).
LP([a,b]) : Lespace des fonctions de puissance p—iéme integrable sur [a, b].
[.] : Partie entiére d’un nombre réel.
I'(ev) : Fonction Gamma.
B(a, ) : Fonction Betta.

E, s(t) : Fonction de Mittag-Lefler.



TABLE DES MATIERES

I3, : Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre .
I;* - Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre a.
D¢, : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a.
Dy, : Dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville a droite d’ordre a.
¢ pe " : Dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d’ordre «.

CD,?? : Dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre «.



Introduction

Le calcul fractionnaire généralise la dérivée et 'intégrale d’une fonction a ’ordre non-
entier. Plusieurs définitions ont été introduites par Caputo, Riemann-Liouville et d’autres. Pour
plus de détails, les auteurs intéressés ont conseillé de consulter par exemple [12, 21, 29].

Dans ce travail, nous avons concentrés sur la fonction Mittag-Leffler, 'un des plus importants
fonctions spéciales utilisées en calcul fractionnaire. Son importance est réalisée lors des quinze
dernieres années en raison de son implication directe dans les problemes de la physique, biologie,
ingénierie et sciences appliquées. Diverses propriétés des fonctions de Mittag- Lefller sont décrites
dans [2,6,15,17].

Récemment, le calcul fractionnaire a été introduit dans ’analyse de la stabilité des systemes
non linéaire, (voir par exemple [24,28] ) et de nombreux problémes ont été étudiés a ce sujet.
Voir [7,19, 18, 31], ol certains résultats fondamentaux ont été obtenus. La stabilité des systémes
non linéaires a fait 'objet d’une attention accrue en raison de son importance role dans les
domaines de la science et de 'ingénierie. Un grand nombre de monographies et d’articles sont
consacrés aux systémes non linéaires fractionnaires [4, 22, 23, 30].

La stabilité des équations fonctionnelles a été soulevée par Ulam en 1940 dans un discours

prononcé & 1'Université du Wisconsin ([2], [27]). Le probléme posé par Ulam était le suivant :

Soit G1 un groupe et soit G2 un groupe métrique muni de la distance d(.,.). Pour ¢ > 0

donné, existe-t-il un § > 0 tel que si une fonction h : G; — G» satisfait 'intégrale :

d (h(ts), h(t)h(s)) <



pour tout ¢, s € (G1, alors il existe un homomorphisme H : G; — G» tel que :

d(h(t), H(t)) <&, VteGy?

La premiere réponse a la quéstion d’Ulam a été donnée par Hyers en 1941 pour le cas ou Gy
et G sont des espaces de Banach, voir [6].

Par la suite, ce type de stabilité est appelée la stabilité au sens d’Ulam-Hyers. En 1978,
Rassias a fourni une généralisation remarquable de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers. Une at-
tention considérable a été accordée a 1’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et au sens
d’Ulam-Hyers-Rassias d’équations différentielles, pour plus de détails voir ([7], [8]).

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, on introduit les outils nécessaires a la compréhension de ce ma-
nuscrit.

Puis dans le deuxiéme chapitre, on commence par une introduction générale a la théorie du
calcul fractionnaire.

Le dernier chapitre est consacré a la notion de base de ce mémoire qui est la stabilité. Ainsi,
dans ce chapitre on donne quatre types de stabilité d’Ulam-Hyers suivi d’une étude concernant

la stabilité de probléme suivant :

CD%(t) = f (t,x(t)), pour tout t € J = [0,T], 0 < a < 1, (1)
x(0) = zy, zp € R.

cette étude contient des exemples illustratifs.

Enfin, une conclusion qui résume les principeaux résultat obtenus dans ce travail.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre regroupe les outils mathématiques utilisés dans les autres chapitres, a savoir, les
notions de bases, fonctions spéciales, lemme de Gronwall et enfin le fameux théoreme de point

fixe de Banach.

1.1 Notions de base

Dans cette partie, on donne quelques définitions essentielles dans ce mémoire.

Définition 1.1.1 On dit qu’un espace vectoriel normé et complet si toute suite de Cauchy est

convergente dans cet espace.
Définition 1.1.2 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet.
Exemple 1.1.1 L’espace des fonctions continues C ([a,b],R) est un espace de Banach.

Définition 1.1.3 Soit X un espace de Banach et F': X — X. On dit que x € X est un point
fixe de F' si :
F(x)==.

Solution s-approchée

Soit I’équation différentielle

Y (t) = f (t,y(t)
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ouy:R—R"” f:RxR"— R" définie et continue sur un domaine D de R x R et J = [0,7].

Soit y = (Y1, ..., Yn) un élément de R", la norme euclidienne de y est définie par :

n 3
2
lyll = (Z yk) :
k=1

Définition 1.1.4 On appelle solution e-approchée de l’équation différentielle précédente, une

application x € C' (J,R™) continue par morceauz et telle que :
Pour tout t € J, (t,z(t)) appartient au domaine de définition de f.

|2/ (t) — f (t,z(t)| <e Vte

Exemple 1.1.2 Construire une solution consiste d partir d’un point avec un vecteur tangent
et puis d suivre le champ de vecteurs en construisant une courbe constanement tangente d ce
champ ; si dans cette construction on tolére une "différence” de € entre le vecteur tangent et le

vecteur du champ on obtient une solution e-approchée.

1.2 Fonctions spéciales

On a besoin de présenter des fonctions qui jouent un role important dans la théorie du
calcul fractionnaire et qui permettent en général de fournir des solutions aux problemes du
calcul fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma d’Fuler, la fonction Béta et de la fonction

de Mittag-LefHer.

1.2.1 La fonction de Gamma

Au cours des années 1729 et 1730, Euler introduit une fonction analytique qui a la propriété
d’interpoler la factorielle lorsque I'argument de la fonction est un entier. Dans une lettre du 8

janvier 1730 & Christian Goldbach, il proposa la définition suivante :

Définition 1.2.1 La fonction de Gamma est définie sur le demi-plan {« € C tel que R (o)) > 0}

par
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I'(a)= /0+Oo t* te~tdt, (1.1)

L’allure de la fonction gamma est donnée par la fegire (1.1)
I'tx)

J i 7

l | \

]

3]

-3

+ -+ -3 - - +

A,
v

FI1GURE 1.1 — La fonction Gamma

Lemme 1.2.1 La fonction I' est une fonction de classe C* sur 0,400 (respectivement hol-
morphe sur le demi-plan {o € C tel que R(a) > 0}) et Vk € N,Va € R (resp.C tel que
R(a) >0),

+o0o
T (q) = / (Int)* ¢ tdt. (1.2)
0

Propriétés de la fonction gamma

L’une des propriétés de base de la fonction gamma est qu’elle vérifie I’équation fonctionnelle
suivante [22] :

I'a+1)=aol (), (1.3)
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ce qui peut étre facilement prouvé en intégrant par parties :

—+o0
F(a+1) = / te tdt
0
t= +o0
- {—t%—t} °°+a/ ooty
0

t=0

= aol'(«).
Evidement, I' (1) = 1, et en utilisant (1.3) on obtient pour z =1,2,3, ... :

re = 1Ira)=1=1l,
r@) = 2r(2)=21=2,

I'(4) = 30(3) =32 =3,

I'n+1) = nI'(n) =n(n—1)! =nl

Une autre propriété important de la fonction gamma est qu’elle a des poles simples aux points

a=-n,(n=0,1,2,...). Nous pouvons écrire la dé finition (1.1) sous la forme

1 400
I'(a) :/ e*tto‘*ldt—i—/ et 1dt. (1.4)
0 1

On donne quelques valeurs particulieres de I' (a) . Pour oo = %, le changement de variales ¢t = u?

donne :

1 +oo gt

r <2> = /0 Wdt = 2/0+oo e % du = /T (1.5)

L’equation fonctionnelle (1.3) entraine pour les entiers relatifs positifs n

r (a n ;) _ 1.3.5....25127% — 1)F <;) .
Plac ) 1.4.7....(n3n—2)F Yy

) = )
F(a+4> _ - r<4).

Et pour les valeurs négatives,

r (_” * ;> - 1.3.5(.;}.)7(1227:— 1) v
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Aucune expression de base est connue pour I' (%) oul (i) , mais il a été prouvé que ces chiffres
sont transcendantales (respectivement par Lionnais en 1983 et Chudnovsky en 1984).

Jusqu’a 50 chiffres, les valeurs numériques de certaines de ces constantes sont :

()
()

F(le) = 3;62560990822190831193068515586767200299516768288006...

1; 77245385090551602729816748334114518279754945612238...

2;67893853470774763365569294097467764412868937795730...

1.2.2 La fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction dite béta au lieu d’une
certaine combinaison de valeurs de la fonction gamma. La fonction béta est généralement définie
par

B(a,p) = /01 (1 - T)B_l dr, (R(a)>0, R(8)>0). (1.6)

Pour établir la relation entre la fonction Gamma définie par (1.1) et la fonction béta (1.6), nous
utilisons la transformée de Laplace.

Considérons I'intégrale suivante :

ho 5(t) = /Ot (1 — 7L, (1.7)

De toute évidence, hq g (t) est une covolution des fonctions t*~! et 01 et
hap (1) = B (a, ).

Parce que la transformée de Laplace d’une convolution de deux fonctions est égale au produit

de leurs transformées de Laplace, on obtient :

SO{

ou H, g (s) est la transformée de Laplace de la fonction h, g (t) . D’autre part, puisque I' (o) I'( 5)

est une constante, il est possible de restaurer fonction originale hy g(t) par la transformée inverse
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de Laplace du c6té droit de (1.8). En raison de l'unicité de la transformation de Laplace, nous

obtenons donc :

hap(t) = mt“+5—l, (1.9)

et en prenant ¢ = 1 on obtient ’expression suivante pour la fonction béta :

B(a,8) = m, (1.10)
d’ou il suit que
B(a,8)=B(8,q). (1.11)

La définition de la fonction béta (1.6) n’est valide que pour (R («) > 0, R(3) > 0). La relation
(1.10) fournit la continuation analytique de la fonction béta pour I’ensemble du plan complexe,
si nous avons fonction gamma continuellement analytique.

Avec I'aide de la fonction béta, nous pouvons établir la relation importante suivante pour la

fonction gamma, cette relation est :
o)l —a)=——. (1.12)
1.2.3 La fonction Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Lefler joue un réle tres important. Cette importance est réalisée au
cours des dix-huit dernieres années en raison de son implication directe dans les problemes de la
physique, de la biologie, de I'ingénierie et des sciences appliquées. La fonction de Mittag-LefHer
se produit naturellement comme la solution des équations différentielles d’ordre fractionnaire et
des équations intégrales d’ordre fractionnaire.

Définition et relation avec d’autre fonctions

La fonction de Mittag-Leffler & un seul parameétre qui généralise la fonction exponentielle a

été introduite par Mittag-Leffler en 1903(voir [14]) et désignée par la fonction suivante :

o0 Zk

E,(2)= _— z€C, R(a)>0). 1.13
D=ty FEC R@>0) (113)
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La fonction a deux parameétres du type Mittag-Leffler a en effet été introduite par Agarwal, elle

est définie par un développement en série suivant :

0o Zk
E.p5(z) = kzz%] Tkt 5) (z€C, R(a)>0). (1.14)

Quand 5 =1, E, g(z) coincide avec la fonction de Mittag-LefHler (1.13) :

Eyi1(2) = Eo(2), (2€C, R(a)>0).

= T T L] T T T L
Eiq(z) : (e = 3 = 1) trait en pointillé ,
N = ,‘_
- . . . / Fr ~ ) . - ‘
& | Esz,45(2): (a=+v2, 3= 1.3) trait plein .

o

Eiaf

FIGURE 1.2 — La fonction de Mittag-Leffler a un seul parameétre

Il résulte de la définition (1.14) que :

0 k x  _k

z z
Eig(2) =) 7= = =¢c (1.15)
= I'k+1) prr k!
> P X0 2k 1 Pkt e —1
Eip(2) =) =Y ==y = . (1.16)
i T(k+2) Zk+D 2o (k+ 1) z
> 2k > P 1 & k2 ef—1—-z
Ei3(z) = Z — = Z T = 5 Z = 5 , (1.17)
o U(k+3) = (k+2)! 22 = (k+2)! z
et en général
1 m—1 Zk
Eim(z) = poes) {ez - k'} : (1.18)
k=0 "
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1z T T T 1] 1] L] 1] T ]
1
— =03 L]
=l 4
10 - 0.6 ]
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FIGURE 1.3 — La fonction de Mittag-Leffler & deux parametres

Dérivées de la fonction de Mittag-Lefller

Quand o = n € N, les formules de différenciation suivantes sont valables pour la fonction

E, (A\z"):

(ddz>" E,(\z")=XE,(A\z"), (neN, xeC) (1.19)

et

<d>"[zn—1En(A>]:(jffEn(;>, (:#0, neN AeC). (1.20)

dz "

Comme la fonction E,(z) de Mittag-Leffler, F, g(2) est une fonction entiere de z et satisfait les

formules de différenciation suivantes généralisant celles de (1.19) et (1.20) :

(;i) [Zﬁ_lEn,ﬁ ()\z”)] =B, 5o (A7), (neN, XeQ) (1.21)

et

(;i)n {Zn_ﬁEn,ﬁ ( : ﬂ = %En,g (A) ,  (2#0, neN, XxeQ). (1.22)

zTI bk

1.3 Lemme de Gronwall

Dans cette section, on présente une généralisation du lemme de Gronwall. Ce lemme nous

sera d’une aide précieuse dans I’étude de stabilité.



1.4 Théoréme de point fixe de Banach 19

Lemme 1.3.1 Soientv : [0,T] — [0,400) une fonction réelle et w(t) une fonction non négative,
localement intégrable sur [0,T]. Supposons qu’ils existent des constantes a > 0 et 0 < o < 1

telles que :
t
v(t) < w(t) + a/ (t — )~ v(s)ds.
0
Alors, il existe une constante K = K («) telle que :
t
o(t) < w(t) +Ka/ (t— ) “o(s)ds, Vtel0,T].
0

1.4 Théoreme de point fixe de Banach

Le théoréeme de point fixe de Banach, ou théoreme de contraction de Banach, a une grande
importance dans ce mémoire, il est utilisé pour démonter l'existence et 'unicité de solution
d’un probleme aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire sous certaines
conditions, mais il est aussi primordial dans la notion de stabilité qu’on présentera dans le dernier

chapitre.

Théoréme 1.4.1 Soient X un espace de Banach etF : X — X wune contraction, c’est-a-dire,

il existe 0 < k < 1 tel que :

Ve,y e X :||F(x) - Fy) <klz—yl.



Chapitre 2

Calcul Fractionnaire et Stabilité de
type Ulam

L’objectif de ce chapitre est de présenter les bases théoriques des opérateurs d’ordre fraction-
naire nécessaire pour le développement des chapitres qui suivent, tout en rappelant les définitions
et les principales propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire, et d’établir quelques type de

stabilité d’Ulam.

2.1 Intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

Le calcul fractionnaire est un nom pour la théorie des intégrales et des dérivées d’ordre
arbitraire, qui unifie et généralise les notions de différenciation d’ordre entier et d’intégration
n fois. Dans cette section, plusieurs approches de la généralisation de la notion de différencia-
tion et d’intégration sont considérées. Le choix a été réduit a ces définitions qui sont liées aux

applications.

Définition 2.1.1 Soit @ = [a,b] (—00 < a < b < +400). Les intégrales fractionnaires de

Riemann-Liouville I3, x et I)* x d’ordre « € C (R (a) > 0) sont définies par :

(12,2) (1) = F(la) /at (t— )2 'a(s)ds, (t>a: R(a)>0) (2.1)
et
b
(I ) (t) = Fla)/t (s —t)* ' x(s)ds, (t<b; R(a)>0), (2.2)
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respectivement. Ici, I' () est la fonction Gamma (1.1). Ces intégrales sont appelées intégrales
fractionnaires a gauche et a droite.
Lorsque @ = n € N, les définitions (2.1) et (2.2) coincident avec les n — iémes intégrales de la

forme :

(n) t S1 S92 Sn—1
(Ia+x) (t) = / dsl/ dsz/ d53.../ x(sn)dsy, (2.3)
1 t

= 1) /a (t —s)" 'z(s)ds, (n€N)

et

b b b b
(Iéf)x) t) = /dsl/ dsz/ d83.../ x(sp,)dsn, (2.4)
t s1 s2 Sn—1
1

b
_ (nl)!/t(s—t)”lsc(s)ds, (n € N).

L’intégrale fractionnaire de la fonction (t —a)’ ™

On peut vérifier directement que les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville (2.1) et
(2.2) des fonctions de puissance (t —a)’ ™ et (b— )"~ donnent des fonctions de puissance de

méme forme.

Propriété 2.1.1 Si R(a) >0 et € C, R(B) >0, alors :

(12 = ") () = o gy - (25)
et
(e (b —5)"7") (1) = F(Fa(% (b— )2+t (2.6)

La propriété de semi-groupe des opérateurs d’intégration fractionnaires 1%, et I¥* est donnée
prop group p g a+ b

par le résultat suivant.
Lemme 2.1.1 Si R(a) >0 et R(B) > 0 alors les équations
(12 2le) 0 = (P2) (0, et (T 5le) ()= (527x) (), (27)

sont satisfaites pour presque tous les points t € [a,b] pour z(t) € LP (Ja,b]), (1 < p < o0). Si

a+ B> 1, alors les relations dans (2.7) sont valables pour tout point de [a,b] .
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Intégrales fractionnaires de la fonction de Mittag-Lefller

En intégrant (1.14) terme a terme, on obtient :

/ Eo5 (M)t dt = Ba g1 (A2%), 8 >0. (2.8)
0

La relation (2.8) est un cas particulier de la relation plus générale suivante obtenue par l'inté-

gration fractionnaire terme a terme de la série (1.14) :

1
I'(v)

/0 (2= )" Eup (M) P 1dt = 2571 By 500 (A2%), (B> 0, v>0).  (2.9)

De (2.9) et les formules (1.15), (1.19) et (1.20), on obtient :

11(104) /OZ (z =) eMdt = 2°Fr 41 (M2), (a>0). (2.10)
F(loz) /OZ (z — )" cosh (\/H) dt = 2%Ep o 41 ()\22) , (a>0). (2.11)
r(la) /OZ (z — ) (\f@dt =B (M2),  (@>0). (2.12)

2.2 Dérivées fractionnaire

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons citer les approches

qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

2.2.1 Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1 Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville gauche (D$, x) et a droite

(Dg‘f:c) d’ordre a € C (R (a) > 0) d’ une fonction intégrable x sont définies par :

(D2 ) = (%) [zee0)0)]
= F(nl—a) (i)n /at (t —s)" " a(s)ds, (2.13)

et

(D00 = (—3) [(15o2) )]
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- () [ o et 210

oun = [R(a)+ 1], [R(a)] désigne la partie entiére du nombre réel R ().
En particulier, quand o = n € N, alors :

(Dls) (1) = (Df_) (1) = (1), (Dga)(t) =2(t) et (Df_a) (1) = (~1)"a(1), (2.15)

ot (™ (t) est la dérivée habituelle de x(t) d’ordre nSi R(a) = 0 (a # 0), alors (2.16) et (2.17)

donnent les dérivées fractionnaires d’ordre purement imaginaire :

(Dgia:) (t) = r(11—z'0)§t /at w O €eR, t>a), (2.16)
- b z(s)ds
(Dif <) (1) = r(11_i9)5t/t (;_’f)e DR, t<b). (2.17)

Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles

On peut vérifier directement que les opérateurs de dérivation fractionnaire de Riemann-
Liouville (2.13) et (2.14) des fonctions de puissance (t — a)” et (b — £)° ! donnent des fonctions

de puissance de méme forme.

Propriété 2.2.1 Si R(a) >0 et B € C (R(B) > 0), alors

(Dgs (s —a)™) (1) = F(Fﬂ(f)a) (t—a)Po! (2.18)
et
(D5 (b= ) = F(Fﬂ@a) () (2.19)

En particulier, si § = 1 et R(a) > 0, alors les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d'une

constante ne sont général pas égal a zéro :

D)0 =50 oo - Pt 0<r@ <. @
D’autre part, pour j = 1,2,...,[R ()] + 1,
(Dgy (s —a)* ) (1) =0, (D§_(b—5)"7) (1) =0. (2.21)

De (2.21) nous déduisons le résultat suivant.
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Corollaire 2.2.1 Soit R(a) >0 et n = [R(a)] + 1.
a) L’égalité Dy, x(t) =0 est valide si et seulement si,
n .
a(t) = ci(t—a)™, (2.22)
i=1
ot ¢; € R sont des constantes arbitraires.

b) L’égalité D x(t) = 0 est valide si et seulement si,

n

z(t)=> di(b—1)"", (2.23)

i=1

ot d; € R sont des constantes arbitraires.

Composition avec les intégrales fractionnaires
Lemme 2.2.1 Si R (a) >0 et z(t) € L ([a,b]) (1 <p < o0), alors :
(D2 182) (1) = a(t) et (DE_Ifa) (1) = a(t), (2.24)

presque partout dans [a,b]. Ce qui signifie que l'opérateur de différenciation fractionnaire de
Riemann-Liouville est a gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville

du méme ordre a.
Propriété 2.2.2 Si R(«a) > R(B) > 0, alors, pour x(t) € LP ([a,b]) (1 <p < o0),
(Dl1gs2) (1) = (157°2) (0) et (D) 1) ) () = (1;"Px) (v). (2.25)
En particulier, quand 8 =k € N et R («) > k, alors :
(DMiga) () = (197F2) (1) et (DMEi2) (1) = (~1)F (Ip7") (2). (2.26)

Pour présenter la propriété suivante, nous utilisons les espaces de fonctions I, (LP) et I* (LP)

définis pour R (a) >0 et 1 <p < oo par :
I8, ()= {o: a=I%e pell(ab) (2.27)

et

' (IP):={xz: xz=1I ¢, ¢€Ll(a,b)}, (2.28)
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respectivement. La comparaison d’opérateur d’intégration fractionnaire I3, avec I'opérateur de

différenciation fractionnaire Dy, est donnée par le résultat suivant.

Lemme 2.2.2 Soient R(a)) >0, n = [R(a)] + 1 et soit (I};;%:) (t) Vintégrale fractionnaire d’

ordre n — .
a) Sil<p<ooeta(t)eld (LP), alors
(Iey - Dgy ) (t) = (1)

b) Siz(t) € L' (a,b) et (Ig_;ax) (t) € AC™ [a,b], alors l’égalité

(12:°2) " (0)

n
I, D% ) : t—a)*,
( at+~a+ Jz:; a—j+ 1) ( )
est vérifiée presque partout dans |a,b].
En particulier, si 0 < R (o) < 1, alors :
(1::°2) (a)
~1
(IoyDay) (t) = =(t) — T Tl (t—a)* .

La propriété (2.30) est un cas particulier d’une propriété plus générale :

_ a)a—ﬂ'

Ig+<Da+$())_ ot i[DB] LaI‘((I;_ﬂ-l)’ 0<k-1<B<k).

Jj=1

Lemme 2.2.3 [5] Pour o >0, soit z, D¢ € C (0,1) N L(0,1), alors :
I°Dx(t) = x(t) + et + et 2 4 et ™,

ot ¢, €ER, i =1,2,....n (n est le plus petit entier tel que n > «).

Comparaison avec des dérivées d’ordre entier

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

La composition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville avec des dérivées

d’ordre entier apparait dans plusieurs problémes appliqués.

Propriété 2.2.3 Soit R(a) >0, me N et D =%
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a) Siles dérivées fractionnaires (DS x) (t) et (ngmx) (t) existent, alors
(D" D) (1) = (D) (1), (2:34)

b) Si les dérivées fractionnaires <Dl§"fa:) (t) et (Dg‘jmx) (t) existent, alors
(D™ Dj ) (1) = (~1)™ (D) (1) (2:35)

et
1 2W(a )j*a*k
rg—a—k+1)

Dg, (D™x(t)) = DYt

M

(2.36)
7j=1

Comparaison avec des dérivées fractionnaires

Propriété 2.2.4 soita >0 et 5 >0telque :n—1<a<n m-—1<p<m (n,meN) et

a+ B <n, etsoit x € L' (a,b) et I)'" %z € AC™ ([a,b]) . Alors nous avons :

(Dey D) () = (Det’z) () - fj (D) (a)M. (2.37)

J=1

Remarque 2.2.1 En permutant o et B (et donc m et n ), nous pouvons écrire :

 Deta - S [priay] Lm0
DL, (D3a(t) = D31 et - X [P27200)], =5y

(2.38)
Une comparaison des relations (2.37) et (2.38), montre que les des opérateurs de dérivations
fractionnaires D{f+, D¢, ne commutent que si o = 3 ou si les conditions suivantes sont vérifiées

stmultanément

Dea(t)] =0, (¥=1,2,.,n) (2.39)

t=a
et
{Df;jx(t)}t:a =0, (Vj=1,2,...m). (2.40)

Dérivées fractionnaires de la fonction de Mittag-Leffler

Par la différenciation d’ordre fractionnaire de Riemann-Linouville D, (a € C) de la repré-

sentation en série (1.14) nous obtenons :

(Dgy (s =) Bug (s = a)"]) () = (= @) Bug o A (= @)"], (2.41)
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avec A € C, R(a) >0, R(S) >0, et R(p) > 0. Quand 5 =1, et u = «, alors :
(Dg Ea[A(s—a)?]) (t) = AE, [A(t —a)?], (R(a)>0; aeC). (2.42)
2.2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 2.2.2 Les dérivées fractionnaires (CDa+x) (t) et (CDI?‘_x) (t) d’ordrea € C (R (a) > 0)

sur [a,b] sont définies via les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (2.13) et (2.14) par :

n—1 x(k) a
(“Dgy2) (1) = (Dz; [x<s> -X k,( (s - ﬂ) (t) (2.43)
=0
et
n—1 :L‘(k)
(“Dz) (1) := (Dg_ [x(s) -3 k'@ (b— s)kD (t), (2.44)
k=0 ’
respectivement, ou
n=asiaeN et n=[R(a)]+1sia¢N. (2.45)

Ces dérivées sont appelées dérivées fractionnaires de Caputo a gauche et a droite d’ordre a.

Définition 2.2.3 Si a ¢ N et z(t) est une fonction pour laquelle existent les dérivées fraction-
naires de Caputo ( D(H_x) (t) et (CDg‘_x) (t) d’ordre o € C (R (a) > 0) ainsi que les dérivées
fractionnaires de Riemann-Liowville (Dg, x) (t) et (D,?_x) (t), alors :

n—1 :L’(k)(a)

(“Dia) = (DLa) () - X g oy -0 =[R@]+D  (246)
k=0

et

(“Dp_z) (1) = (D i —a)+1) b-t)" (n=[R()]+1). (247

En particulier, lorsque 0 < R (a) < 1, les relations (2.44) et (2.45) prennent les formes suivantes :

(CD82) (0= (D2a) ()~ 1 s (- )72, (2.19)

(“Dp_z) (1) = (Dg_a) (1) - F(ﬁ(f)a) (b—1)"". (2.49)
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Propriété 2.2.5 Si o ¢ N, alors les dérivées fractionnaires (2.43) et (2.44) coincident avec les

dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (2.13) et (2.14) dans les cas suivants :

(“Dgiz) (1) = (Dg) (1), (2:50)
siz(a)=a'(a) =...=2 D) =0 (n=[R(a)]+1);et

(“Dgex) (1) = (Do) (1), (2:51)
siz(b)=z'(b)=..=z0Db)=0 (n=[R(a)]+1).

Si o = n € N et la dérivée usuel 2™ (t) d’ordre n existe, alors (CDa+:E) (t) coincide avec z(™ (t),

tandis que (CDb_:c) (t) coincide avec (™ (t) avec Pexactitude au multiplicateur constant (—1)" :
(“Die) () =2 @), (“Di_z) (@) =(-1)"2"(t) (neN). (2.52)

Les dérivée fractionnaires de Caputo (CDa+;1:) (t) et (CDb_x) (t) sont définies pour les fonctions
z(t) pour lesquelles les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville des cotés droit de (2.44) et
(2.45) existent. En particulier, elles sont définies pour z(t) appartenant & l’espace AC™ ([a, b))

des fonctions absolument continues.

Théoréme 2.2.1 Soit R(a) > 0 et soit n donnée par (2.46). Si x € AC" ([a,b]), alors les
dérivées fractionnaires de Caputo (CDg+x> (t) et (CD?7$) (t) existent presque par tout sur
[a,b].

a) Sia¢N, (CDCOL‘JFJ,‘) (t) et (CDI?_Q:) (t) sont représentés par :

A ONE
(“Dga) (1) = r(nl_ a) /a (i = s)cflﬂ ds = I3 D"x(t) (2.53)
et
—_1\" b x(n) s

respectivement, ot D = <L et n = [R(a)] + 1. En particulier, quand 0 < R(a) < 1 et z(t) €

AC ([a,b])

(“Dg) (1) = = (11_a) / t (:/_(Z))ads = (1) (1) (2.55)
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et

1 bz (s)
C no l1-a
D t) =— ds=— (1 t). 2.56
( b—x)() P(l—a)/t (s— 1) (b— x)() (2:56)
b) Sia=mn €N, alors (CDg‘er) (t) et (CDI‘)"JFJU) (t) sont représentés par (2.53). En parti-

culier,
(“DY ) (1) = (“D_z) () = =(®). (2.57)

Remarque 2.2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o € Jm — 1, m]|
s’obtient par une application de l'opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre m suivit d’une
dérivation classique d’ordre m, alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est le résultat

de la permutation de ces deux opérations.

fractionnaires au sens de Caputo de quelques fonctions usuelles

Propriété 2.2.6 Soit R(a) >0, R(S) > 0 et soit n donnée par (2.46). Alors :

r
D5 (1) = s = (R (D) > ), (2.59)
°Df (b0 = D -7 (R(9) > ) (2.59)
et
‘DY (t—a)=0et D (b—t)* =0 (k=0,1,..,n—1). (2.60)
En particulier,
“Dx1=0et Dy 1=0. (2.61)

Composition avec l’intégrale fractionnaire
Lemme 2.2.4 [1] Soit R (a) > 0 et soit z(t) € L™ (a,b) ou z(t) € C(a,b).
a) si R(a) ¢ N oua €N, alors :
Cna ja _ Cna ja _
(“DgIa) (1) =x(t) et (“DiLIia) () = a(t). (2.62)

b) Si R(a) € N et Im(a) # 0, alors :
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(D8 13y) () = ot0) — 141 -y, (2:63)
o g (Ig[ ) (CL) n—o
(“Dp_rgz) (1) = 2(t) - - (n+_ 5 (b—1)"°. (2.64)

Lemme 2.2.5 [1] Soit R (a) > 0, et soit n donnée par (2.46), si x(t) € AC™ ([a,b]) ou z(t) €

C" (la,b]) alors :

n—1 .’L'(k) a
(Inga+;p) ) ==(t)— > k‘( ) (t —a)* (2.65)
k=0 ’
et
nl o qykp(k)
(I,?FDl?,x) t)=a(t) - > w (b—1t)~. (2.66)

k=0

En particulier, si 0 < R (a) <1 et z(t) € AC ([a,b]) ou z(t) € C ([a,b]), alors :

(168 Dgyx) (1) = 2(t) — 2(a), et ([RCDF ) (1) = a(t) — 2 (). (2.67)
Donc l'opérateur de dérivation de Caputo est 'inverse a gauche de 'opérateur d’intégration

fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

Dérivée fractionnaire de la fonction de Mittag-LefHler
Lemme 2.2.6 Sia >0, a € R et A € C, alors

OD, Fo [A(s — a)*] (£) = Ao [A(t — )] (2.68)

2.2.3 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et celle
de Rieman-Liouville

1% L’avantage principale de ’approche de Caputo est que les conditions initiales des équation
différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent la méme forme comme pour
les équations différentielles d’ordre entier, c’est-a-dire, contient les valeurs limites des dérivées
d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

2% Une autre différence entre la définition de Rieman celle de Caputo est que la dérivée d’une
constante est nulle par Caputo, par contre par Rieman-Liouville elle est

c

a2
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3% Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo est également 'inverse quand on suit 'autre sens (Riemann- Liouville), c’est-
a-dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre o ou m — 1 < a < m par 'approche de
Riemann-Liouville, on commence d’abord par l'intégration fractionnaire d’ordre (m — «) pour
la fonction f(z) et puis on dérive le résultat obtenu a l'ordre entier m, mais pour trouver la
dérivée fractionnaire d’ordre oo ou m — 1 < a < m par I'approche de Caputo commence par la

dérivée d’ordre entier m de la fonction f(z) et puis on intégre d’ordre fractionnaire (m — «).

m— e 1t smsmam nas Jnme g risa
- _f 1 iy I, f, . Tl = . .

_m} e ] _— = {

& mnodl |

mi3 e :l-h |

a}
23
Représentation graphique de dirivie de Riemam Représentation graphique de dérivie de Ciputo

FI1GURE 2.1 — Comparaison entre la dérivée fractionnaire de Caputo et Rieman-Liouville

2.3 Stabilité de type Ulam

La stabilité des équations différentielles fractionnaire de Ulam a quatre type, stabilité de
Ulam-Hyers, stabilité de Ulam-Hyers généralisé, stabilité de Ulam-Hyers-Rassias et stabilité de

Ulam-Hyers-Rassias généralisé.
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2.3.1 Stabilité au sens de Ulam-Hyers

Définition 2.3.1 L’équation (1) est stable au sens de Ulam-Hyers s’il existe un nombre réel

cp > 0 tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution x € Cl (J,R) de linégalité :
‘CDaa:(t) — f(t, :c(t))’ <e teld, (2.69)
il existe une solution y € C* (J,R) de l’équation (1) avec
lz(t) —y(t)| < cre, te (2.70)
2.3.2 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisée

Définition 2.3.2 L’équation (1) est stable au sense de Ulam-Hyers généralisée s’il existe une
fonction 0y € C(Ry,Ry), 04(0) = 0, tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution x €

C' (J,R) de linégalité (2.69) il existe une solution y € C* (J,R) de l’équation (1) avec
2(t) — ()] < b7 (2), te. (2.71)

2.3.3 Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias
Définition 2.3.3 L’équation (1) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias par rapport a ¢ €
C (J,Ry) s’il existe un nombre réel cy, > 0 tel que € > 0 et pour chaque solution x € C' (J,R)
de linégalité :

CD(t) — f (t,2(t)| <ep(t), ted, (2.72)
il existe une solution y € C* (J,R) de I’équation (1)

2(t) — y()] < eppep(t), t € (2.73)
2.3.4 Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias généralisée
Définition 2.3.4 L’équation (1) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias généralisée par rap-

port a o € C(J,Ry) s7il existe un nombre réel cy, > 0 tel que pour chaque solution x € C' (J,R)

de linégalité :
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CDw(t) ~ f(te(t)| < e (1), te, (2.74)

il existe une solution y € C* (J,R) de I'équation (1)

|(t) = y()] < creppl(t), ted. (2.75)

Remarque 2.3.1 Il est claire que : (i) Définition 2.3.1 = Définition 2.3.2 ; (ii) Définition 2.3.3

= Définition 2.3.4 ; (iii) Définition 2.3.3 = Définition 2.3.1.

Remarque 2.3.2 Une fonction x € C* (J,R) est dite solution de l’inégalité (2.69) si est seule-

ment s’il existe une fonction g € C' (J,R) (qui dépend de la solution y )tel que :

i) [g(t)| <e, ted

ii) “DY(t) = f (t,x(t)) +g(t), t € J



Chapitre 3

Existence et Stabilité de type Ulam
d’un probleme aux limites
fractionnaire

Ce chapitre, consacré a I’étude de de 'existence et la stabilité de type Ulam de I’équation

différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo (1).

3.1 Reésultats d’existence

Dans cette section, on donne les conditions de I’existence et 'unicité de la solution du pro-

bleme (1) dans I'espace C [0,7] défini pour 0 <a<lety€eR (0 <y < a) par

C, ={f): 0 f®) € Cl0,T], Iflle, = I F @)} (3.1)
co0,T) = {f(t) eC0,T]: °Dg.fecC [o,T]}. (3.2)

Notre approche est basé sur la réduction du probléme considéré en une équation intégrale de

Volterra

2(t) = 20 + —— /Ot (t— )% f (s,2(s))ds, 0 <t <T. (3.3)

Lemme 3.1.1 Soit a € R (0<a<1), et soit 21 a(t) = (I7°F) (). Si f(1) € C;[0,T] et
fi—a(t) € CL[0,T7], alors :

fl—a(o)

a—1
Ty & te 0,7]. (3.4)

(I*Df) (t) = f(t) -
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Lemme 3.1.2 Siy € R, (0 <+ < 1), alors l'opérateur d’intégration I§', avec o € R est borné
dans C [0, T

ra--)
1%l <T°. > lglle, - (3.5)

M'(l4+a-
Tout d’abord, nous établissons une équivalence entre le probleme (1) et I’équation intégrale (3.3)

dans I'espace C [0, 7] des fonctions continues.

Lemme 3.1.3 Soit 0 < a <1 et soit h: [0,T] — R une fonction continue.

Une fonction x est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

1 gt .
a:(t):xo—i—r(a)/o (t — $)° L (s)ds, (3.6)

si et seulement si x est la solution du probleme a valeur initiale pour [’équation différentielle

fractionnaire

h(t), t €[0,17,
)

= (3.7)
= Q.

CDY(t) =
x(0

Preuve. Soit z la solution de I’équation intégrale (3.6). On commence par la vérification de la

condition initiale, on a d’apres (3.6)

o(t) — 20| = ’F/Ot (1 — $)* " h(s)ds

alors

t
[o(t) - o) 0
]

o_loo

I'(a)

IN

On prend la limites quand ¢t — 0, et on obtient
z(0) = xo.

Donc (3.6) vérifie la condition initiale dans (3.7). Il reste & montrer qu’elle vérifie ’équation du

probléeme (3.7). On a,

x(t)—.%’o = T At(t_s)alh(s)ds
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On appliquant 'opérateur D® aux deux membres de 1’égalité, on aura

D (x(s) — o) (t) = h(?),

de plus, on a

D (a(s) — wo) () =¢ Dx(t),
par suite
CDY%(t) = h(t), t € [0,T].

Inversement on a

CD(1) = 1 [als) — o] (1)

Comme h(t) est continue, il s’ensuit que “D®z(t) est continu, et par suit I'~% [z(s) — x| est
continu. En appliquant 'opérateur /¢ aux deux membres de 1’égalité précédente, on aura

a—1
1D (1) = 2(t) = w0 — £ ' [e(s) — 2(0)] )

d’autre part, on a

su T — X
[ fa(s) — o] (1)] < ptGOTl‘_a 0'/ t—s)"ds

[z —Tollee  1-a
l-a)T(1-a) °

par suite

par conséquent

19 D%x(t) = x(t) — xo.

On a h € C(]0,T],R), et par conséquent el“hest continu. Appliquons /¢ aux deux membres
de I’équation (3.7)

I1°° D (t) = I®h(t).
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D’apres le calcul précédent, on obtient

xz(t) = xo+ I%h(t)

1 gt .
= = | (t—=95)" "h(s)ds, 0<t<T
Pt gy fy ) hskds, 0<e<T,
c’est a dire z(t) € C'[0,T] est la solution de ’équation intégrale (3.6). O

Maintenant, on va établir I'existence et 1'unicité de la solution pour le probléeme de Cauchy (1)

dans I'espace Cy [0, T] Pour cela on a besoin du résultat auxiliaire suivant :

Lemme 3.1.4 Soit J =1[0,T],0<c<T, g C0,c] et g€ Cle,T) alors g € C[0,T] et

l9llorozy < 5up [llglloo.q - I9llegen] (3.8)

Théoréme 3.1.1 Soit0 < a <1, et 0 <y <a. Soit G un ouvert de R, et soit f: (0,T] x G —
R, une fonction telle que, pour chaque x € G, f(t,y) € C,[0,T] et vérifie la condition de

Lipschitz suivante (H1) Il existe un constante A > 0 telle que :
|f(t,x) — f(t,z%)| < Alx —x*|, pour tout t € [0,T], et tout x,x* € G. (3.9)
Alors il existe une solution unique x(t) pour le probléme de Cauchy (1) dans l’espace C [0,T].

Preuve. On commence par montrer 'existence d’une solution unique z(t) € C'[0,t1]. D’apres
le lemme 3.1.3, il suffit de montrer ’équation intégrale de Volterra (3.3) posseéde une solution
unique z(t) € C[0,¢1]. On montre le résultat en premier temps sur une partie de l'intervalle
[0, T] I'équation intégrale (3.3) a un sens sur chaque intervalle [0,¢;] C [0,7]. Choisissons t; tel

que l'inégalité,
¢y

oy <t (3.10)

soit vérifiée, ensuite on montre l'existence d’une solution unique z(t) € C'[0,¢;] pour I’équation
intégrale de Volterra (3.3) sur [0,¢1]. Pour cela on utilise le théoréme du point fixe de Banach

pour espace C'[0,T] qui est un espace métrique complet avec la distance donnée par

d(z1,22) = |21 — 1‘2”()[0,1] = ts[glz | |lz1(t) — z2(2)] -
€[0,ta
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On réécrit I’équation intégrale (3.3) sous la forme suivante :

z(t) = (Tx) (t).

(Tz) (t) = zo + r(la) /Ot (t—s)*71 f(s,2(s)). (3.11)
Pou appliquer le théoréeme de Banach, il faut montrer :
1. Si z(t) € C'[0,t1] alors (T'z) (t) € C'[0,14] .
2. Pour chaque x1,z9 € C'[0,1]
[Tz — Tzl < w llzr — 22l gy avee (0 <w <1). (3.12)

Comme f (t,y) € C'[0,t1], on tenant compte du lemme 3.1.2, on an

toé
1
“I'(a+1)

1 [t f(s(s)
i

1f &z e,

C[Ovtl}
alors (T'z) (t) € C'[0,t1]. Montrons maintenant (3.12). En vertu de (3.1), du lemme 3.1.2, et en

utilisant la condition de Lipschitz, on obtient

1 t 1
701~ Toslesgry = |y [ G = F (sals) (¢ - 9) ds
C[0,t1] L (a) Jo o]

tOé

< F(T1+1) 1f (s, 21(s)) = f (s, 22 ()]l cpo,84]

AtS
= F(Oél) Hxl _x2||C’[0,t1]7
a l'aide de (3.10), on obtient (3.12), avec w = A et alors par le théoreme du point fixe de

I'(a+1)’

Banach, il existe une solution unique z(t) € C'[0,¢;] de ’équation intégrale (3.3) sur [0,t1]. Par

le théoreme de Banach, la solution z*(¢) est une limite de la suite convergente (T"xg) (¢) :
. n _
Jm [Tz = 2llop,e) = 0. (3.13)

On prend
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Tenant compte de 'équation intégrale (3.3), la suite (T"z§) () est définie par la formules de

récurrence

(T"zg) (t) = x0 + 1“(104) /Ot f (s, (T"flxz‘)) (s)) (t—s)*tds, n=1,2,...

Si on note, z,(t) = (T"xf) (), alors la relation précédente prend la forme suivante :

1t o
(Tn) (t)=xo+r(a)/0 f(s,(zn1)(s)) (t— )" ds, (n€N)

et (3.13) devient

ngrfoo |xn — ch[O,tl] =0.

Apres, on considére intervalle [t1,%2], ot ta = t1 + hy et hy > 0, avec to < T. Réécrivons

I’équation intégrale (3.15) sous la forme

=) = F(la) tlt f(s,2()) (t =) ds +x0 + I‘(la) Otl f(s,2(s)) (t — 5)* ' ds,

puisque la fonction x(s) est définie uniquement sur [0, ¢1], nous obtenons

1 ¢ o
z(t) = o1 + T/, [ (s,2(5)) (t = 5)* " ds,
= L " t—s)*td
o1 —%*Fm 0 [ (s,2(s)) (t —s) 8.

Par une technique similaire pour avoir l'existence et 'unicité de la solution sur [0,%1], on pet
déduire qu'il existe une solution unique zj(t) € C [t1,t2] de I’équation intégrale (3.3) sur U'inter-
valle [t1,t2]. On prend lintervalle suivant [ta, 3], ot t3 = ta + hg et hg > 0, sont tel que t3 < T.
En répétant ce prossecus, on trouve qu'’il existe une solution unique unique z(t) de I'equation
(3.3), telle que

(t) = z,(t)

et

Ty € C[tk—latk]’ (k =1, 7L)
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ou 0=ty <ty <..<ty="T. Par le lemme 3.1.3, il s’ensuit qu’il existe une solution unique
z(t) € C[0,T] sur 'intervalle [0,7] tout entier. Par conséquent, il existe une solution unique
z(t) = z(t) € C'[0,T] de I’équation intégrale de Volterra (3.3) et alors du probleme de Cauchy
(1). Pour compléter la démonstration, il reste & montrer que cette solution z(¢) € C[0,T],
appartienne a l'espace C[0,7]. Par 1 définition, il faut montrer que CDx(t) € C,[0,T7].

D’apres ce qui précede x(t) € C'[0,T] est une limite de la suite z,(t) = (T"x) (t) € C'[0,T].

im lzn — 24y = 0- (3.14)

n—-+o0o

En utilisant ensuite (1) est la condition de Lipschitz, on a

HCD“xn ¢ Do‘a:HC[Om < f & an@) = F @ a@)le om

IN

Allzn — fCch[mT]

< AT [lon — 2| o1
< Allzn —zllo)
de plus (3.14) permet d’obtenir
ngrfoo HcDaxn - DaxHC’[O,tl] =0
alors “ D%z (t) € C,[0,T], et donc = € C$[0,T]. Ce qui achéve la démonstration. O

3.2 Stabilité de type Ulam d’une equation fractionnaire

Les propriétés de stabilité de toutes sortes d’équations ont attiré 'attention de nombreux
mathématiciens. Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de stabilité Ulam-Hyers des pro-

blémes aux limites pour I’équation différentielle fractionnaire suivante :
CDo(t) = f(t,z(t), te J=[0,T], T>0, 0<a<]l, (3.15)

ou f : J x R une fonction continue.
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Lemme 3.2.1 Soit 0 < a < 1, si x € C*([0,T],R) une solution de l’inégalité (2.69) alors

est une solution de l’inégalité intégrale suivante :

En effet, par remarque 2.3.2 nous avons que :
CDY%(t) = f (t,z(t)) + g(t), VteJ.
Puis
(1)~ 2(0) = e [ (69 Foalo)ds + o [ 69 gls)ds, te
z(t) —x(0) = —— -5 s,x(s))ds + —— -5 s)ds, :
T (@) Jo T (o) Jo g

Cela implique que

w(t)—:c(O)—F(la)/Ot(t $)°7 f (s,2(s)) ds| = ’Floz/ (t — 5)° L g(s)ds
< Flaj g(s)|ds
= Ffa / ) ds
< e

Nous avons les mémes remarques pour la solution des inégalités (2.72) et (2.74).
Dans ce qui suit, nous collectons 'inégalité de Henry-Gronwall (voir Lemme 7.1.1, [7]), qui peut

étre utilisée dans des équations différentielles fractionnaires.

Lemme 3.2.2 Soit z, w : [0,T) — [0,4+00) deuz fonctions continues tel que T < co. si w est

croissante et il existe k > 0 et a > 0 tel que

2(t) < w(t) +k/0t (t —s)* ' 2(s)ds, t € [0,T),
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alors

z(t) < w(t) + /Ot Z W (t— )" L w(s)| ds, t €[0,T).
n=1

r

Si w(t) = g constant sur 0 < ¢t < T, alors I'inégalité ci-dessus est réduite a
2(t) < qEo (kI () t*), 0 <t < T,

ou E, est la fonction de Mittag-Leffler.

Remarque 3.2.1

i) Il y a un constant M} > 0 indépendant de q tel que

z(t) < Mjiq pour tout 0 <t < T.

ii) Pour les inégalités de Henry-Gronwall plus généralisées voir [10].

3.3 Résultas de stabilité de type Ulam

Dans cette section on donne pour quelle conditions le probleme (1) est stable aux sens de
Ulam.
Hypothéses Soit 0 < o < 1. Sans perte de généralité, nous considérons I’équation (3.15) et
I'inégalité (2.74), on suppose que :

(H1) feC([0,+00),R);

(H2) Il existe ms > 0 tel que

|f (t,ur) — f (t,u2)| < mylur —ug|, pour chaque t € [0,400), et tout uy,us € R;

(H3) Soit ¢ € C'([0,+00),R4) une fonction croissante. Il existe A, > 0 tel que

1 t
7/ (t—5)* T (s)ds < Ay (t), pour tout t € [0, +00).
T'(a) Jo

Nous obtenons les résultats stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias généralisé suivants.
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Théoréme 3.3.1 Dans les conditions (H1),(H2) et (H3) l’équation (3.15) (T = +00) est stable

au sens Ulam-Hyers-Rassias généralisée.

Preuve. Soit x € C! ([0, 4+0oc),R) une solution de 'inégalité (2.74) (T = +oc). Désignons par

y la solution unique du probleme de Cauchy suivant :

{ CDx(t) = f(t,a(t), 0<a <1, t€[0,+00), (3.16)

(0)

alors nous avons

z(t) = y(0) + F(loz) /Ot (t— )L f(s,2(s))ds, t €[0,400).

Par l'inégalité différentielle (2.74), nous avons

< App(t), t€[0,+00).

De ces relations il découle

2(t) — y(0)
1 t a—

< Jo0) = w0~ gy | (=97 (srxt) s
3 #(t) — 9(0) — g Ji (6= 9)° 7 F (s.9(5)) ds
S| g S =9 Gy s — iy fi = 5 f (s,0(s) ds
< [+t -00) (1) / ) syl ds

i = (o) — £ (o] ds
< A0+ s [ =9 o) 2o ds.

Par le Lemme 3.2.2 et la Remarque 3.2.1, il existe un constant M}‘ > 0 indépendant de Ao (t)

tel que
[2(t) = y(O)] < MyApp(t) := cppp(t), t € [0,+00).

Donc, I’équation (3.15) (1" = 4o00) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias généralisée.
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Corollaire 3.3.1
i) D’aprés les hypothéses de Théoréme 3.3.1, on considére l’équation (3.15) (T = +o0) et l'in-
égalité (2.72).0n peut répéter le méme processus pour vérifier que l’équation (3.15)(T = +00)
est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.
ii) D’apreés les hypothéses (H1) et (H2), on considére I’équation (3.15)(t = +00) et l'inégalité
(2.69). On peut répéter le méme processus pour vérifier que l’équation (3.15) (t = 4+00)est

stable au sens de Ulam-Hyers.

3.4 Exemples

Exemple 3.4.1 Soit 0 < a < 1, on considére l’équation
CD%(t) =0, t € [a,b), (3.17)

et linégalité
‘CDay(t)‘ <e, te[ab). (3.18)

Soit y € C'[a,b) une solution de inégalité (3.18). alors il existe g € C'[a,b) tel que

lg@t)| <e, t€la,b),
“DY(t) = g(t), t € [a,b). (3.19)

Intégrons (3.19) de a d b en vertu de la définition 2.3.1, on a

y(t) = yla) + F(la) /: (t— )% g(s)ds, ¢ € [a,b).
On a pour tout ¢ € R,

)~ el = futa) = et s [ (0= gteras
< lyta) el + gy | -9 o)l ds
< lyta) el + s [ s as
< @) —d+ 8= o
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Si on prend c := y(a), alors

(t—s)%e
ly(t) — y(a)] < TatD '€ [a,b) .
Si b < +00, alors
b0 -t < S e ).

Done, Uéquation (3.17) est stable au sens de Ulam-Hyers.

Soit b = +00, la fonction

t—a)¥e
y(t) = L
I'(a+1)
est une solution de inégalité (3.18) et
) —cl = L= oo torsquet > +
— == 00, lorsque 0.
Y T(a+1) o

Donc l’équation (3.17) n’est pas stable au sens de Ulam-Hyers sur lintervalle [a, +00) .

Exemple 3.4.2 Considérons l’inégalité
‘CDO‘y(t)‘ < o(t), t € [a,+00). (3.20)

Soit y une solution de (3.20) et x(t) = y(a), t € [a,+00) une solution de l’équation (3.17). On
a que
1 t a—1
ly(t) — ()] = [y(t) —y(a)| < F(a)/ (t—5)"" p(s)ds, t € [a,+00).
S’il existe c, > 0 tel que

1

s /at (t—s)tp(s)ds < cop(t), t € [a,+00),

donc Uéquation (3.17) est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias sur [a,+00) par rapport d .



Conclusion

Généralement, les théorémes du point fixe sont employés pour prouver l’existence et 1'unicité
de solution d’un probleme précis. Dans ce mémoire, on a réussi a avoir plus que cela, par le

principe de contraction de Banach, on a pu avoir des résultats concernants la stabilité de type

Ulam.



Annexe A

Certains mathématiciens intéressés
par ’analyse fractionnaire

A.1 Georg Friedrich Bernhard Riemann

FIGURE A.1 — Georg Friedrich Bernhard Riemann

Riemann est né le 17 septembre 1826 a Breselenz, Royaume de Hanovre, mort le 20 juillet
1866 a Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie, est un mathématicien allemand. In-
fluent sur le plan théorique, il a apporté de nombreuses contributions importantes a la topologie,
I’analyse, la géométrie différentielle et le calcul. Dans sa these, présentée en 1851, Riemann met
au point la théorie des fonctions d’une variable complexe, introduisant notamment le concept

des surfaces qui portent son nom, notamment la sphere de Riemann. On lui doit également
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d’importants travaux sur les intégrales, poursuivant ceux de Cauchy, qui ont donné entre autres
ce qu’on appelle aujourd’hui les intégrales de Riemann. Intéressé par la dynamique des fluides,
il jette les bases de ’analyse des équations aux dérivées partielles de type hyperbolique et résout
un cas particulier de ce qu’on appelle maintenant le probleme de Riemann en introduisant les
invariants de Riemann. En 1859, Riemann, qui vient juste d’étre nommé professeur a Gottingen
et a I’Académie des Sciences de Berlin, publie un article, « Sur le nombre de nombres premiers
inférieurs a une taille donnée ». Riemann est par ses travaux, a plusieurs égards, un successeur

de Leonhard Euler.

A.2 Donald Holmes Hyers

Hyers est né a Los Angeles le ler avril 1913 de Charles et Faith Holmes Hyers. 84 ans,
professeur retraité de mathématiques a I’'USC. Président du département de mathématiques de
1945 a 1950, Hyers a enseigné a I'université de 1944 jusqu’a sa retraite en 1978. Il était originaire
de Los Angeles et a obtenu un baccalauréat et une maitrise de 'UCLA et un doctorat de Caltech.
Il a enseigné a I’Université du Wisconsin et a Caltech avant de passer a I’'USC. Hyers était un
expert en analyse fonctionnelle et en mathématiques appliquées et a fait des recherches sur les
équations intégrales non linéaires et une théorie mathématique des vagues d’eau. Son article
scientifique écrit avec KO Friedrichs, «On the Existence of Solitary Waves», a été considéré
comme un travail fondateur dans le domaine. Hyers a également rédigé des critiques de livres

pour la revue Mathematics Reviews. Le 13 avril & Eugene, Ore., De la leucémie.
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A.3 Stanistaw Marcin Ulam

FIGURE A.2 — Stanistaw Marcin Ulam (13 avril 1909 - 13 mai 1984)

Ulam est un mathématicien américain d’origine juive polonaise. Il aida a développer la théo-
rie qui permit la bombe & hydrogene. Ulam a étudié a I'Institut Polytechnique de Lwéw, ot I'un
de ses professeurs fut Stefan Banach. Il a obtenu en 1933 le doctorat en mathématiques sous
la direction de Kazimierz Kuratowski. Ulam entra aux USA en 1938 comme Harvard Junior
Fellow (boursier a l'université Harvard). Au terme de sa bourse, il trouva du travail a la faculté
de l'université du Wisconsin-Madison, et aida son frere, Adam, qui s’était enfui de Pologne a la
veille de la Seconde Guerre mondiale. Il suggéra d’employer la méthode de Monte-Carlo pour
évaluer les intégrales mathématiques difficiles qui apparaissent en modélisant les réactions nu-
cléaires en chaine (ne sachant pas que Fermi et d’autres avaient découvert la méthode plus tot).
Cette suggestion conduisit au développement de la méthode de Monte-Carlo par Von Neumann,
Metropolis, et d’autres. En mathématiques pures, il travailla a la théorie des ensembles (incluant
les cardinaux mesurables et les mesures abstraites), la topologie, la théorie ergodique, et d’autres

domaines. Il a collaboré avec Paul Erdés pendant plus d’un demi-siecle. Apres la Seconde Guerre
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mondiale, il se détourna largement des mathématiques pures rigoureuses pour un travail plus
spéculatif et imaginatif, en posant des problémes et en faisant des conjectures, ce qui a tou-
jours été une de ses spécialités. Elles concernaient souvent 'application des mathématiques a la

physique et a la biologie.

A.4 Themistocles M. Rassias

FIGURE A.3 — Themistocles M. Rassias

Rassias est né le 2 avril 1951, est un mathématicien grec et professeur a I’ Université technique
nationale d’Atheénes. Il a obtenu son doctorat. en mathématiques de I’ Université de Californie a
Berkeley en juin 1976. Le professeur Stephen Smale et le professeur Shiing-Shen Chern ont été
respectivement sa these et ses conseillers académiques. Son travail s’étend sur plusieurs domaines
de I'analyse mathématique. Il comprend I'analyse fonctionnelle non linéaire , les équations fonc-
tionnelles , la théorie de 'approximation , I’ analyse sur les collecteurs , le calcul des variations

, les inégalités , la géométrie métrique et leurs applications. Il a contribué un certain nombre de
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résultats dans la stabilité des sous - variétés minimales , dans la solution du probleme d’Ulam
pour les homomorphismes approchés dans les espaces de Banach , dans la théorie des mappages
isométriques dans les espaces métriques et dans 1’ analyse complexe ( inégalité de Poincaré et
mappages harmoniques ). Il a publié plus de 300 articles, 10 livres de recherche et 45 volumes
édités en mathématiques de recherche ainsi que 4 manuels de mathématiques (en grec) pour les

étudiants universitaires.
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