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Résume 

Dans ce mémoire, nous étudions l’existence et des solutions 

positives pour d’équations integro- différentielle fractionnaire 

d’ordre 𝛼  non linéaire avec des conditions local pour 1 < 𝛼 < 2  

au moyen de quelques théorèmes  du point fixe.  

Mots –clés : équation integro – différentielle fractionnaire, dérivée 

fractionnaire au sens de Riemann –Liouville, dérivée fractionnaire 

au sens de Caputo, théorème de point fixe, principe de l’application 

contractante, fonction de Green, la solution positive. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Abstract 

In  this paper , weinvestigate the existence of positive solution 

for non linear fractional differential equation boundary value 

probleme  d order𝛼 ,Where1 < 𝛼 < 2. By means of somefixed –

point theoremes. 

Keywords : local condition non linear fractional differential 

equation ,Riemann –Liouville fractional derivative ,Caputo 

fractional derivative, fixed –point theorem , the Banch contraction 

principle ,Green’s function  ,positive solution. 
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       Introduction :  

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque  aussi  ancien que le calcul 

classique  tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent à la fin du 

17𝑒𝑚𝑒  siècle, l’époque où Newton et Leibniz  ont développé les fondements de calcul 

différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a présenté  le symbole 
𝑑𝑛𝑓

𝑑𝑡 𝑛
pour désigner la 

𝑛𝑒𝑚𝑒 dérivé d’une fonction𝑓. Quand il a annoncé dans une lettre à l’hôpital (apparemment 

avec  l’hypothèse implicite que𝑛 ∈ ℕ ) L’hôpital a répondu :  

≪ 𝑄𝑢𝑒 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖𝑓𝑖𝑒
𝑑𝑛𝑓

𝑑𝑡𝑛
𝑠𝑖𝑛 =

1

2
 ? ≫ 

cette  lettre de L’hôpital, écrite  en 1695  est aujourd ‘hui admise comme le premier 

incident de ce que nous appelons la dérivation  fractionnaire , et le  fait que l’hôpital a 

demandé spécifiquement pour   𝑛 =
1

2
 ,  c’est –à-dire une fraction (nombre rationnel)a en 

fait donné lieu au nom de cette partie des mathématique  

Les équations différentielles fractionnaires ont été d'un grand intérêt récemment. Cela est 

causé à la fois par la théorie du développement intensif du calcul fractionnaire lui-même 

et par les applications de telles constructions dans diverses sciences telles que la physique, 

la mécanique, la chimie, l'ingénierie, etc. voir[1][2][3][4][5]il contient. 

il convient de noter que la plupart des articles et des livres sur le calcul fractionnaire sont 

consacrés à l'autonomie des équations différentielles fractionnaires initiales linéaires en 

termes de fonctions spéciales[6][5][7] récemment, certains articles traitent de l'existence et 

de la multiplicité de solution (ou solution positive) d'équation différentielle fractionnaire 

initiale non linéaire par l'utilisation de techniques d'analyse non linéaire (théorèmes du 

point fixe, théorie de Leray-Shauder, etc.), voir[8][9][10][11] 

Cependant, il y a peu d'articles qui considèrent le problème de type Dirichlet pour les 

équations différentielles ordinaires linéaires d'ordre fractionnaire, voir [12][3] 

 Aucune contribution n'existe, à notre connaissance, concernant l'existence et la 

multiplicité des solutions positives du problème suivant : 

𝐷0+

𝛼 𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) = 0       0 < 𝑡 < 1                                                      (1.1) 

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0                                                                                                  (1.2) 

Où 1 < 𝛼 < 2 est un nombre réel, 𝐷0+

𝛼  est la différenciation standard de Riemann-

Liouville et 𝑓: [0,1] × [0, ∞) → [0, ∞)est le continu. 

Dans cet article, nous dérivons d'abord la fonction de Green correspondante. par 

conséquent le problème (1.1),(1.2) est déduit à une équation intégrale de Fredholm 

équivalente du second type. 

Enfin, au moyen de quelques théorèmes du point fixe, l'existence et la multiplicité des 

solutions positives sont obtenues. 
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I ‘objectif principal  de ce mémoire est l’étude l’existence et unicité de la   solution d’un 

problème intègro-différentiel non linéaire avec des conditions locales  

Ce mémoire se compose en trois chapitres : 

Le premier chapitre: dans ce chapitre on présente quelques définitions et propriétés : 

La fonction gamma et Beta,  l’intégrale fractionnaire et la dérivée  fractionnaire au sens 

Riemann-Liouville et Caputo et leurs propriétés. 

La deuxième chapitre: dans ce chapitre on parle des théorèmes du point fixe les plus 

connus a savoir : le théorème de point fixe de Banach et schauder  et krasnoselskii. 

Le troisième chapitre: est consacré a l’étude de l’existence et l’unicité de la 

solution du problème suivant   :   

𝐷0+

𝛼 𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) = 0         0 < 𝑡 < 1                                                      

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0                                                                                                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



CALCUL FRACTIONNAIRE  

 

 

 

Dans ce chapitre, nous donnons quelque concepts de base du calcul intégral 

fractionnaire. Nous commençons par  les fonctions spéciales : la fonction Gamma et la 

fonction Béta qui jouent  un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire et 

nous terminons par présenter  deux approches des  dérivées fractionnaires   :  

Celle Riemann –Liouville et celle de Caputo. 
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1.1   Fonction spéciale :  

Cette section contient les définitions est quelques propriétés de la fonction Gamma et la 

fonction Beta  

1.1.1   La fonction Gamma : 

Définition 1.1 :[13][14] Soit 𝑥 ∈ ℝ∗
+ et la fonction Gamma est définie par l’intégrale  suivant  

                                          𝛤(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1𝚎−𝑡
+∞

0

𝑑𝑡                                                                        (1.1) 

Proposition 1.2. Pour tout 𝑥 > 0 

𝛤(𝑥 + 1) = 𝑥𝛤(𝑥)                                                                                    (1.2) 

 Démonstration : 

On peut démontrer (1.2) par intégration par partie on a 

𝛤(𝑥 + 1) = ∫ 𝑡(𝑥+1)−1
+∞

0

𝚎−𝑡𝑑𝑡 

      = ∫ 𝑡𝑥
+∞

0

𝚎−𝑡𝑑𝑡 

                                         = [−𝑡𝑥𝚎−𝑡]0
+∞ + 𝑥 ∫ 𝑡𝑥−1𝚎−𝑡

+∞

0

𝑑𝑡 

= 𝑥𝛤(𝑥) 

En particulier ∀𝑛 ∈ ℕ∗ 

𝛤(𝑛) = (𝑛 − 1)!                         

En effet 𝛤(1) = 1, alors d’après (1.2) on obtient  

𝛤(2) = 1. 𝛤(1) = 1!                

𝛤(3) = 2. 𝛤(2) = 2!                 

𝛤(4) = 3. 𝛤(3) = 3!                 

… … … 

𝛤(𝑛 + 1) = 𝑛. 𝛤(𝑛) 

                  = 𝑛(𝑛 − 1)!              

     = 𝑛!               
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On a   

𝛤(0+) = +∞ 

Démonstration : 

On peut démontrer, d’après (1.2) on a 

𝛤(𝑥) =
𝛤(𝑥 + 1)

𝑥
 

lim
𝑥→0+

𝛤(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝛤(𝑥 + 1)

𝑥
 

lim
𝑥→0+

𝛤(𝑥) = +∞ 

Exemple. On a         𝛤 (
1

2
) = √𝜋 

En effet  : D’après (1.1) nous avons   

𝛤 (
1

2
) = ∫ 𝑡−1+

1
2𝚎−𝑡

+∞

0

𝑑𝑡 

On pose que    𝑡 = 𝑦2, alors𝑑𝑡 = 2𝑦𝑑𝑦 alors 

𝛤 (
1

2
) = 2 ∫ 𝚎−𝑦2

+∞

0

𝑑𝑦 

Donc  

             [𝛤 (
1

2
)]2 = 4 ∫ ∫ 𝚎−(𝑥2+𝑦2)

+∞

0

+∞

0

𝑑𝑥𝑑𝑦 

L’équation est une intégrale double, qui peut être évaluée en coordonnées polaires pour 

obtenir 

    [𝛤 (
1

2
)]2 = 4 ∫ ∫ 𝚎−𝑟2

+∞

0

𝜋
2

0

𝑑𝜃 = 𝜋 

Donc 

𝛤 (
1

0
) = 𝜋 

1.1.2   La fonction Béta  

Définition 1.3 :[13][15] soit𝑥, 𝑦 > 0, la fonction Béta est définie par : 
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𝛽(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝚎𝑥−1
1

0

(1 − 𝑡)𝑦−1𝑑𝑡                                                                                            (1.3) 

Remarque. La fonction Béta est symétrique 𝑖. 𝑒 

𝛽(𝑥, 𝑦) = 𝛽(𝑦, 𝑥) 

Proposition 1.4 :[14]on peut définie la fonction Béta par des termes de la fonction Gamma 

𝛽(𝑥, 𝑦) =
𝛤(𝑥)𝛤(𝑦)

𝛤(𝑥 + 𝑦)
                  𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+                                                                             (1.4) 

Démonstration : 

𝛤(𝑥)𝛤(𝑦) = ∫ ∫ 𝑡𝑥−1
+∞

0

+∞

0

𝑡′𝑦−1𝚎−𝑡𝚎−𝑡′𝑑𝑡𝑑𝑡′ 

                                    = ∫ 𝑡𝑥−1
+∞

0

(∫ 𝑡′𝑦−1𝚎−|𝑡+𝑡′|
+∞

0

𝑑𝑡′) 𝑑𝑡              

En effectuant le changement de variables 

𝜏 = 𝑡 + 𝑡′ 

On trouve  

𝛤(𝑥)𝛤(𝑦) = ∫ 𝑡𝑥−1
+∞

0

𝑑𝑡 ∫ (𝜏 − 𝑡)𝑦−1𝚎−𝜏
+∞

𝑡

𝑑𝜏 

              = ∫ 𝚎−𝜏𝑑𝜏 ∫ (𝜏 − 𝑡)𝑦−1
𝑡

0

+∞

0

𝑡𝑥−1𝑑𝑡 

On pose  𝜃 =
𝑡

𝜏
 , on arrive  à 

𝛤(𝑥)𝛤(𝑦) = ∫ 𝚎−𝜏
+∞

0

𝑑𝜏 (∫ (𝜏 − 𝜃𝜏)𝑦−1(𝜃𝜏)𝑥−1𝜏
1

0

𝑑𝜃) 

                       = ∫ 𝚎−𝜏
+∞

0

𝑑𝜏 (∫ (𝜏(1 − 𝜃))𝑦−1𝜃 𝑥−1
1

0

𝜏𝑥𝑑𝜃) 

                           = ∫ 𝚎−𝜏
+∞

0

𝑑𝜏 (∫ (1 − 𝜃)𝑦−1𝜃 𝑥−1
1

0

𝜏𝑥+𝑦−1𝑑𝜃) 

                          = ∫ 𝜏𝑥+𝑦−1
+∞

0

𝚎−𝜏𝑑𝜏 (∫ (1 − 𝜃)𝑦−1𝜃 𝑥−1
1

0

𝑑𝜃) 

         = 𝛽(𝑥, 𝑦) ∫ 𝜏𝑥+𝑦−1
+∞

0

𝚎−𝜏𝑑𝜏               
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= 𝛽(𝑥, 𝑦)𝛤(𝑥 + 𝑦) 

Donc 

𝛽(𝑥, 𝑦) =
𝛤(𝑥)𝛤(𝑦)

𝛤(𝑥 + 𝑦)
 

1.2        Intégrales et dérivées   fractionnaires 

L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [𝑎, 𝑏] : 

Définition𝟏. 𝟓. [16][17][18]Soit 𝑓  une fonction continue sur l’intervalle [𝑎, 𝑏], on considéré 

l’intégrale suivant : 

𝐼(1)𝑓(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

      𝐼(2)𝑓(𝑡) = ∫ 𝑑𝑡 ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑥

𝑎

𝑡

𝑎

 

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient  

𝐼(2)𝑓(𝑡) = ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑡

𝑎

 

Plus généralement le 𝑛𝑖é𝑚𝑒 itéré 

𝐼(𝑛)𝑓(𝑡) = ∫ 𝑑𝑡1 ∫ 𝑑𝑡2

𝑡2

𝑎

𝑡1

𝑎

… ∫ 𝑓(𝑡𝑛

𝑡𝑛−1

𝑎

)𝑑𝑡𝑛 

𝐼(𝑛)𝑓(𝑡) =
1

(𝑛 − 1)!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡                                                                           (1.5) 

Pour tout entier 𝑛 

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’après la propriété de Gamma 

   𝛤(𝑛) = (𝑛 − 1)!                 

on a : 

𝐼𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)(𝛼−1)

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏                                                                               (1.6) 

Telle que 𝛼 > 0. 

Remarque : 

Si 𝛼 = 𝑛 est un entier, alors𝐼𝑎+
𝑛  correspond à la définition usuelle de l’intégrale d’ordre entier. 
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1.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann –Liouville 

Cette parte contient les définitions et quelques propriétés des intégrales et dérivée 

fractionnaires au sens Riemann- Liouville 

Définition 1.6 :[15][19]soient𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ l’intégrale fractionnaire de Riemann Liouville 

d’ordre 𝛼 > 0 définie par : 

          𝐼𝑎+
𝛼 𝑓(𝑡) =

1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏                                                                         (1.7) 

Est appelle intégrale fractionnaire à gauche de Riemann-Liouville d’ordre  𝛼. 

𝐼𝑏−
𝛼 𝑓(𝑡) =

1

𝛤(𝛼)
∫ (𝜏 − 𝑡)𝛼−1

𝑏

𝑡

𝑓(𝜏)𝑑𝜏        b ∈ ℝ                                                                   (1.8)     

Est appelée intégrale fractionnaire à droite de Riemann-Liouville d’ordre 𝛼 . 

𝐼𝑎+
𝛼 𝑓(𝑡) =

1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏 

Dans tout ce que suivra on note  𝐼𝑎+
𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐼𝛼𝑓(𝑡) 

Proposition1.7 :[𝟏𝟔] 

1. 𝐼0𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

2.𝐼𝛼(𝑓 + 𝑎𝑔)(𝑡) = 𝐼𝛼𝑓(𝑡) + 𝑎𝐼𝛼𝑔(𝑡) 

3.𝐼𝛼𝐼𝛽𝑓(𝑡) = 𝐼𝛼+𝛽𝑓(𝑡) 

Démonstration : 

On peut démontrer (1) : 

Soient 𝛼 > 0 𝑓 une fonction de class 𝐶([𝑎, 𝑏]) ,alors : 

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre 𝛼 est 

𝐼𝛼[𝑓(𝑡)] =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

Si 𝛼 = 0 

𝐼0[𝑓(𝑡)] = 𝐼[𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑡) 

On peut démontrer (2) : 

Ona 

                 𝐼𝛼(𝑓 + 𝑎𝑔)(𝑡) =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑎

(𝑓 + 𝑎𝑔)(𝜏)𝑑𝜏 
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                                                              =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 +

𝑎

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

 

           = 𝐼𝛼𝑓(𝑡) + 𝑎𝐼𝛽𝑔(𝑡) 

On peut démontrer que la propriété (3) 

Soit 𝛼, 𝛽 > 0 

𝐼𝑎+
𝛼 [𝐼𝑎+

𝛽
𝑓(𝑡)] =

1

𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)
∫

𝑑𝜏

(𝑠 − 𝜏)𝛼−1
∫

𝑓(𝑢)

(𝜏 − 𝑢)1−𝛽

𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

𝑑𝑢 

Or 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏], d’après le théoréme de Fubini on et par le changement 𝜏 = 𝑢 + 𝑠(𝑡 − 𝑢) 

On obtient  

𝐼𝑎+
𝛼 [𝐼𝑎+

𝛽
𝑓(𝑡)] =

𝐵(𝛼, 𝛽)

𝛤(𝛼)𝛤(𝛽)
∫

𝑓(𝑢)

(𝜏 − 𝑢)1−𝛽

𝑡

𝑎

𝑑𝑢 

                                                             = 𝐼𝑎+
(𝛼+𝛽)

𝑓(𝑡) 

1.2.2   La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville : 

Il existe plusieurs définitions de dérivée fractionnaires. Dans cette partie on va présenter la 

dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville  et Caputo , qu’est plus utilisée 

Définition 1.8 :[20]Soit𝑓  une fonction intégrable sur [𝑎, 𝑏] alors la dérivée fractionnaire 

d’ordre 𝛼 avec (𝑛 = [𝛼] + 1) au sens de Riemann-Liouville est définie  par  

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝐼𝑛−𝛼𝑓(𝑡)) 

                                              =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏                                  (1.9)       

Propriétés 1.9 :[𝟏𝟑][𝟐𝟎] 

1- 𝐷𝑎+
0 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

2- ∀ 0 < 𝛼 < 1     𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝐼1−𝛼𝑓(𝑡) 

3- Soit 𝑓 et 𝑔 deux fonction dans 𝐿1[𝑎, 𝑏] et 𝜆 a valeurs dans ℝ : 

 

𝐷𝛼(𝜆𝑓 + 𝑔)(𝑡) = 𝜆𝐷𝛼𝑓(𝑡) + 𝐷𝛼𝑔(𝑡) 

4- Si 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] alors 𝐷𝛼𝐼𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

 

 

5- Si 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] et 𝐼𝑛−𝛼𝑓(𝑡) ∈ 𝐴𝐶𝑚[𝑎, 𝑏] 
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𝐼𝛼𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑
(𝑥 − 𝑎)𝑗−𝑛+𝛼

𝛤(𝑗 − 𝑛 + 𝛼 + 1)
lim

𝑡→𝑎+
[(

𝑑

𝑑𝑡
)𝑗𝐼𝑛−𝛼𝑓]

𝑛−1

𝑗=0

 

Donc 

𝐼𝛼𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝐶1𝑡𝛼−1 + 𝐶2𝑡𝛼−2 + ⋯ + 𝐶𝑁𝑡𝛼−𝑁  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝐶𝐼 ∈ ℝ , 𝑖 = 1 … … 𝑁  

𝐼𝛼𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑥) + ∑ 𝐶𝑁𝑡𝛼−𝑁  

𝑁

𝐼=1

                                                                           (1.10) 

6- Si 𝛼 > 𝛽 > 0 alors pour 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏] 

𝐷𝛽𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝐼𝛼−𝛽𝑓(𝑡) 

Démonstration : 

On va montrer que la propriété (1) est vraie  

Soit 𝛼 > 0 , 𝑓 de class 𝐶 et 𝑡 > 0 alors nous définissons la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre 𝛼: 

𝐷𝛼[𝑓(𝑡)] =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
[𝐼𝑎

𝛼[𝑓(𝑡)] 

OÙ  𝛼 = 𝑛 , et  𝑛 = [𝛼] + 1 , si 𝛼 = 0 

𝐷𝑎+
0 [𝑓(𝑡)] = 𝐼[𝑓(𝑡)] = 𝑓(𝑡) 

On va montrer que la propriété (2) est vraie 

Soit 𝑓 une fonction intégrable sur [𝑎, 𝑡] alors la dérivée fractionnaire d’ordre 𝛼 tell que (𝑛 −

1 ≤ 𝛼 < 𝑛) au sens de Riemann- Liouville définie par : 

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

On va montrer que la propriété (3) est vraie 

La linéarité : 

Soient 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1et 𝜆 ∈ ℝ et on a   𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼𝐼𝑛−𝛼 

𝐷𝛼(𝜆𝑓 + 𝑔)(𝑡) = 𝐷𝑛𝐼𝑛−𝛼[𝜆𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)] 

Comme la dérivée 𝑛𝑖𝑒𝑚𝑒 et l’intégrale sont linéaire alors : 

𝐷𝛼[𝜆𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)] = 𝜆𝐷𝑛𝐼𝑛−𝛼𝑓(𝑡) + 𝐷𝑛𝐼𝑛−𝛼𝑔(𝑡) 

                = 𝜆𝐷𝛼𝑓(𝑡) + 𝐷𝛼𝑔(𝑡) 
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                              = 𝜆𝐷𝑛𝐼𝑛−𝛼[𝑓(𝑡) + 𝑔(𝑡)] 

On va montrer que la propriété (4) est vraie 

Si 𝑓 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏]      alors       𝐷𝛼𝐼𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

On a 

𝐷𝛼𝐼𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) −
(𝑡 − 𝛼)𝛼−1

𝛤(𝛼)
[lim

𝑡→𝑎
(𝐼1−𝛼𝑓)(𝑡)] 

Comme 𝑓 est continue et d’après  

lim
𝑡→𝑎

[𝐼1−𝛼𝑓](𝑡) = 0 

On a la limite tend vers 0 donc 

         𝐷𝛼𝐼𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

Remarque.   Si 0 < 𝛼 < 1 𝑒𝑡 𝑛 = 1 la derivee fractionnaire au sens de Riemann – 

Liouville est donnée par :   

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑡
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝛼𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

=
𝑑

𝑑𝑡
(𝐼−𝛼𝑓(𝑡)) 

Exemple  

1-La dérivée fractionnaire d’une fonction  constante au sens Riemann- Liouville 

La dérive d’une fonction constante au sens de Riemann- Liouville n’est pas nulle ni constante 

mais on a : 

𝐷𝛼𝑐 =
𝑐

𝛤(1 + 𝑎)
(𝑡 − 𝑎)−𝛼  ?            

Démonstration : 

𝐷𝛼𝑐 =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐼𝑛−𝛼(𝑐) =

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
 

                =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑐𝑑𝜏 

      =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛

𝑐

𝛤(𝑛 − 𝛼)

(𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

(𝑛 − 𝑎)(−1)
|

𝑎

𝑡

 

         =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
[0 +

(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼

𝑛 − 𝛼
] 

=
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛

𝑐

𝛤(𝑛 − 𝛼)
(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼 
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                  =
𝑐

𝛤(𝑛 − 𝛼)(𝑛 − 𝑎)
(

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼) 

On a  

 𝛤(1 + 𝑡) = 𝑡𝛤(𝑡) 

Et  

 𝑦 = 𝑥𝑛 ⇒ 𝑦′ = 𝑛𝑥𝑛−1  ⇒ 𝑦′′ =
𝑛!

(𝑛 − 2)!
𝑥𝑛−2 

Et  

𝑦𝑚 =
𝑛!

(𝑛 − 𝑚)!
𝑥𝑛−𝑚 

Donc 

𝐷𝛼𝑐 =
𝑐

𝛤(𝑛 + 1 − 𝛼)

(𝑛 − 𝛼)!

(𝑛 − 𝛼 − 𝑛)!
(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼−𝑚 

 =
𝑐

𝛤(𝑛 + 1 − 𝛼)
                                             

Et 

𝛤(𝑛 + 𝑎) = 𝑛! 

Donc 

              =
𝑐

𝛤(𝑛 + 1 − 𝛼)

𝛤(𝑛 + 1 − 𝛼)

(−𝛼)
(𝑡 − 𝑎)−𝛼  

=
𝑐

𝛤(1 − 𝛼)
(𝑡 − 𝑎)−𝛼                      

     =
𝑐

𝛤(1 − 𝛼)(𝑡 − 𝑎)𝛼
≠ 0                     

2. La dérivée fractionnaire de 𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝛼)𝛽au sens Riemann –Louville  

Soit𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝛼)𝛽 telle que 𝛽 > −1 soit 𝛼 un nombre non entier telle que 𝛼 = [𝑛] + 1 on a 

         𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏       

                           =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝑡

𝑎

(𝑡 − 𝛼)𝛽𝑑𝜏 

On fait changement de variable suivant 𝜏 = 𝑎 + 𝑠(𝑡 − 𝑎) 
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𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫ (𝑡 − 𝑎 − 𝑠(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼−1

1

0

𝑠(𝑡 − 𝑎)𝛽)(𝑡 − 𝑎)𝑑𝑠 

=
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼+𝛽 ∫ 𝑠𝛽

1

0

(1 − 𝑠)𝑛−𝛽−1𝑑𝑠         

=
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼+𝛽

𝛤(𝛽 + 1)𝛤(𝑛 − 𝛼)

𝛤(𝛽 + 𝑛 − 𝛼 − 1)
              

  =
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝛽 + 𝑛 − 𝛼 + 1)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼+𝛽 

Sachant que  

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼+𝛽 = (𝛽 − 𝛼 + 𝑛)(𝛽 − 𝛼 + 𝑛 − 1) … (𝛽 − 𝛼 + 2)(𝛽 − 𝛼 + 1)(𝑡 − 𝑎)𝛽−𝛼  

  =
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝛽 + 𝑛 − 𝛼 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝛽−𝛼 

Remplaçant cette dernière relation 

           =
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝛽 + 𝑛 − 𝛼 + 1)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼+𝛽                 

On aura 

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
𝛤(𝛽 + 1)𝛤(𝛽 − 𝛼 + 𝑛 + 1)

𝛤(𝛽 + 𝑛 − 𝛼 + 1)𝛤(𝛽 − 𝛼 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝛽−𝛼 

Donc 

𝐷𝛼𝑓(𝑡) =
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝛽 − 𝛼 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝛽−𝛼                                      

1.2.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo : 

Définition.1.11 : [20] Soient   𝛼 ∈ ℝ , 𝑛 ∈ ℕ∗  telle que 𝛼 > 0 ,  𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛  et 𝑓 ∈

𝐶𝑚[𝑎, 𝑏]  la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α notée par 𝐷𝛼𝑐 𝑓(𝑡) est définie 

par 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1𝑓(𝑛)(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

                                                             (1.11)         

       =
1

𝛤(𝛼 − 𝑛)
∫

𝑓(𝑛)(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼+1−𝑛

𝑡

𝑎

𝑑𝜏                                                                                      

  = 𝐼𝑛−𝛼
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)                                                                                                              
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Avec 𝛼 = [𝑛] + 1 

Remarque.    Si 0 < 𝛼 < 1 alors 𝑛 = 1  la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est 

donnée par :  

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡)   = 𝐼1−𝛼
𝑑

𝑑𝑡 
𝑓(𝑡) 

=
1

𝛤(1 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝛼𝑓(1)(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

= 𝐼1−𝛼𝑓′(𝑡) 

Exemple 

i.La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo 

La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante 𝑓 = 𝑐 est nulle 𝐷𝑐 𝛼𝐶 = 0 

Démonstration  

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝐼𝑛−𝛼 [
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑐] 

                                    =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝑡

𝑎

[
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑐] 𝑑𝜏 

                =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝑡

𝑎

 

Car  

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑐 = 0                                         

Donc 

𝐷𝑐 𝛼𝑐 = 0                                        

ii.La dérivée fractionnaire  d’une fonction 𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)𝛽au sens caputo 

Soit 𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)𝛽 avec 𝛽 > 0 pour 0 < 𝛼 < 1 

On a 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓𝑛(𝜏)𝑑𝜏        

                                           =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝑡

𝑎

[(𝜏 − 𝑎)𝛽]𝑛𝑑𝜏                         

Sachant que 𝛽 ≥ 𝑛 
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𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝜏 − 𝑎)𝛽 = (𝛽 − 1)(𝛽 − 2) … (𝛽 − 𝑛 + 1)(𝜏 − 𝑎)𝛽−𝑛 

=
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝛽 − 𝑛 + 1)
(𝜏 − 𝑎)𝛽−𝑛 

Remplacent cette dernier relation dans 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1𝑓𝑛(𝜏)𝑑𝜏                                     

𝑡

𝑎

 

On aura 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) =
1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝛽 − 𝑛 + 1)
(𝜏 − 𝑎)𝛽−𝑛

𝑡

𝑎

𝑑𝜏 

Faisant le changement de variable 𝜏 = 𝑎 + 𝑠(𝑡 − 𝑎) 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) =
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝑛 − 𝛼)𝛤(𝛽 − 𝑛 + 1)
∫ (𝑡 − 𝑎)𝑛−1−𝛼

1

0

(1 − 𝑠)𝑛−1−𝛼𝑑𝑠   

                =
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝑛 − 𝛼)𝛤(𝛽 − 𝑛 + 1)

𝛤(𝛽 − 𝑛 + 1)𝛤(𝑛 − 𝑎)

𝛤(𝛽 − 𝑛 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝛽−𝛼 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) =
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝛽 − 𝑛 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝛽−𝛼 

Propriétés1.12[𝟏𝟕] 

1. 𝐷𝑐 𝛼𝐼𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

2. 𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) =
𝑑𝑛

𝑑𝑡 𝑛
𝑓(𝑡)        𝛼   entier  

3. Si 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑚[𝑎, 𝑏] et 𝛼 > 0 alors por tout 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

𝐼𝛼 𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑
𝑓𝑘(𝑡)

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘 

4. 𝐷𝑐 𝛼 𝐷𝐶 𝛽𝑓(𝑡) = 𝐷𝑐 𝛼+𝛽𝑓(𝑡) 

Démonstration 

On peut démontrer que la propriété(1) est vraie  

On a 

𝐷𝑐 𝛼𝐼𝛼𝑓(𝑡) = 𝐼𝑛−𝛼𝐷𝑛𝑓(𝑡) 

                               = 𝐼𝑛−𝛼𝐷𝑛𝐼𝑛𝐼𝛼𝑓(𝑡) 

                         = 𝐼𝑛−𝛼𝐼𝛼−𝑛𝑓(𝑡) 
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         𝐷𝑐 𝛼𝐼𝛼𝑓(𝑡)   = 𝑓(𝑡) 

On peut démontrer que la propriété(2) est vraie  

-Suppose que 𝐷𝑘𝑓(𝑡) = 0 pour tout 𝑘 ∈ {0,1,2, … , 𝑛 − 1}  et soient 𝛼 > 0  si 𝐷𝑐 𝛼𝑓  et 𝐷𝛼𝑓 

existent  

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡) 

On a 

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼𝑓(𝑡) − 𝐼𝑛−𝛼

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡) 

Donc 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡) 

-Si 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑚[𝑎, 𝑏] et 𝛼 > 0 alors por tout 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

                    𝐼𝛼 𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑
𝑓𝑘(𝑡)

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

(𝑥 − 𝑎)𝑘 

On a 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼𝑓(𝑡) − ∑
𝑥𝑘

𝑘!
𝑓𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

[𝐼𝛼( 𝐷𝑐 𝛼𝑓)](𝑡) = [𝐼𝛼(𝐷𝛼𝑓(𝑡) − ∑
𝑥𝑘

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(𝑥 − 𝑎)] 

                                     = 𝐼𝛼 (
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐼𝑛−𝛼) 𝑓(𝑡) − ∑

𝑥𝑘

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(𝑥 − 𝑎) 

                          =
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐼𝑛 (𝑓(𝑡) − ∑

𝑥𝑘

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(𝑥 − 𝑎)) 

    = 𝑓(𝑡) − ∑
𝑥𝑘

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(𝑥 − 𝑎) 

-Si 0 < 𝛼 , 𝛽 < 1 avec 𝛼 + 𝛽 ≤ 1et𝑓 ∈ 𝐶1[𝑎, 𝑏] alors 

𝐷𝑐 𝛼 𝐷𝐶 𝛽𝑓(𝑡) = 𝐷𝑐 𝛼+𝛽𝑓(𝑡). 

 D’apes la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, On a 
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𝐷𝑐 𝛼 ( 𝐷𝑐 𝛽𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑐 𝛼 (𝐼𝑛−𝛽𝐷𝑛 𝑓(𝑡)) 

                                    = 𝐼𝑛−𝛼𝐷𝑛 (𝐼𝑛−𝛽𝐷𝑛 𝑓(𝑡))   

                                   = 𝐼𝑛−(𝛼+𝛽)𝐷𝑛 𝐼𝑛𝐷𝑛 𝑓(𝑡) 

                          = 𝐼𝑛−(𝛼+𝛽)𝐷𝑛  𝑓(𝑡) 

                = 𝐷𝑐 𝛼+𝛽𝑓(𝑡) 

Donc  

𝐷𝑐 𝛼 𝐷𝐶 𝛽𝑓(𝑡) = 𝐷𝑐 𝛼+𝛽𝑓(𝑡) 

1.2.2      La relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann- 

Liouville et Caputo : 

Le théorème suivants établie la  relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann- 

Liouville et celle de  Caputo 

Théorème 1.13 :[𝟏𝟑] , [𝟐𝟎] 

Soit  𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛(𝑛 ∈ ℕ)𝑒𝑡 𝛼 > 0 , supposons que 𝑓 est une fonction telle que la dérivée 

fractionnaire d’ordre 𝛼  de caputo et Riemann-Liouville existe alors on a  les formules 

suivantes: 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼𝑓(𝑡) − ∑
𝑡𝑘−𝛼

Г(𝑘 − 𝛼 + 1)
𝑓(𝑘)(𝑎)

𝑛−1

𝑘=0

                                         (1.12) 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼 [𝑓(𝑡) − ∑
𝑓𝑘(𝑎)

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

𝑓(𝑘)(𝑥 − 𝑎)]                                           (1.13) 

Démonstration 

A. La série de Taylor 𝑓 au voisinage de 0 est 

𝑓(t) = 𝑓(0) +
𝑡𝑓1 (0)

1!
+

t2

2!
𝑓2(0) +

t3

3!
𝑓3(0) + ⋯ +

𝑡𝑛 − 1

(𝑛 − 1)!
𝑓𝑛−1 + 𝑅𝑛−1 

                = ∑
tk

Г(𝑘 + 1)

n−1

k=0

𝑓𝑘(0) + 𝑅𝑛−1 

 En utilisant les  propriétés intégration d’ordre n, on a   

    𝑅𝑛−1 = ∫
𝑓𝑛(𝜏)(𝑡 − 𝜏)𝑛−1

(𝑛 − 1)!

𝑡

0

𝑑𝜏 = 𝐼𝑛𝑓𝑛(𝑡) 
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D’où en utilisant  la linéarité d’opérateur de Riemann-Liouville on a  

 𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼 [∑
𝑡𝑘

Г(𝑘 + 1)

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(0) + 𝑅𝑛−1] 

            = ∑
𝐷𝛼𝑡𝑘

Г(𝑘 + 1)

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(0) + 𝐷𝛼𝑅𝑛−1 

                                            = ∑
Г(𝑘 + 1)𝑡𝑘

Г(𝑘 + 1)Г(𝑘 − 𝛼 + 1)
𝑓𝑘(0) + (𝐷𝛼𝐼𝑛𝑓𝑛(𝑡)

𝑛−1

𝑘=0

) 

                                 = ∑
𝑡𝑘−𝛼

Г(𝑘 − 𝛼 + 1)

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(0) + 𝐼𝑛−𝛼𝑓𝑛𝐷𝛼𝑓(𝑡) 

                    = ∑
𝑡𝑘−𝛼

Г(𝑘 − 𝛼 + 1)

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(0) + 𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) 

   𝐷𝛼𝑓(𝑡) = ∑
𝑡𝑘−𝛼

Г(𝑘 − 𝛼 + 1)

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(0) + 𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡)   

Donc : 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼𝑓(𝑡) − ∑
𝑡𝑘−𝛼

Г(𝑘 − 𝛼 + 1)

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(0) 𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) 

B. Pour démonter la formule 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼 [𝑓(𝑡) − ∑
𝑓𝑘(𝑎)

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(𝑥 − 𝑎)] 

On utilise la relation de dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville et la propriété de linéarité 

de l’operateur de Riemann- Liouville 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼𝑓(𝑡) − ∑
𝑡𝑘−𝛼

Г(𝑘 − 𝛼 + 1)
𝑓𝑘(𝑎)

𝑛−1

𝑘=0

 

                                     = 𝐷𝛼𝑓(𝑡) − ∑
Г(𝑘 + 1)𝑡𝑘−𝛼

Г(𝑘 + 1)Г(𝑘 − 𝛼 + 1)
𝑓𝑘(0)

𝑛−1

𝑘=0

 

                                     = 𝐷𝛼𝑓(𝑡) − ∑
𝐷𝛼𝑡𝑘

Г(𝑘 + 1)

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(0) 

                   = 𝐷𝛼 [𝑓(𝑡) − ∑
𝑓𝑘(𝑎)

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

𝑓𝑘(𝑥 − 𝑎)] 
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Donc on voit que la dérivée de Riemann-Liouville est différente de celle de Caputo, 

cependant il existe un cas particulier ou les deux dérivées sont égales. 

Cas particulaire : Si𝑓𝑘(𝑎) = 0 𝑝𝑜𝑢𝑟 (𝑘 = 0,1,2, … , 𝑛 − 1), alors on a 

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝛼𝑓(𝑡) 

Proposition1.14. Supposons que  0 < 𝛼 < 𝑛  , 𝛽 = 𝛼 − (𝑛 − 1) , (0 < 𝛽 < 1)𝑛 ∈

ℕ , 𝛼 , 𝛽 ∈ ℝ et soit la fonction 𝑓 telle que  𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡)  existe, alors  

𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) = 𝐷𝑐 𝛽 𝐷𝑐 𝑛−1𝑓(𝑡). 

Démonstration 

On remplace 𝛽 par𝛼, et 𝑛 − 1 par 𝑛 dans 𝐷𝑐 𝛼 𝐷𝑐 𝛽 = 𝐷𝑐 𝛼+𝛽𝑓(𝑡) ≠ 𝐷𝛽 𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) 

Alors  

𝐷𝑐 𝛽𝐷𝑛−1𝑓(𝑡) = 𝐷𝑐 𝛽+𝑛−1𝑓(𝑡) 

                     = 𝐷𝑐 𝛼−(𝑛−1)+𝑛−1𝑓(𝑡)  = 𝐷𝑐 𝛼𝑓(𝑡) 

Voici un résumé de ce que on a vue : 

Proposition  Riemann_ Louville   Caputo 

Représentation 
𝐷𝛼 𝑓(𝑡) =

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐼𝑛−𝛼 𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝐼𝑛−𝛼

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓𝑛(𝑡)𝑐  

Linéarité 𝐷𝛼(𝛽𝑓 + 𝑔)(𝑡) 

= 𝛽𝐷𝛼𝑓(𝑡) + 𝐷𝛼𝑔(𝑡) 

𝐷𝛼  (𝛽 𝑓 + 𝑔)(𝑡)𝑐  

= 𝛽 𝐷𝛼𝑓(𝑡) + 𝐷𝛼 𝑓(𝑡)𝑐𝑐  

Interpolation 𝑙𝑖𝑚
𝛼→𝑛−1

𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡) 

𝐿𝑖𝑚
𝛼→𝑛−1

𝐷𝛼(𝑡) = 𝑓𝑛−1(𝑡) 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→𝑛−1

𝐷𝑓(𝑐 𝑡) = 𝑓𝑛 (𝑡) 

𝑙𝑖𝑚
𝛼→𝑛−1

𝐷𝑓(𝑐 𝑡) = 𝑓𝑛−1(𝑡)

− 𝑓𝑛−1(0) 

Non comitative  𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝐷𝛼 𝑓(𝑡)) = 𝐷𝛼+𝑛𝑓(𝑡)

≠ 𝐷𝛼(
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓))(𝑥) 

( 𝐷𝑐 𝛼(
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓))(𝑡)

= ( 𝐷𝑐 𝛼+𝑛𝑓)(𝑡)

≠
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑐 𝛼𝑓)(𝑡) 

𝑓(𝑡) = 𝑐, 𝑐 constante  𝐷𝛼𝑐 =
𝑐

𝛤(1 + 𝑎)
(𝑡 − 𝑎)−𝛼 

Dc αC = 0 
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Le but de ce chapitre est de donner quelques théorèmes du point fixe qu’on a utilisé dans ce 

mémoire. On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théorème du 

point fixe de Banach pour les applications contractantes qui assure l’existence  de l’unicité. 

On verra  ensuite les théorèmes de point fixe de Schauder et de krasnoselskii. 
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2.1 Théorème du point fixe de Banach 

Dans cette section, nous présentons des théorèmes de point fixe  qui seront utiles  dans notre 

travaille pour l’existence  et l’unicité de solution  d’un problème integro – différentielle non 

linéaire a condition local    

 2.1.1 Théorème de l’application contractante 

Définition 2.1:[21](point fixe) 

Soit 𝑌 une espace de Banach et 𝑇: 𝑌 → 𝑌.une application continue, on appelle point fixe de 𝑇 

tout point 𝑢 tel que 

   𝑇(𝑢) = 𝑢.                                                                                                                                     (2.1)      

Définition 2.2 :[𝟏𝟗][𝟐𝟏](Application Lipchitziennes) 

Soit 𝑌 une espace de Banach, muni de la norme ‖. ‖𝑌 et  𝑇: 𝑌 → 𝑌une application continue,𝑇 

est lipchitzienne, s’il existe une constante positive 𝐾 telle que 𝐾 > 0 et  

                                           ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, ‖𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦)‖𝐸 ≤ 𝐾‖𝑥 − 𝑦‖𝐸                              (2.2) 

Théorème 2.3 :[𝟏𝟗](Application contractante) 

Soit 𝑌 une espace de Banach et 𝑇: 𝑌 → 𝑌 une application continue, on dit que 𝑇  est 

Contractante si 𝑇  est lipchitzienne de  rapport 0 < 𝐾 < 1 :  

           ∃  0 < 𝐾 < 1 ∶   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ∶       ‖𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦)‖𝐸 ≤ 𝐾‖𝑥 − 𝑦‖𝐸                         (2.3) 

2.1.2  Principe de l’application contractante 

Théorème 2.4 :[𝟏𝟗] (le théorème de point fixe de Banach) 

Soit 𝑇 un opérateur contractante dans un espace de Banach 𝐸 alors 𝑇 admet une point fixe 

unique 𝑢 dans 𝐸 

                                             ∃! 𝑢 ∈ 𝐸 ∶ 𝑇(𝑢) = 𝑢                                                                  (2.4) 

2.2. Théorème du pont fixe de Schauder : 

Définition 2.5 : soit𝑇: 𝑌 → 𝐹un opérateur telle que  

- 𝑇 est compact si l’image par 𝑇 de tout borné de 𝑌 est relativement compact (c’est-à-

dire que son adhérence est compact) dans𝐹 

- 𝑇 est dit complètement continue s’il est continu et compact. 

Théorème2.6. (théorème de point fixe de Schauder) 

Soit 𝐶 un sous ensemble fermé et convexe d’un espace de Banach 𝐸 et𝑓: 𝐶 → 𝐶 une 

application continue telle que 𝑓(𝐶) est relativement compact. Alors𝑓 possède un point fixe 

plus généralement, si𝐶 est un compact convexe alors toute fonction continue de 𝐶 sur 𝐶 

possède un point  fixe. 
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2 .3    Théorème du point fixe de krasnoselskii 

Théorème 2.7.[22](Arzela-Ascoli) 

Soit Ω ⊂ ∁([0, 𝑏], ℝ𝑛) 𝐴 est relativement compact si : 

1- Ω est uniformément bornée, si : il existe 𝑀 > 0 telle que : 

‖𝑓(𝑡)‖ ≤ 𝑀, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑏] 𝑒𝑡 𝑓 ∈ Ω                                                                                         (2.5) 

2- 𝐴 est équicontinu c'est-à-dire que pour tout 𝜀 > 0 il existe 𝛿 > 0 

∀𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑏], |𝑡1 − 𝑡2| < 𝛿 ⇒ ‖𝑓(𝑡1) − 𝑓(𝑡2)‖ < 𝜀, ∀𝑓 ∈ Ω                                     (2.6) 

Théorème 2.8 :[23](krasnoselskii) 

Soient𝐶 une sous-ensomble d’un espace 𝐸 et𝑓, 𝑔: 𝐶 → 𝐸: 

- 𝐶:fermé, convexe. 

- 𝐸:espace de Banach. 

- 𝑓𝑒𝑡 𝑔 sont continue, 𝑓 contraction et𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑦) ∈ 𝐶 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶. 

Alors 𝑓 + 𝑔 admet un point fixe 𝑢 dans 𝐶 tel que 𝑓(𝑢) + 𝑔(𝑢) = 𝑢. 

Définition 2.9.Soit 𝑃un cône et une partie𝑃 de𝐸 

Qui est  stable pour la multiplication  par tout réel positive  

    𝑃 = {𝑥    ̸   ∀𝑡 > 0𝑡𝑛 ∈ 𝑃}                                                                                                     (2.7)    

Proposition 2.10.𝑃: 𝐸 → 𝐹est compact si 𝑃 est continue 

∀ 𝑀 Bornée  de 𝐸 ⟹  𝑃(𝑀)est relativement compact  

     Operateur compact  ⟹operateur complètement continue  

   2.3.1      Théorème de Krasnoselskii d’expansion et de compression d’un cône 

Théorème 2.10.[24] 

Soit 𝐸 un espace de Banach 𝑃 ⊆ 𝐸un cône et Ω1 , Ω2deux boules ouvertes bornées de 

𝐸 centrées àl’origine avec Ω̅1 ⊂ Ω2supposons que 𝐴: 𝑃 ∩ (Ω̅2 ∖ Ω1) → P est un operateur 

complètement continue de sorte que  

(𝑖)‖𝐴𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖   , 𝑥 ∈ 𝑃 ∩ 𝜕Ω1Et‖𝐴𝑥‖ ≥ ‖𝑥‖   , 𝑥 ∈ 𝑃 ∩ 𝜕Ω2                                           (2.8) 

(𝑖𝑖)‖𝐴𝑥‖ ≥ ‖𝑥‖   , 𝑥 ∈ 𝑃 ∩ 𝜕Ω1Et‖𝐴𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖   , 𝑥 ∈ 𝑃 ∩ 𝜕Ω2                                          (2.9) 

Alors 𝐴a un point fixe dans 𝑃 ∩ (Ω̅2 ∖ Ω1) 
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Théorème 2.11.[25](Une autre version) 

Soit 𝑃 un cône dans un espace de Banach réel 𝐸,𝑃𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑃| ‖𝑥‖ ≤ 𝑐} et θ une fonction 

concave continue non négative sur 𝑃 telle que 𝜃(𝑥) ≤ ‖𝑥‖ pour tout 𝑥 ∈ 𝑃̅𝑐 et 𝑃(𝜃, 𝑏, 𝑑) =

{𝑥 ∈ 𝑃|𝜃(𝑥), ‖𝑥‖ ≤ 𝑑} Supposons que 𝐴: 𝑃̅𝑐 → 𝑃̅𝑐  est complètement continu et il existe des 

constantes 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 ≤ 𝑑 ≤ 𝑐  telle que : 

(𝐶1){𝑥 ∈ 𝑃(𝜃, 𝑏, 𝑑)|𝜃(𝑥) > 𝑏} ≠  ∅ et 𝜃(𝐴𝑥) > 𝑏 pour  𝑥 ∈ 𝑃(𝜃, 𝑏, 𝑑);                      (2.10) 

(𝐶2)‖𝐴𝑥‖ < 𝑎  Pour 𝑥 ≤ 𝑎;                                                                                                     (2.11) 

(𝐶3)   𝜃(𝐴𝑥) > 𝑏 Pour  𝑥 ∈ 𝑃(𝜃, 𝑏, 𝑑) avec ‖𝐴𝑥‖ > 𝑑                                                     (2.12) 

Alors A à au moins trois points fixe 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3avec 

‖𝑥1‖ < 𝑎       ;    𝑏 < 𝜃(𝑥2) ;  𝑎𝑣𝑒𝑐   𝜃(𝑥3) < 𝑏 . 

Remarque 2.12 : Si d=c, alors la condition (𝐶1) du théorème (2.10) implique (𝐶3) du 

même théorème. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

PROBLEME INTEGRO –DIFFERENTIEL NON LINEAIRE AVEC DES CONDITIONS 

LOCALES  

 

 Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence des solutions d’un problème integro-

différentiel non linéaire avec des conditions locales. 
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3.1   Présentation du problème 

 On s’intéresse dans ce chapitre à un problème  fractionnaire 𝑃 engendrée par l’équation 

suivante : 

𝐷0+
𝛼 𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) = 0         0 < 𝑡 < 1                                                              (3.1) 

Où 1 < 𝛼 < 2 est un nombre réel  

Avec les conditions locales 

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0                                                                                                                        (3.2) 

𝐷0+
𝛼 Est la dérivée fractionnaire au sens de  Riemann-Liouville  d’ordre 𝛼et 

𝑓: [0,1] × [0, ∞) → [0,∞)Une fonction continue 

Lemme𝟑. 𝟏 : [6]supposons que𝑢 ∈ 𝐶(0,1) ∩ 𝐿(0.1) etα>0, alors l’équation la différentielle 

fractionnaire 

𝐷𝛼 𝑢(𝑡) = 𝑦(𝑡) 

a une solution unique donnée par : 

𝑢(𝑡) = 𝐼𝛼𝑦(𝑡) + 𝐶1𝑡
𝛼−1 + 𝐶2𝑡

𝛼−2 + ⋯+ 𝐶𝑁𝑡
𝛼−𝑁  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝐶𝐼 ∈ ℝ , 𝑖 = 1……𝑁      

Démonstration : Il suffit d’appliquer l’operateur d’intégration fractionnaire et d’appliquer 

les propriétés de la dérivée fractionnaire de R.L. 

En appliquant le lemme (3.1) on a : 

Lemme 3.2: Soit 𝑦 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  𝑒𝑡 1 < 𝛼 ≤ 2, la solution unique de 

𝐷𝛼𝑢(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 0,         0 < 𝑡 < 1,                                                                 (3,4)    

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0,                                                                                                  (3.5)        

Est donnée par : 

 𝑢(𝑡) = ∫𝐺(𝑡, 𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 

1

0

 

Où  

𝐺(𝑡. 𝑠) =

{
 
 

 
 [𝑡(1 − 𝑠)]

𝛼−1 − (𝑡 − 𝑠)𝛼−1

Г(𝛼)
,                  0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 1

[𝑡(1 − 𝑠)]𝛼−1

Г(𝛼)
,                                        0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 1

           (3,6) 
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Démonstration  

Puisque 𝑦 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  𝑒𝑡 1 < 𝛼 ≤ 2, Nous prouvons applique le lemme (3.1) : 

On  a 

𝑢(𝑡) = −𝐼𝛼𝑦(𝑡) + 𝐶1𝑡
𝛼−1 + 𝐶2𝑡

𝛼−2 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝐶𝐼 ∈ ℝ , 𝑖 = 1, 2 

 

En appliquant la  définition de la dérivée au sens de Riemann Liouville 

𝐼𝛼𝑦(𝑡) = ∫
(𝑡 − 𝑠)𝛼−1

Г(𝛼)
𝑦(𝑠)𝑑𝑠                         

𝑡

0

 

on obtient les constantes𝐶1, 𝐶2 ∈ ℝ. 

Supposons que𝐶2 = 0,les conditions  aux limites 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0 alors  

                                𝑢(1) = −∫
(1 − 𝑠)𝛼−1

Г(𝛼)
𝑦(𝑠)𝑑𝑠 

1

0

+ 𝐶1𝑡
𝛼−1 = 0                             

 Donc  

𝐶1 = ∫
(1 − 𝑠)𝛼−1

Г(𝛼)
𝑦(𝑠)𝑑𝑠                             

1

0

 

Alors𝐶2 = 0 , 𝐶1 = ∫ (1 − 𝑠)𝛼−1
1

0
𝑦(𝑠)𝑑𝑠/𝛤(𝛼).  Donc la solution unique de problème (3.4). 

(3.5) est : 

    𝑢(𝑡) = −∫
(𝑡 − 𝑠)𝛼−1

Г(𝛼)
𝑦(𝑠)𝑑𝑠 

𝑡

0

+ ∫
(1 − 𝑠)𝛼−1𝑡𝛼−1

Г(𝛼)
𝑦(𝑠)𝑑𝑠                              

1

0

 

D’âpres la relation de châle, on a : 

𝑢(𝑡) = −∫
(𝑡 − 𝑠)𝛼−1

Г(𝛼)
𝑦(𝑠)𝑑𝑠 

𝑡

0

+ ∫
(1 − 𝑠)𝛼−1𝑡𝛼−1

Г(𝛼)
𝑦(𝑠)𝑑𝑠 

𝑡

0

+∫
(1 − 𝑠)𝛼−1𝑡𝛼−1

Г(𝛼)
𝑦(𝑠)𝑑𝑠 

1

𝑡

 

= ∫
[𝑡(1 − 𝑠)]𝛼−1 − (𝑡 − 𝑠)𝛼−1

Г(𝛼)

𝑡

0

𝑦(𝑠)𝑑𝑠 + ∫
[𝑡(1 − 𝑠)]𝛼−1

Г(𝛼)
𝑦(𝑠)𝑑𝑠                    

1

𝑡

 

= ∫ 𝐺(𝑡, 𝑠)𝑦(𝑠)𝑑𝑠 
1

0

 

La démonstration est complète. 

Lemme 3.3 : la fonction  𝐺(𝑡, 𝑠)définie par   l’équation   (3.6)satisfait aux conditions 

suivantes : 
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1. 𝐺(𝑡, 𝑠) > 0              𝑝𝑜𝑢𝑟                        𝑡, 𝑠 ∈ ]0,1[ 

2. Il existe une fonction positive𝛾 ∈ 𝐶]0,1[telle que : 

min
1/4≤𝑡≤3/4

𝐺(𝑡, 𝑠) ≥ 𝛾(𝑠) max
0<𝑡≤1

𝐺(𝑡, 𝑠) = 𝛾(𝑠)𝐺(𝑠, 𝑠)         𝑝𝑜𝑢𝑟        0 < 𝑠 < 1         (3,7) 

Démonstration : en observons l’expression de(𝑡, 𝑠) , il est claire que 𝐺(𝑡, 𝑠) >

0pour 𝑠 , 𝑡 ∈ (0,1). 

Dans ce qui suit nous montrons l’existence de  𝛾(𝑠).  

Premièrement pour 𝑠 ∈ (0,1), 𝐺(𝑡, 𝑠) décroit par rapport à 𝑡 pour 𝑠 ≤ 𝑡 et croissante  par 

rapport à 𝑡 pour 𝑡 ≤ 𝑠, par conséquence, en notant par 

𝑔1(𝑡, 𝑠) =
[𝑡(1 − 𝑠)]𝛼−1 − (𝑡 − 𝑠)𝛼−1

Г(𝛼)
,                   𝑔2(𝑡, 𝑠) =

[𝑡(1 − 𝑠)]𝛼−1

Г(𝛼)
, 

On a 

min
1

4
≤𝑡≤1−1/𝑛

𝐺(𝑡, 𝑠) =

{
 
 

 
 
𝑔1(1 − 1/𝑛, 𝑠)                                                𝑠 ∈ ]0,1/𝑛] ,                       

min {𝑔1(1 − 1/𝑛, 𝑠), 𝑔2 (
1

𝑛
, 𝑠)} ,              𝑠 ∈ [1/𝑛, 1 − 1/𝑛],      

𝑔2 (
1

𝑛
, 𝑠)                                                          𝑠 ∈ [1 − 1/𝑛, 1[ ,                   

 

Pour 𝑛 = 4 alors  

min
1/4≤𝑡≤3/4

𝐺(𝑡, 𝑠) =

{
 
 

 
 𝑔1 (

3

4
, 𝑠)                                                 𝑠 ∈ ]0,1/4] ,                                     

min {𝑔1 (
3

4
, 𝑠) , 𝑔2 (

1

4
, 𝑠)} ,              𝑠 ∈ [ 1/4,3/4],                               

𝑔2 (
1

4
, 𝑠)                                                 𝑠 ∈ [3/4,1[ ,                                     

 

Donc 

min
1/4≤𝑡≤3/4

𝐺(𝑡, 𝑠) = {
𝑔1 (

3

4
, 𝑠)                                               𝑠 ∈ ]0, 𝑟],

𝑔2 (
1

4
, 𝑠)                                                      𝑠 ∈ [𝑟, 1[ ,

 

=

{
 
 

 
 1

Г(𝛼)
{[
3

4
(1 − 𝑠)]

𝛼−1

− (
3

4
− 𝑠)

𝛼−1

} ,   𝑠 ∈ ]0, 𝑟],

1

Г(𝛼)

1

4𝛼−1
(1 − 𝑠)𝛼−1,                             𝑠 ∈ [𝑟, 1[,

 

Où1/4 < 𝑟 < 3/4 est la solution unique de l’équation 

[
3

4
(1 − 𝑟)]

𝛼−1

− (
3

4
− 𝑟)

𝛼−1

=
1

4𝛼−1
(1 − 𝑟)𝛼−1 

Deuxièmement, en utilisant la monotonie de  𝐺(𝑡, 𝑠) on a 
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max
0≤𝑡≤1

𝐺(𝑡, 𝑠) = 𝐺(𝑠, 𝑠) =
1

Г(𝛼)
[𝑠(1 − 𝑠)]𝛼−1    , 𝑠 ∈ (0.1) 

Ainsi  

𝛾(𝑠) =

{
 
 

 
 [

3

4
(1 − 𝑠)]

𝛼−1
− (

3

4
− 𝑠)

𝛼−1

[𝑠(1 − 𝑠)]𝛼−1
,                             𝑠 ∈ ]0, 𝑟]            (3.8)

1

(4𝑠)𝛼−1
 ,                                                                       𝑠 ∈ [𝑟, 1[          (3.9)    

 

La démonstration  est complète  

Définition 3.6 :   on dit qu’une fonctionnelle𝜃 continue non négative sur un cône 

𝑃 d’uneespace de Banach réel 𝐸  est concave si : 

𝜃(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≥ 𝑡𝜃(𝑥) + (1 − 𝑡)𝜃(𝑦)                                                           (3.10) 

Pour toute         𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 𝑒𝑡  0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

3.2   Résultats d’existence des solutions 

Dans cette section, nous imposons des conditions de croissance sur 𝑓qui nous permettent 

d’appliquer les théorèmes (2.10) et(2.11) pourétablir des résultats d’existence d’une solution 

positive pour problème (3.1) ;(3.2). 
Soit 𝐸 = 𝐶[0,1] muni de la relation d’ordre : 

𝑢 ≤  𝑣Si𝑢(𝑡) ≤  𝑣(𝑡)pour tout𝑡 ∈ [0,1]. 

Et de  la norme 

|𝑢| = max
0≤𝑡≤1

|𝑢(𝑡)|. 

On définit le cône𝑃 ⊂ 𝐸par𝑃 = {𝑢 ∈ 𝐸|𝑢(𝑡) ≥ 0}. 

Soit la fonctionnelle concave continue non négative 𝜃 sur le cone 𝑃 définie par 

𝜃(𝑢) = min
1/4≤𝑡≤3/4

|𝑢(𝑡)| 

Lemme 3.4.Soit  𝑇: 𝑃 → 𝐸 l’operateur défini par 

𝑇𝑢(𝑡) = ∫𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠          

1

0

                                                                      (3.11) 

Alors 𝑇: 𝑃 → 𝑃est complètement continue  

Démonstration : 

L’opérateur𝑇: 𝑃 → 𝑃est évidemment continue comme conséquence immédiate de la non 

négative et la continuité de 𝐺(𝑡, 𝑠)et𝑓(𝑡, 𝑢 ). 

Soit Ω ⊂ 𝑃 bornée  𝑖, 𝑒,  Il existe une constante𝑀 > 0 telle que ‖𝑢‖ ≤ 𝑀pour tout𝑢 ∈ Ω. 

SoitL = max
0<𝑡≤1
0≤𝑢≤𝑀

|𝑓(𝑡, 𝑢 )|alors pour𝑢 ∈ Ωon a 



Problème integro –différentiel non linéaire avec des conditions locales  

29 
 

 

|𝑇𝑢(𝑡)| = |∫ 𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠
1

0

|

≤ ∫|𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))|𝑑𝑠 ≤ ∫ max
0<𝑡≤1
0≤𝑢≤𝑀

|𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))|𝑑𝑠
1

0

1

0

≤  𝐿∫𝐺(𝑠, 𝑠)𝑑𝑠 

1

0

 

Donc 𝑇(Ω)est uniformément bornée 

D’autre part, étant donné 𝜖 > 0, supposons que 

𝛿 =
1

2
(
Г(𝛼)𝜖

𝐿
)

1

𝛼−1

 

Alors, pour chaque  

𝑢 ∈ Ω  , t1 , t2 ∈ [0,1] , t1 < t2  , et     t2 − t1 < 𝛿 , 

Nous allons montrer que  

|𝑇𝑢(𝑡2) − 𝑇𝑢(𝑡1)| < 𝜖. 

Ce que prouve l’équicontinuité de𝑇(Ω). 

Alors  

|𝑇𝑢(𝑡2) − 𝑇𝑢(𝑡1)| = |∫𝐺(𝑡2, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠 

1

0

−∫𝐺(𝑡1, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠 

1

0

| 

Par la relation de châle on a : 

|𝑇𝑢(𝑡2) − 𝑇𝑢(𝑡1)| = 

∫ [𝐺(𝑡2, 𝑠) − 𝐺(𝑡1, 𝑠)]
𝑡1

0

𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠 + ∫ [𝐺(𝑡2, 𝑠) − 𝐺(𝑡1, 𝑠)]
𝑡2

𝑡1

𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠

+ ∫ [𝐺(𝑡2, 𝑠) − 𝐺(𝑡1, 𝑠)]
1

𝑡2

𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠 

<
𝐿

Г(𝛼)
[∫ (1 − 𝑠)𝛼−1(𝑡2

𝛼−1 − 𝑡1
𝛼−1)

𝑡1

0

𝑑𝑠 + ∫ (1 − 𝑠)𝛼−1(𝑡2
𝛼−1 − 𝑡1

𝛼−1)
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑠

+ ∫ (1 − 𝑠)𝛼−1(𝑡2
𝛼−1 − 𝑡1

𝛼−1)
1

𝑡2

𝑑𝑠] 

<
𝐿

Г(𝛼)
[(𝑡2

𝛼−1 − 𝑡1
𝛼−1)∫ (1 − 𝑠)𝛼−1

𝑡1

0

𝑑𝑠 + (𝑡2
𝛼−1 − 𝑡1

𝛼−1) ∫ (1 − 𝑠)𝛼−1
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑠

+ (𝑡2
𝛼−1 − 𝑡1

𝛼−1) ∫ (1 − 𝑠)𝛼−1
1

𝑡2

𝑑𝑠] 

<
𝐿

Г(𝛼)
(𝑡2
𝛼−1 − 𝑡1

𝛼−1)∫(1 − 𝑠)𝛼−1 <
𝐿

Г(𝛼)
(𝑡2
𝛼−1 − 𝑡1

𝛼−1)

1

0

 

Dans ce qui suit, nous divisons la démonstration en deux cas  
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Cas1.    δ ≤ t1 < t2 < 1 : 

|𝑇𝑢(𝑡2) − 𝑇𝑢(𝑡1)| <
𝐿

Г(𝛼)
(𝑡2
𝛼−1 − 𝑡1

𝛼−1) 

≤
𝐿

Г(𝛼)

𝛼 − 1

𝛿2−𝛼
(t2 − t1)  

≤
𝐿

Г(𝛼)
(𝛼 − 1)𝛿𝛼−2𝛿       

≤
𝐿

Г(𝛼)
(𝛼 − 1)𝛿𝛼−1 ≤ 𝜖           

Cas2.    0 ≤ t1 < 𝛿, t2 < 2𝛿 

|𝑇𝑢(𝑡2) − 𝑇𝑢(𝑡1)| <
𝐿

Г(𝛼)
(𝑡2
𝛼−1 − 𝑡1

𝛼−1) 

≤
𝐿

Г(𝛼)
𝑡2
𝛼−1 

<
𝐿

Г(𝛼)
(2δ)𝛼−1 ≤ 𝜖 

Du Théorème d’Ascoli- Arzela, on en déduit que𝑇: 𝑃 → 𝑃est complètement continue. 

La démonstration est complète  

Théorème3.9.soit𝑓(𝑡, 𝑢)est continue [0,1] × [0,∞[ supposons qu’il existe deux constantes 

positives r2 > r1 > 0telles que  

(𝐻1)  𝑓(𝑡, 𝑢) ≤ 𝑀r2Pour(𝑡, 𝑢) ∈ [0,1] × (0, r2);                                         (3.12)    

(𝐻2)    𝑓(𝑡, 𝑢) ≤ 𝑁r1Pour(𝑡, 𝑢) ∈ [0,1] × (0, r1);                                           (3.13)  

Alors le Problème(3,1) , (3,2)a au moins une solution positive 𝑢 telle que 

r1 ≤ ‖u‖ ≤ r2 

Démonstration : par les lemmes (2.3) et (3.4) on sait que𝑇: 𝑃 → 𝑃 est complètement 

continue et que le  problème (3.1),(3.2) a une solution𝑢 = 𝑢(𝑡)si et seulement si 𝑢 résout 

l’équation i.e. 𝑢 = 𝑇𝑢pourappliquer théorème (2.10)nous séparons la démonstration en deux 

étapes  

Etape 1. SoitΩ2 = {𝑢 ∈ 𝑃/‖𝑢‖ < 𝑟2}. 

Pour𝑢 ∈ 𝜕Ω2, on a0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑟2pourtout 𝑡 ∈ [0,10]. 

Il découle de (𝐻1) que pour𝑡 ∈ [0,1], 

‖𝑇𝑢‖ = max
0≤𝑡≤1

∫ 𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠
1

0

≤ 𝑀r2∫ G(s, s)ds =
1

0

𝑟2 = ‖𝑢‖ 

Etape 2.  Soit Ω1 = {𝑢 ∈ 𝑃|‖𝑢‖ < 𝑟1}.   

Pour 𝑢 ∈ 𝜕Ω1on a 0 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑟1pour tout  𝑡 ∈  [0,1]. 

Par l’hypothèse (𝐻2)on a : 
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𝑇𝑢(𝑡) = ∫ 𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠
1

0

≥ ∫ 𝛾(𝑠)𝐺(𝑠, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠                                   
1

0

 

                                              ≥ 𝑁r1∫ 𝛾(𝑠)𝐺(𝑠, 𝑠)

3

4

1

4

𝑑𝑠 = r1 = ‖𝑢‖. 

Pour    𝑡 ∈ [1/4,3/4]. 

Donc 

‖𝑇𝑢‖ ≥ ‖𝑢‖   pour touty    𝑢 ∈ 𝜕Ω1 

Par conséquent, par(𝑖𝑖) du théorème (2.10) ,nous complétons la démonstration  

Exemple 3.10.Considéré le problème suivante  

𝐷0+
3/2
𝑢(𝑡) + 𝑢2 +

sin 𝑡

4
+ 1 = 0,                     0 < 𝑡 < 1            (3.14) 

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0                                                                              (3.15)   

On obtient   𝑀 = 4 √𝜋⁄ ≈ 2.25676 , 𝑁 ≈ 13.6649. Si on choisit r1 = 1 14⁄ , r2 = 1 on a 

   𝑓(𝑡, 𝑢) = 1 +
sin 𝑡

4
+ 𝑢2 ≤ 2.2107 ≤ 𝑀r2    pour    (t, u) ∈ [0,1] × [0,1], 

𝑓(𝑡, 𝑢) = 1 +
sin 𝑡

4
+ 𝑢2 ≥ 1 ≥ 𝑁r1    pour   (t, u) ∈ [0,1] × [0,1 14⁄ ], 

Avec l’utilisation du Théorème(3.9), le problème(3.14), (3.15) a au moins une solution 𝑢 

telle que1 14⁄ ≤ ‖u‖ ≤ 1. 

Théorème 3.10: 

Supposons que𝑓(𝑡, 𝑢)est continue sur[0,1] × [0, ∞[et qu’il existedes constantes0 < 𝑎 < 𝑏 <

𝑐 telles que les hypothèses suivantes sont valables  

(𝐴1)         𝑓(𝑡,𝑢) < 𝑀𝑎   𝑝𝑜𝑢𝑟   (𝑡, 𝑢) ∈ [0,1] × [0,a];                                                  (3.16) 

(𝐴2)         𝑓(𝑡,𝑢) < 𝑁𝑏   𝑝𝑜𝑢𝑟   (𝑡, 𝑢) ∈ [1 ∕ 4,3 ∕ 4] × [b, c]                                       (3.17) 

(𝐴3)         𝑓(𝑡, 𝑢) < 𝑀𝑐    𝑝𝑜𝑢𝑟   (𝑡, 𝑢) ∈ [0,1] × [0, c];                                                 (3.18)  

Alors, le problème(3.1), (3.2)a au moins trois solutions positives 𝑢1 , 𝑢2et 𝑢3avec  

max
0≤𝑡≤1

|𝑢1(𝑡)| < 𝑎     ,       𝑏 < min
1∕4≤t≤3∕4

|𝑢2(𝑡)| < max
0≤𝑡≤1

|𝑢2(𝑡)| ≤ 𝑐 

𝑎 < max
0≤𝑡≤1

|𝑢3(𝑡)| ≤ 𝑐      , min
1 4⁄ ≤𝑡≤3 4⁄

|𝑢3(𝑡)| < 𝑏 

Démonstration : 
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Nous montrons d’abord que toutes les conditions du lemme (3.2) sont satisfaites. 

Si𝑢 ∈ 𝑃̅𝑐, alors ‖𝑢‖ ≤ 𝑐 . L’hypothèse(𝐴3)implique : 

𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) < 𝑀𝑐  𝑝𝑜𝑢𝑟  0 ≤ 𝑡 ≤ 1. 

Par conséquence  

‖𝑇𝑢‖ max
0≤𝑡≤1

|∫ 𝐺(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠)𝑑𝑠
1

0
| ≤∫ 𝐺(𝑠, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠   ≤ ∫ 𝐺(𝑠, 𝑠)𝑀𝑐𝑑𝑠 ≤ 𝑐

1

0

1

0
, 

d’où : 𝑃̅𝑐 → 𝑃̅ .𝑐 . 

De la même manière si ∈ 𝑃̅𝑐  ,  alors l’hypothèse(𝐴1) implique : 

𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) < 𝑀𝑎 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1. 

Alors la  condition (𝐶2)du théorème (2.11) est satisfaite. 

Pour vérifier la condition(𝐶1) duthéorème (2.11), on choisit  

𝑢(𝑡) = (𝑏 + 𝑐) 2⁄ , 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 . 

C’est facile de voir que 

𝑢(𝑡) = (𝑏 + 𝑐) 2⁄ ∈ 𝑃(𝜃, 𝑏, 𝑐),    𝜃(𝑢) = 𝜃(𝑏 + 𝑐) 2⁄ > 𝑏, 

par conséquent,{𝑢 ∈ 𝑃(𝜃, 𝑏, 𝑐)|𝜃(𝑢) > 𝑑} ≠ ∅ . 

Donc, si𝑢 ∈ 𝑃(𝜃, 𝑏, 𝑐),alors 

𝑏 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑐   𝑝𝑜𝑢𝑟   1 ∕ 4 ≤ 𝑡 ≤ 3 ∕ 4. 

A partir de l’hypothèse(𝐴2)ona 

𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) ≥ 𝑁𝑏    𝑝𝑜𝑢𝑟  1 4⁄ ≤ 𝑡 ≤ 3 4⁄ . 

Donc 

𝜃(𝑇𝑢) = min
1 4⁄ ≤𝑡≤3 4⁄

|(𝑇𝑢)(𝑡)| ≥ ∫ 𝛾(𝑠)𝐺(𝑠, 𝑠)𝑓(𝑠, 𝑢(𝑠))𝑑𝑠 
1

0

 

> ∫ 𝛾(𝑠)𝐺(𝑠, 𝑠)
3/4

1/4

𝑁𝑏𝑑𝑠 = 𝑏  

𝑖. 𝑒. 𝜃(𝑇𝑢) > 𝑏   𝑝𝑜𝑢𝑟   𝑢 ∈ 𝑃(𝜃, 𝑏, 𝑐) 

Ceci montre que la condition (𝐶1)du théorème (2.11) est également satisfaite. 

D’après le théorème (2.11) et la remarque (2.1) le problème (3.1),(3.2) a au moins trois 

solutions positive 𝑢1, 𝑢2et 𝑢3satisfaisant   
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max
0≤𝑡≤1

|𝑢1(𝑡)| < 𝑎  , 𝑏 < min
1 4⁄ ≤𝑡≤3 4⁄

|𝑢2(𝑡)| 

𝑎 < max
0≤𝑡≤1

|𝑢3(𝑡)|    , min
1 4⁄ ≤𝑡≤3 4⁄

|𝑢3(𝑡)| < 𝑏     

La démonstration est complète  

exemple 𝟑. 𝟏𝟐: 

Considéré le problème suivant : 

𝐷0+
3/2
𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢) = 0,                     0 < 𝑡 < 1                                    (3.19) 

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0                                                                                         (3.20)   

Ou  

𝑓(𝑡, 𝑢) = {

𝑡

20
+ 14𝑢2                      𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑢 ≤ 1                  

13 +
𝑡

20
+ 𝑢                      𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑢 > 1                  

 

On a M = 4 √π⁄ ≈ 2.25676 ,    N ≈ 13.6649. 

En choisissanta = 1 10⁄ ,    b = 1,   c = 12, alors on a : 

𝑓(𝑡, 𝑢) =
𝑡

20
+ 14𝑢2 ≤ 0.19 ≤ 𝑀𝑎 ≈ 0.225     𝑝𝑜𝑢𝑟  (𝑡, 𝑢) ∈ [0,1] × [0,1 ∕ 10] 

𝑓(𝑡, 𝑢) = 13 +
𝑡

20
+ 𝑢 ≥ 14.05 ≥ 𝑁𝑏 ≈ 13.7   𝑝𝑜𝑢𝑟   (𝑡, 𝑢) ∈ [1 ∕ 4,3 ∕ 4] × [1,12] 

𝑓(𝑡, 𝑢) = 13 +
𝑡

20
+ 𝑢 ≤ 25.05 ≤ 𝑀𝑐 ≈ 27.1       𝑝𝑜𝑢𝑟   (𝑡, 𝑢) ∈ [0,1] × [0,12] 

Avec l’utilisation du théorème(3.10), le problème(3.19), (3.20)a au moins trois solutions 

positives𝑢1, 𝑢2et 𝑢3avec 

max
0≤𝑡≤1

|𝑢1(𝑡)| < 1 ∕ 10    , 1 < min
1 4⁄ ≤𝑡≤3 4⁄

|𝑢2(𝑡)| ≤ max
0≤𝑡≤1

|𝑢2(𝑡)| ≤ 12 

1 ∕ 10 < max
0≤𝑡≤1

|𝑢3(𝑡)| ≤ 12       , min
1 4⁄ ≤𝑡≤3 4⁄

|𝑢3(𝑡)| < 1    
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CONCLUSION GENERALE  

 

Dans ce  mémoire, nous avons étudié  l’existence et  de la solution positive d’un problème  

integro – différentiel  non linéaire avec des conditions locales par les différents théorèmes du  

point surtout le théorème du point fixe de Krasnoselski et ses dérivés.  
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