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Résume

Dans ce mémoire, nous ¢tudions 1’existence et des solutions
positives pour d’équations integro- différentielle fractionnaire
d’ordre @ non linéaire avec des conditions local pour 1 < a < 2

au moyen de quelques théoremes du point fixe.

Mots —clés : equation integro — differentielle fractionnaire, dérivée
fractionnaire au sens de Riemann —Liouville, dérivée fractionnaire
au sens de Caputo, théoreme de point fixe, principe de I’application

contractante, fonction de Green, la solution positive.



Abstract

In this paper , weinvestigate the existence of positive solution
for non linear fractional differential equation boundary value
probleme d ordera ,Wherel < a < 2. By means of somefixed —

point theoremes.

Keywords : local condition non linear fractional differential

equation ,Riemann -Liouville fractional derivative ,Caputo
fractional derivative, fixed —point theorem , the Banch contraction

principle ,Green’s function ,positive solution.
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LISTE DES NOTATIONS

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

R : Ensemble des nombres réels.

C: Ensemble des nombres complexes.

Q : Domaine bornée dansR .

L' : Espace des fonctions absolument intégrables.
[a, b] : Intervalle fermé deR d’extrémité a et b

C([a,b]): Espace des fonctions continues sur [a, b]

C™([a, b)) : Espace des fonctions f[a, b] = R dérivables n fois f™ continues.

AC([a,b]) : Espace des fonctions absolument continues sur [a, b]

AC™([a, b]) : Espace des fonctions f dérivables a I’ordre n — 1et telle que
f* 1 e Ac([a, b))

['(.): La fonction Gamma.

B(.,.): Lafonction Beta.

19f . Intégrale fractionnaire au sens de Riemann —Liouville d’ordre a > 0.

D*f . Dérivée fractionnaire au sens de Riemann —Liouville d’ordre a > 0.

°D*f: Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a > 0.
[l |l Lanorme.

[ ]: La partie entiere d’un nombre réel



ABREVIATIONS

EDF:

EDIF :

R.L:

Equation différentielle fractionnaire
Equation différentielle integro —fractionnaire

Riemann-Liouville



Introduction :

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul
classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la fin du
17¢™¢ siécle, 1’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul

différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole %pour désigner la
n®é™e dérivé d’une fonctionf. Quand il a annoncé dans une lettre a I’hopital (apparemment
avec I’hypothése implicite quen € N ) L’hopital a répondu :

n 1
K Que signifie——sin == 7>
Que signifie — o >
cette lettre de L hopital, écrite en 1695 est aujourd ‘hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire , et le fait que 1’hopital a

demandé spécifiqguement pour n = 3 c¢’est —a-dire une fraction (nombre rationnel)a en
fait donné lieu au nom de cette partie des mathématique

Les équations différentielles fractionnaires ont été d'un grand intérét récemment. Cela est
causé a la fois par la théorie du développement intensif du calcul fractionnaire lui-méme
et par lesapplications de telles constructions dans diverses sciences telles que la physique,
la mécanique, la chimie, I'ingénierie, etc. voirlHAEIAEI | contient.

il convient de noter que la plupart des articles et des livres sur le calcul fractionnaire sont
consacrés a l'autonomie des équations différentielles fractionnaires initiales linéaires en
termes de fonctions spécialest®l[5]7] récemment, certains articles traitent de I'existence et
de la multiplicité de solution (ou solution positive) d'équation différentielle fractionnaire
initiale non linéaire par l'utilisation de techniques d'analyse non linéaire (théoremes du
point fixe, théorie de Leray-Shauder, etc.), voirllol10][11]

Cependant, il y a peu darticles qui considérent le probléeme de type Dirichlet pour les
équations différentielles ordinaires linéaires d'ordre fractionnaire, voir [*4[3]

Aucune contribution n'existe, a notre connaissance, concernant l'existence et la
multiplicité des solutions positives du probléme suivant :

D§ u(@®) + f(tu(®) =0 0<t<1 (1.1)
u(0)=u(1) =0 (1.2)

OU 1 < a <2 est un nombre réel, Dy, est la différenciation standard de Riemann-
Liouville et f:[0,1] x [0, ) — [0, c0)est le continu.

Dans cet article, nous dérivons d'abord la fonction de Green correspondante. par
conséquent le probleme (1.1),(1.2) est déduit a une équation intégrale de Fredholm
équivalente du second type.

Enfin, au moyen de quelques théoréemes du point fixe, I'existence et la multiplicité des
solutions positives sont obtenues.



I ‘objectif principal de ce mémoire est 1I’étude I’existence et unicité de la solution d’un
probleme intégro-différentiel non linéaire avec des conditions locales

Ce mémoire se compose en trois chapitres :
Le premier chapitre: dans ce chapitre on présente quelques définitions et propriétés :

La fonction gamma et Beta, I’intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire au sens
Riemann-Liouville et Caputo et leurs propriétés.

La deuxieme chapitre: dans ce chapitre on parle des théorémes du point fixe les plus
connus a savoir : le théoréme de point fixe de Banach et schauder et krasnoselskii.

Le troisieme chapitre: est consacré a Iétude de I’existence et I'unicité de la
solution du probléme suivant
D u(t) +f(tu(®)=0 0<t<1

u(0) =u(1) =0



CALCUL FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre, nous donnons quelque concepts de base du calcul intégral
fractionnaire. Nous commencons par les fonctions spéciales : la fonction Gamma et la
fonction Béta qui jouent un r6le tres important dans la théorie du calcul fractionnaire et
nous terminons par présenter deux approches des dérivées fractionnaires

Celle Riemann —Liouville et celle de Caputo.



CALCUL FRACTIONNAIRE

1.1 Fonction spéciale :

Cette section contient les définitions est quelques propriétés de la fonction Gamma et la
fonction Beta

1.1.1 La fonction Gamma :

Définition 1.1 :[3l134] Soijt x € R} et la fonction Gamma est définie par 'intégrale suivant
+o0
r'(x) = f t*le tdt (1.1)
0

Proposition 1.2. Pour tout x > 0
'x+1) =xI'(x) (1.2)
Démonstration :

On peut démontrer (1.2) par intégration par partie on a

+oo

r'x+1)= f t@x+D-1 o=t
0

400
=f t¥ e tdt
0

+co
= [-t¥e t)¢° + xf t*le tdt
0

= xI'(x)
En particulier vn € N*
r'n)=m-1)!
En effet I'(1) = 1, alors d’aprés (1.2) on obtient
re)=1r@)=1!
rQ) =2r(2) = 2!
r4)=3.r@3)=23!
rn+1) =nrT)
=n(n—1)!

=n!
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Ona
F(0+) = 4o
Démonstration :
On peut démontrer, d’aprés (1.2) on a
'x+1
reo =&t

'x+1)

lim I'(x) = lim
x—-0% x—0* X

lim I'(x) = 4o
x—0*%
Exemple.ona I (3)=vr
En effet : D’aprés (1.1) nous avons
1 +oo 1
1‘<—> =f t T *zetdt
2 0
On pose que t = y?, alorsdt = 2ydy alors
1 too 2
I“(—) = ZJ- e dy
2 0
Donc

1 +00 400 5 5
r(gr=af [ et axy
0 0

L’¢équation est une intégrale double, qui peut étre évaluée en coordonnées polaires pour
obtenir

Donc

1.1.2 La fonction Béta

Définition 1.3 :[13][15] SOitx,y > 0, la fonction Béta est définie par :
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1
Lx,y) = j e¥ 1 (1—t)Y dt
0

Remarque. La fonction Béta est symétrique i. e

B(x,y) = B(y,x)

(1.3)

Proposition 1.4 :[14]on peut définie la fonction Béta par des termes de la fonction Gamma

_Trr)
ﬁ(x.y)—m x,y € R,

Démonstration :

+00 400
reriy) = f f t* 1ty le~te t'qtdt’
0 0

+00 +00
= f x-1 U 'Y La|e+t] dt’) dt
0 0

En effectuant le changement de variables
T=t+t

On trouve

rere) = |

+o00 +o00
t*1 dtf (r—-t)Y te %dr
0 t

+ oo t
=f e‘Tdrf (t—t)Y 1t* 1dt
0 0

t - \
Onpose 6 = —,onarrive a

(1.4)

r(x)ry) = e tdrt ( (t—07)Y ()" 1t dH)
e dr( (1 — 6))?-1*1 xd@)
et dr< (1-6)y-1gx1 Tx+y—1d9>

+o0 1
= f t¥tv-le (s <f (1—09)y-1px1t d9>
0 0

+ 00
= ﬁ(x,y)f T¥tV-letdr
0



CALCUL FRACTIONNAIRE

=BG,y (x +y)
Donc
_re)ry)
[))(x,J’) - I-.(x +y)
1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b] :

Définition1. 5. [16l171181Sojt £ une fonction continue sur Pintervalle [a, b], on considéré
I’intégrale suivant :

b

IOF(t) = f F(0dx

a

t x
IPf(@) = f dt f f(wdu
a a
En permutant 1’ordre d’intégration, on obtient
t
@5 = [ -
a

Plus généralement le nié™e jtéré

1™ f(6) = ftldtlftzdtz ...J-tn_lf(tn)dtn

a a

IMf(t) = ft(t — D" f(Ddt (1.5)

(n—1)!
Pour tout entier n

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’aprés la propriété de Gamma
r'n) =(n-1)!
ona:

a _ 1 ‘ (a—1)

1) = s j (t - D@D f()dr (16)
Telle que a > 0.
Remarque :

Si @ = nest un entier, alors/}, correspond a la définition usuelle de I’intégrale d’ordre entier.
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1.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann —Liouville

Cette parte contient les définitions et quelques propriétes des intégrales et dérivée

fractionnaires au sens Riemann- Liouville

Définition 1.6 :[15][19]soientf:[a, b] = R I’intégrale fractionnaire de Riemann Liouville

d’ordre a > 0 définie par :

1 t
SO = 1os f (t — D)« f(D)dr

Est appelle intégrale fractionnaire a gauche de Riemann-Liouville d’ordre a.

19 () = f (t—0%1f(Ddr beR

I(a)

Est appelée intégrale fractionnaire a droite de Riemann-Liouville

1 t
SO = Focs f (t — DL f(D)dr

Dans tout ce que suivra on note I, f(t) =I1%f(t)
Propositionl.7 :[16]

LI%F@) = f(0)

21%(f + ag) () = 1%f(t) + al*g(t)

ACIBF(t) = 1B F (L)

Démonstration :

On peut démontrer (1) :

Soient a > 0 f une fonction de class C([a, b]) ,alors :

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a est

1Y@ = o [ €= 0@

Sia=0
IPlf®] =1f®] = f©®
On peut démontrer (2) :
Ona
1 t
(F + ) () = s | (€= D% (f + ag)@ir

(1.7)

(1.8)

d’ordre «a .
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1 t a t
- WL (t — T)dr + @L (t — D) g(D)dr
= 1°f(t) + alPg(t)
On peut démontrer que la propriété (3)
Soit @, 8 > 0
IANIGIE F(a)lr(ﬂ) fa t G _d:)a_l at = f(z))l_ﬁ du

Or f € Cla, b], d’aprés le théoréme de Fubini on et par le changement 7 = u + s(t — u)

On obtient

du

B(a,pB) ft fw)
rre) ), @—w~

=1“Pr)

14|12, 0] =

1.2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville :

Il existe plusieurs définitions de dérivée fractionnaires. Dans cette partie on va présenter la
dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et Caputo , qu’est plus utilisée

Définition 1.8 :[2Soitf une fonction intégrable sur [a, b] alors la dérivée fractionnaire
d’ordre a avec (n = [a] + 1) au sens de Riemann-Liouville est définie par

a .
DAf() = —= (1" (©)
1 dTl t e
- e, O O -

Propriétés 1.9 :[13]20]

1- Da.f () =f(®)
- VO<a<l Df(t)=-1""%f(t)
3- Soit f et g deux fonction dans L![a, b] et A a valeurs dans R :

DEAf + g)(t) = ADAF(¢) + D%g(t)

4- Si f € L'[a, b] alors D*I®f(t) = f(¢)

5-  Sif € L'[a, b] et ""%f(t) € AC™[a,b]
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n-1 ;
ana _ (x — a)]—n+0£ . i jin—-a

]:
Donc

I1°Def(t) = f(t) + C;t* 1+ Cpt®* 2 + -+ Cyt* N pour C,ER,i=1..... N

N
1°Def(t) = f(x) + Z Cyt® N (1.10)
I=1

6- Sia > B > 0alors pour f € L'[a, b]

DEDf(t) = 1°7Ff (1)
Démonstration :
On va montrer que la propriété (1) est vraie

Soita > 0, f de class C et t > 0 alors nous définissons la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville d’ordre a:

n

DUIF(] = 3o UETF O]
OUa=n,etn=[al]+1,sia=0
D [f®I=1[f®]=f®
On va montrer que la propriéteé (2) est vraie

Soit f une fonction intégrable sur [a, t] alors la dérivée fractionnaire d’ordre « tell que (n —
1 < a < n) au sens de Riemann- Liouville définie par :

1 d

n t
D*f(t) = mﬁfa (t =" f(v)dr

On va montrer que la propriété (3) est vraie
La linéarité :
Soient f,g € L'et 1 € Retona D%*f(t) = D¥[" %
DY(Af + g)(©) = DM *[Af (1) + g ()]
Comme la dérivée n'®™e et I’intégrale sont linéaire alors :
D*[Af () + g(©)] = AD™M™%f(¢) + D" %g(¢)

= ADYf(t) + D%g(t)

10
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= AD™MMYf (1) + g(0)]
On va montrer que la propriété (4) est vraie
Si f € LY[a,b] alors  DI*f(t) = f(t)
Ona

_ Na-1
DEIAf(E) = £(6) - % lim(7*=f)(0)]

Comme f est continue et d’apres
{ijgl[ll‘“f](t) =0
On a la limite tend vers 0 donc
DUI*f(6) = f(©)

Remarque. Si0 < a < 1etn =1 laderivee fractionnaire au sens de Riemann —
Liouville est donnée par :

DUf () = ———

)dtf (t—1)- “f(r)dr——(l “£(0))

Exemple

1-La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens Riemann- Liouville

La dérive d’une fonction constante au sens de Riemann- Liouville n’est pas nulle ni constante

maisona:
D%c = ;(t —a) *?
ra+a
Démonstration :
pac = & ey 2 41
€= dtn dt"TI’'(n — a)
dn 1

t
_ t— n—-a—1
dt" T (n— a) fa O cd

B dn c (t—m)n et t

dt"I'(n—a) (n—a)(—1)|,

_ar 1 N (t— a)"_“]

S dt"I(n—a) n—a
dn

= (t — n—-«a
dt"I'(n — a) (t=a)

11
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c n

- rn—a)(n—a) (dt" (€= a)n—a>

Ona
r(1+t) =tr(t)
Et
1 n! 2
— n— TL—
y=x"=y =nx =y (n—2)'
Et
n!
m _— n—-m
Y (n —m)!
Donc
0. c (n—a)! (t — ayr-am
I'm+1—a)(n—a—n)!
3 c
T I'(n+1l-a)
Et
I'n+a) =n!
Donc
c rn+1-—a

- r'nh+1—a) (—a) (t=a)™

—_ c —-a
“ra—apt

B c
T -a)(t—a)“

0

2. La dérivée fractionnaire de f(t) = (t — a)?au sens Riemann —Louville

Soitf(t) = (t — )P telle que B > —1 soit & un nombre non entier telle que « = [n] + 1 ona

DF(e) = j (t — )" f(r)dr

( a) dt™

< — n—-a— _ ﬁ
F(n—a)dtnf(t T) Lt —a)fdr

On fait changement de variable suivant T = a + s(t — a)

12
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Def(t) = @ dt"f (t—a—s(t—a)" % s(t—a)f)(t— a)ds
1 1
_ n—a+p B _ \n-p-
= Tn— ) do ( a) ]0 sP(1—y5) lds
dn g TB+DIr(n—a)
— —(t — a)n a+pf
Ir'n—a)dtm r+n—a-—1)

B rig+1) dn
T T(B4An—a+1)dtn

(t _ a)n—a+,6’

Sachant que

n

W(t AV =B -a+n)B-—a+n—-1)..(B—a+2)B—a+1)(t—a)l @

3 rig+1)
" TB+n—a+1)

(t —a)f=—«

Remplacant cette derniére relation

rg+1) dm™

— _ n—a+p
F(,6’+n—a+1)dt”(t Qe
Onaura
u _ Ir@G+Dr(-—a+n+1) Bea
Df(t)_F(ﬁ+n—a+1)F(ﬂ—a+1)(t_a)
Donc
. . rg+1 a
D f(t)—m(t—a)ﬂ

1.2.3 La derivée fractionnaire au sens de Caputo :

Définition.1.11 : [20] Soient @« € R,n € N* telle quea>0 , n—1<a<n et f€
C™[a,b] la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a notée par D*f(t) est définie
par

‘Drf(t) =

1 ‘ -a-—1 n
F(n_a)fa(t—r) f™(0)dr (1.11)

1 ARG
C I'(a—n) ), (t—1)a+i-n

drt

am
=1"" ﬁf()

13
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Avec o = [n] +1

Remarque. Si0 < a <1alorsn =1 ladérivée fractionnaire au sens de Caputo est
donnée par :

cna — —ai
DUf(t) =1' @

— 1 ‘ —-a £(1) dr = [« f'
—mfa(t—r) FO@)dr = 9 (1)

Exemple
i.La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Caputo

La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante f = c est nulle *D*C = 0

Démonstration

1 t .
:r(n—ooja(t_” 1

Car

dn

darn T
Donc

‘D% =0

ii.La dérivée fractionnaire d’une fonction f(t) = (t — a)Pau sens caputo
Soit f(t) = (t —a)P avec f > 0pour 0 <a < 1

Ona

1 t
D) = s | (=" @de

T A GO

Sachantque § > n

14
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ﬁ(f—a)ﬁ—(ﬁ—l)(B—Z) (B-n+DHE-a)f™

Remplacent cette dernier relation dans

t
‘Df(t) = o= a)f (t — )" * 1 (7)dr
On aura
r 1
D) = f )" 1(3—++)1)(r—a>ﬁ-” dr

Faisant le changement de variable 7 = a + s(t — a)

rg+1 1
CDaf(t) = I a;‘z(ﬁ _)n n 1)]0 (t — a)n_l—a (1- S)n—l—ads
B rig+1) rg-—n+1Drn-a Bea
" TI'n—-ar(B-n+1) T(B-n+1) (t=a)
- . rg+1) _ pa
D f(t)_—r(ﬁ—n+1)(t a)
Propriétésl.12[17]
1. ‘DEIYf(t) = f(b)
2. ‘DEf(t) = —f(t) a entier

datn
3. Si f € AC™[a, b] et @ > 0 alors por tout x € [a, b]

n—

1% Daf(6) = () - Z

k=0

4. paCpBF(t) = DIHBF(t)
Démonstration
On peut démontrer que la propriété(1) est vraie
Ona
DEI*f(t) = I""*D"f(¢)
= ["eDpN A F(t)
= [ragang ()
15



CALCUL FRACTIONNAIRE

DUIf(t) = f(D)

On peut démontrer que la propriété(2) est vraie

-Suppose que D*f(t) = 0 pour tout k € {0,1,2,...,n — 1} et soient a > 0 si “DYf et D¥f

existent

Ona

Donc

cna — dn
DAF() = £ (1)
dn — DCZ ]n—a dn
o [(©) = DAF() = " ()

dTl
DIf) = = £

-Si f € AC™[a, b] et « > 0 alors por tout x € [a, b]

Ona

fE@)
k!

(x — a)¥

n-1
1 DY) = f(5) — )
k=0

n—-1 k
D) = DF() = ) 2 fHCx - @)
k=0

n-1 .
(DI = [1Df () = D e = a)]
k=0
dn n_lxk
=] (W In—a)f(t) _ ka(x _ a)
k=0
n-—1
ar xk
=Tl (f(t)— Efk(x—a)>
k=0
n—1xk
= f(t) - Z Ff"(x— a)
k=0

Si0<a,B<1laveca+p < letf € C'[a,b] alors

cpa CDﬁf(t) — CDa+'8f(t).

D’apes la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, On a

16



CALCUL FRACTIONNAIRE

CDa( cDgf(t)) _ cpa (In—ﬁan(t))
= ["7eD™ (I"FD™ £ (1))
_ @B pn pn £(p)
= [=(@B)pn £(¢)
= DPf(D)
Donc
‘D= DFf(t) = “DUFf (1)

1.2.2 Larelation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville et Caputo :

Le théoréme suivants établie la relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville et celle de Caputo

Théoreme 1.13 :[13],[20]

Soit n—1<a <n(neN)eta >0, supposons que f est une fonction telle que la dérivée
fractionnaire d’ordre a de caputo et Riemann-Liouville existe alorson a les formules
suivantes:

. - th—a -
DEF() = DUF(E) ]Zomf (@ (112)
c <@
Def(e) = D% |f(©) = ) == fP(x - ) (1.13)
k=0
Démonstration
A La série de Taylor f au voisinage de 0 est
fl( ) t2 3 t" —

FO = £ + 24 20 4+ 5 4 b o T R

— o tk k
= me (0) + Ryq
k=0

En utilisant les propriétés intégration d’ordre n, on a
‘froe-ont
Rna = f (n—1)!

dr = I"fn(t)

17



CALCUL FRACTIONNAIRE

D’ou en utilisant la linéarité d’opérateur de Riemann-Liouville on a

n—1 tk
D F4(0) + Ros
k=0

PEFO=D% ) tev D

Dtk
= Z f®(0) + D*R,_,
k=0

T'(k + 1)tk wmen
:kzzor(k+1)1“(k—a+1)fk(0)+w )

t —xfnnpna
=kzzor(k_—a+1)fk(0)+1 frDef(t)
n-l thk—a
— R o) |4 cna
=D ta—a @+ D
k=0
n-1 th—a
Def(t) = mfkm) + DYF()
k=0
Donc :
n-1 thk—a
D) = D) = ) gy 4O DU D)
k=0
B. Pour démonter la formule

‘DYf(t) = D*

n-1 k
F© - > 0 i a>]

k=0

On utilise la relation de dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville et la propriété de linéarité
de I’operateur de Riemann- Liouville

—-a

n-1 k
DY) = DY) = ) r——s
k=0

a+1) (@

n—1

I'(k + 1)tk-«
£iT(k+ DMk —a +1)

= D*f(¢t) - f(0)

n—1
Dtk
= DUf(t) — RZOF(" 5/ ©

-1

0 rk
- L@ g a)]
k

—_ a
=D k!
=0

18



CALCUL FRACTIONNAIRE

Donc on voit que la dérivée de Riemann-Liouville est différente de celle de Caputo,
cependant il existe un cas particulier ou les deux dérivées sont egales.

Cas particulaire : sif*(a) = 0 pour (k =0,1,2,..,n—1),alorson a

Propositionl.14. Supposons que

‘Drf(¢) = D*f(6)

0<a<n, B=a—-(n-1),(0<p<1ne

N, a,pB € Ret soit la fonction f telle que °D*f(t) existe, alors

cDaf(t) — CD[; CDn_lf(t).

Démonstration

On remplace 8 para, et n — 1 par n dans D% °DF = °Da+Bf(t) = DB “Def(t)

Alors

cDﬁDn—lf(t) — CDB+n—1f(t)

— CDa—(n—1)+n—1f(t) — CDaf(t)

Voici un résumé de ce que ona vue :

Proposition

Riemann_ Louville

Caputo

Représentation

n

d
D*f(t) = Wln_a

cna — n—ad_n n
DEF() = 1"~ f1(6)

Linéarité

D*(Bf + 9)(¢)
= BD*f(t) + D%g(t)

‘DX (B f+9)®)
=B Df(t) + D*f(t)

Interpolation

Jim Df (&) = ()
Lim D(t) = fr7H(t)

Jim “Df() =" ()
lim “Df (&) =f"H(0)

- f1(0)
_ - .
Non comitative Q) =D @) | (DU O
o & = (DD
= DU () o

% (D)D)

f(t) = ¢, c constante Dtc = ¢ (t—a)~@ ‘DAC =0
ri+a)

19



QUELQUES THEOREMES DE POINT FIXE

Le but de ce chapitre est de donner quelques théorémes du point fixe qu’on a utilisé dans ce
mémoire. On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théoreme du
point fixe de Banach pour les applications contractantes qui assure I’existence de ’unicité.
On verra ensuite les théoremes de point fixe de Schauder et de krasnoselskii.



QUELQUES THEOREMES DE POINT FIXE

2.1 Théoreme du point fixe de Banach

Dans cette section, nous présentons des théoremes de point fixe qui seront utiles dans notre
travaille pour I’existence et I’unicité de solution d’un probléme integro — différentielle non
linéaire a condition local

2.1.1 Théoreme de I’application contractante
Définition 2.1:2Y(point fixe)

Soit Y une espace de Banach et T:Y — Y.une application continue, on appelle point fixe de T
tout point u tel que

T(w) = u. (2.1)
Définition 2.2 :[19][21](Application Lipchitziennes)

Soit Y une espace de Banach, muni de la norme ||. ||y et T:Y — Yune application continue,T
est lipchitzienne, s’il existe une constante positive K telle que K > 0 et

vx,y € E,IT(x) =Tz < Kllx — yllg (2.2)
Théoreme 2.3 :[19](Application contractante)

Soit Y une espace de Banach et T: Y — Y une application continue, on dit que T est
Contractante si T est lipchitzienne de rapport 0 < K < 1:

J0<K<1: Vxy€eE: [T -TOlg<Kllx—ylg (2.3)
2.1.2 Principe de ’application contractante

Théoreme 2.4 :[19] (le théoreme de point fixe de Banach)

Soit T un opérateur contractante dans un espace de Banach E alors T admet une point fixe
unique u dans E

FueE:Tw)=u (2.4)
2.2. Théoréme du pont fixe de Schauder :
Définition 2.5 : soitT: Y — Fun opérateur telle que

- T est compact si I’image par T de tout borné de Y est relativement compact (¢’est-a-
dire que son adhérence est compact) dansF
- T est dit complétement continue s’il est continu et compact.

Théoreme2.6. (théoreme de point fixe de Schauder)

Soit € un sous ensemble fermé et convexe d’un espace de Banach E etf:C — Cune
application continue telle que f(C) est relativement compact. Alorsf posséde un point fixe
plus généralement, siC est un compact convexe alors toute fonction continue de C sur C
posséde un point fixe.
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QUELQUES THEOREMES DE POINT FIXE

2 .3 Théoreme du point fixe de krasnoselskii

Théoréme 2.7.24(Arzela-Ascoli)

Soit Q < C([0, b], R™) A est relativement compact si :

1- Q est uniformément bornée, si : il existe M > 0 telle que :

IF (Ol < M,vt € [0,b]et f€Q (2.5)
2- A est équicontinu c'est-a-dire que pour tout € > 0 il existe § > 0

Vty, t, € [0,b],[t; —t,] <=2 |If(t) — f(t)I < &, Vf € Q (2.6)

Théoreme 2.8 :Z(krasnoselskii)
SoientC une sous-ensomble d’un espace E etf,g:C = E:

- C :fermé, convexe.
- E:espace de Banach.
- fet g sont continue, f contraction etf(x) + g(y) € C Vx,y € C.

Alors f + g admet un point fixe u dans C tel que f(u) + g(u) = u.
Définition 2.9.Soit Pun cone et une partieP deE
Qui est stable pour la multiplication par tout réel positive

P={x / VvVt > 0tn € P} (2.7)
Proposition 2.10.P: E — Fest compact si P est continue
V M Bornée de E = P(M)est relativement compact

Operateur compact =>operateur complétement continue

2.3.1  Théoréme de Krasnoselskii d’expansion et de compression d’un cone
Théoreme 2.10.1241

Soit E un espace de Banach P < Eun cbne et ,, Q,deux boules ouvertes bornées de
E centrées al’origine avec ; € Q,supposons que A: P N (Q, \ £,) — P est un operateur
complétement continue de sorte que

DAx] < llx]l ,x € P noQ,Et||Ax|| = ||x]| ,x e PN aQ, (2.8)
@ AxI = llxll ,x € P noQEt||Ax|| < ||lx|| ,x € P ndQ, (2.9)

Alors Aa un point fixe dans P N (Q, \ Q;)
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QUELQUES THEOREMES DE POINT FIXE

Théoréme 2.11.1°I(Une autre version)

Soit P un cone dans un espace de Banach réel E,P. = {x € P| ||x|| < c} et 6 une fonction
concave continue non négative sur P telle que 8(x) < ||x|| pour tout x € P.et P(8,b,d) =
{x € P|6(x), ||x|| < d} Supposons que A: P. — P. est complétement continu et il existe des
constantes0 < a < b <d < c telleque:

(C){x € P(6,b,d)|0(x) > b} + OetO(Ax) > bpour x € P(6,b,d); (2.10)
(CHINAx]| < a Pour x < a; (2.11)
(C3) 6(Ax) > b Pour x € P(6,b,d) avec ||[Ax|| > d (2.12)

Alors A a au moins trois points fixe x4, x,, xsavec
lxill <a ; b<6(xy); avec 0(x3)<b.

Remarque 2.12 : Si d=c, alors la condition (C;) du théoréme (2.10) implique (C3) du
méme théoreme.
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PROBLEME INTEGRO —DIFFERENTIEL NON LINEAIRE AVEC DES CONDITIONS
LOCALES

Ce chapitre est consacré a 1I’étude de 1’existence des solutions d’un probléme integro-
différentiel non linéaire avec des conditions locales.



Probléme integro —différentiel non linéaire avec des conditions locales

3.1 Présentation du probleme

On s’intéresse dans ce chapitre a un probléme fractionnaire P engendrée par I’équation
suivante :
D¢ u(®) + f(tu(®))=0 0<t<1 (3.1)

Ou 1 < a < 2 est un nombre réel
Avec les conditions locales
u(0)=u(l) =0 (3.2)
Dy Est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre aet
f:10,1] x [0, ) — [0, )Une fonction continue

Lemme3. 1 : [6]supposons queu € €(0,1) N L(0.1) eto>0, alors I’équation la différentielle
fractionnaire

D¥u(t) = y(t)
a une solution unique donnée par :
u(t) = I%y(t) + Ct* T+ Cpt* 2 + -+ Cyt* N pour C, ER,i =1...... N

Démonstration : 1l suffit d’appliquer 1’operateur d’intégration fractionnaire et d’appliquer
les propriétés de la dérivée fractionnaire de R.L.

En appliquant le lemme (3.1) ona:
Lemme 3.2: Soit y € C[a, b] et 1 < a < 2, la solution unique de

D*u(t) +y(t) =0, 0<t<1, (3,4)
u(0) =u(1) =0, (3.5)

Est donnée par :
1

u(e) = f G(t, s)y(s)ds

0

Ou

If[t(l -]t = (t -5
I'(a) ’
G(t.s) = 4'( [t(1 — 5)]e-1

M@

(3,6)
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Démonstration
Puisque y € Cla, b] et 1 < a < 2, Nous prouvons applique le lemme (3.1) :
On a

u(t) = —1%y(t) + C;t* 1+ C,t* 2 pour C,€ER,i = 1,2

En appliquant la définition de la dérivée au sens de Riemann Liouville
t
(t _ S)C(—l

r@) y(s)ds

1%y(t) =
on obtient les constantesCy, C, € R.

Supposons queC, = 0,les conditions aux limites u(0) = u(1) = 0 alors

1
_ aa-1
u(l) = —f%y(s)ds +Cit*1=0

Donc
(-5t
€, = !Wﬂs)ds

AlorsC, =0,C, = fol(l —5)* 1 y(s)ds/I'(a). Donc la solution unique de probleme (3.4).
(3.5) est :

B (t— )(x 1 ( _S)a—lta—l
u(t) = — r@ ———y(s)ds +.f r@ y(s)ds
D’apres la relation de chale, on a :

t t 1

B (t _ S)a—l (1 _ S)a—lta—l (1 _ S)a—lta—l

u(t) = J —F(a) y(s)ds + r@ y(s)ds + J r@ y(s)ds

t 1— a-1 __ _ a—-1 1 1-— a-1

=f0 [t(1 —s)] — (t—s) }/(S)d5+£ [t( F(:3] J(s)ds

= JlG(t, s)y(s)ds
0

La demonstration est complete.

Lemme 3.3 : lafonction G(t, s)définie par 1’équation (3.6)satisfait aux conditions
suivantes :
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1. G(t,s) >0 pour t,s €]0,1]
2. 1l existe une fonction positivey € €]0,1[telle que :
i > = 0<s<1 3,7
1/&1;23/46(1:,3) > y(s) &1.;15)(16(15, s) =y(s)G(s,s) pour s (3,7)
Démonstration : en observons 1’expression de(t, s) , il est claire que G (t,s) >
Opour s, t € (0,1).

Dans ce qui suit nous montrons 1’existence de y(s).

Premiérement pour s € (0,1), G(t,s) décroit par rapporta t pour s < t et croissante par
rapport & t pour t < s, par conséquence, en notant par

[t(1 =)' = (=5 _ [t =)
gl(t,S) = F((Z) ) gz(t: S) - T)
Ona
( 91(1—=1/n,s) s€lo1/n],
| 1
min Gt s) 4 min {gl(l —-1/n,5), 9, (— s)} s€[1/n,1—-1/n],
LStsi-1/n | 1
ng( ) se1-1/n1[,
Pour n = 4 alors
3
rg1 (Z,S> s €]0,1/4],
3 1
1/4{2213/46(&5) =< min {gl (Z,s) g2 (Z'S)}' s€[1/4,3/4],
1
|92 (ZS> s € [3/41],
Donc
3
91 (Z»S) s €]0,7],
1/4{12293/46(1:' s) = 1
o g2(1,5> s € [r1],
( 1 3 a—-1 3 a-1
jF—CX){Z(l_S)] —(Z—S) }, SE]O,T‘],
- I LL 1 —g)¢1 E[ 1[
Ty a=— =9 CE

Oul/4 < r < 3/4 est la solution unique de 1’équation
a—1 a—-1

T

Deuxieémement, en utilisant la monotonie de G(t,s) ona
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max G(t,s) = G(s,s) = L[5(1 —s)]%1 ,s€(0.1)

I['(a)
Ainsi
( [3 a-1 3 a—1
| [Z(l_s)] _(Z_S)
y(s) = 4 [s(1 —s)]* 1 ' s €]0,7] (3.8)
1
Ik(4s)a-1 ' s€[r1] (3.9)

La démonstration est compléte

Définition 3.6 : on dit qu’une fonctionnelle@ continue non négative sur un cone
P d’uneespace de Banach réel E est concave si :

O(tx+ (1 —t)y) =2t0(x) + (1 —-t)6(y) (3.10)
Pour toute x,y€EPet 0<t<1

3.2 Résultats d’existence des solutions
Dans cette section, nous imposons des conditions de croissance sur fqui nous permettent
d’appliquer les théorémes (2.10) et(2.11) pourétablir des résultats d’existence d’une solution
positive pour probléme (3.1) ;(3.2).
Soit E = C[0,1] muni de la relation d’ordre :

u < vSiu(t) < v(t)pour toutt € [0,1].
Et de la norme

lul = max [u(®)].

On définit le coneP c EparP = {u € E|u(t) = 0}.
Soit la fonctionnelle concave continue non négative 8 sur le cone P définie par

0 = i t
W = min lu(®)l

Lemme 3.4.Soit T: P > E 1’operateur défini par
1
Tu(t) = f G(t, s)f(s,u(s))ds (3.11)

0
Alors T: P — Pest complétement continue

Démonstration :

L’opérateurT: P — Pest évidemment continue comme conséquence immédiate de la non
négative et la continuité de G (¢, s)etf (t,u ).

Soit Q c P bornée i,e, Il existe une constanteM > 0 telle que ||u|| < Mpour toutu € Q.
SoitL 0=<tr£11ax|f(t,u )]alors pouru € Qon a

OsusM



Probléme integro —différentiel non linéaire avec des conditions locales

|Tu(t)| = 1G(t, s)f(s, u(s))ds

f|G(t s)f(s,u(s))|ds < J-l max |G(t,5)f (s,u(s))]|ds
0 osush

L f G(s,s)ds

0

Donc T (Q)est uniformément bornée
D’autre part, étant donné € > 0, supposons que

=329

u€e,t,t, €[01],t; <t,,et t,—t; <6,
Nous allons montrer que

Alors, pour chaque

|Tu(t,) — Tu(ty)| < e.

Ce que prouve I’équicontinuité deT (€2).
Alors
1 1
ITu(ty) — Tu(ty)] = f Gty $)f (s, u(s))ds — f G(ty,$)f (s, u(s))ds
0 0
Par la relation de chéle ona :
ITu(ty) — Tu(ty)| =

f (6t ) — 6ty )] £(5u(s))ds + f P16ty ) — 6ty )] (5, u(s))ds
0

t1

1
[G(t,,s) — G(ty,5)] f(s,u(s))ds
ty
ty

t
Y )U A= HET — 0 ds + | (=TT - T ds
1
(1 - S)a_l(tg_l — til—l) dsl

[

L t1 ta
<— l(tg“l —tf D A-)%tds+ (5 =t | (1-s5)%1ds
I'(a) 0 ty

1
+ (@& —tf [ 1-s)*1 ds]
()

1
< m(t —t& 1) Of(l — 5% 1< Ma )(t —t&

Dans ce qui suit, nous divisons la démonstration en deux cas
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Probléme integro —différentiel non linéaire avec des conditions locales

Casl. 6ty <t,<1:

ITu(t,) — Tu(ty)] < m (5t -t
- L a-—1 . .
— F(a) 62_a ( 2 1)
L (@ —1)6%72%68
F( )
L(a —-1D* 1 <e
~ I'(a)
Cas2. 0<t;<6,t,<26

|Tu(ty) — Tu(t)] < m (gt —tfh)
a—1

Smtz

L 28)* 1 <e
“T@
Du Théoréme d’ Ascoli- Arzela, on en déduit queT: P — Pest complétement continue.
La démonstration est compléte

Théoreme3.9.soitf (t, u)est continue [0,1] X [0, o[ supposons qu’il existe deux constantes
positives r, > r; > Otelles que

(Hy) f(t,u) < Mr,Pour(t,u) € [0,1] x (0,r,); (3.12)
(Hy) f(t,u) < Nr,Pour(t,u) € [0,1] x (0,r;); (3.13)
Alors le Probleme(3,1), (3,2)a au moins une solution positive u telle que

ry < flull <

Démonstration : par les lemmes (2.3) et (3.4) on sait queT: P — P est complétement
continue et que le probléme (3.1),(3.2) a une solutionu = u(t)si et seulement si u résout
I’équation i.e. u = Tupourappliquer théoreme (2.10)nous séparons la démonstration en deux
étapes

Etape 1. SoitQ, = {u € P/||lull < r,}.
Pouru € dQ,,ona0 < u(t) < rypourtout t € [0,10].

Il découle de (H,) que pourt € [0,1],

1 1
| Tul| = gngxlf G(t, S)f(s,u(s))ds < Mrzf G(s,s)ds =1, = ||lul|
st=slJy 0

Etape 2. Soit Q; = {u € P||lull <n}.
Pouru € 0Q,0na 0 < u(t) < rypourtout t € [0,1].
Par I’hypothése (H,)ona :
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Tu(t) = j:G(t, s)f(s,u(s))ds > foly(s)G(s, s)f(s,u(s))ds

3

4
> Nt j Y(s)G(s,5)ds = 1y = [lull.

4
Pour t € [1/4,3/4].

Donc
[Tull = [lul| pourtouty u € dQ,

Par conséquent, par(ii) du théoréeme (2.10) ,nous complétons la démonstration

Exemple 3.10.Considéré le probléme suivante

3/2 , sint
Dy u(t) +u +T+1=O’ 0<t<1 (3.14)
u(0)=u(1) =0 (3.15)

On obtient M = 4/+/m =~ 2.25676, N ~ 13.6649. Si on choisitr; = 1/14, r, = 1ona

sint
ftu) =1 +T+ u? < 2.2107 < Mr, pour (t,u) €[0,1] x [0,1],

sint
ft,u) =1+ -+ u?>12>Nr; pour (tu)€[0,1] x [0,1/14],

Avec I'utilisation du Théoréme(3.9), le probléeme(3.14), (3.15) a au moins une solution u
telle que1/14 < |Jul| < 1.

Théoreme 3.10:

Supposons quef (t, u)est continue sur[0,1] x [0, co[et qu’il existedes constantes0 < a < b <

c telles que les hypothéses suivantes sont valables

(A) ft,uw) < Ma pour (t,u) € [0,1] X[0,a]; (3.16)
(4,) ft,u) < Nb pour (t,u)€|[1/4,3/4]X][b,c] (3.17)
(43) f(t,u) < Mc pour (t,u)€[0,1] % [0,c]; (3.18)

Alors, le probléme(3.1), (3.2)a au moins trois solutions positives u,, u,et usavec

max|u ()| <a , b< min |u,(t)| < max|u,(t)| <c
Ostsll 1(0)] 1/4sts3/4| 2(0)] Ostsll 2(0)]
a < max|uz(®)[ <c , min |us(t)| <b
051:51' 3( )l 1/4sts3/4| 3( )l

Démonstration :
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Probléme integro —différentiel non linéaire avec des conditions locales

Nous montrons d’abord que toutes les conditions du lemme (3.2) sont satisfaites.
Siu € P., alors ||u]| < c¢.L hypothése(A3)implique :

f(t,u()) < Mc pour 0 <t <1.
Par conséquence

| Tul| max |f016(t,s)f(s,u(s)dsl Sfol G(s, s)f(s,u(s))ds < fol G(s,s)Mcds < c,

dou:P. - P,.
De la méme maniére si € P. , alors I’hypothése(A41) implique :
fltu®))<Ma,0<t<1.

Alors la condition (€2)du théoréeme (2.11) est satisfaite.
Pour vérifier la condition(C; ) duthéoréme (2.11), on choisit

ult)=((b+c)/2,0<t<1.
C’est facile de voir que

u(t)=(+c)/2€P@6,b,c), 6(u) =0(b+c)/2>b,
par conséquent,{u € P(6,b,c)|0(u) >d} # 0.
Donc, siu € P(6, b, ¢),alors
b<u(t)<c pour 1/4<t<3/4.
A partir de I’hypothése(4,)ona
f(t,u(®)) = Nb pour 1/4 <t <3/4.

Donc

4<t<3/4

1
0(Tu) = 1/min [(Tw) ()] Zf v(s)G(s, s)f(s,u(s))ds
0

3/4
>f y(s)G(s,s) Nbds = b
1/4

i.e.0(Tu) >b pour u € P(0,b,c)
Ceci montre que la condition (C;)du théoréme (2.11) est également satisfaite.

D’aprés le théoréme (2.11) et la remarque (2.1) le probléme (3.1),(3.2) a au moins trois
solutions positive u,, u,et ussatisfaisant
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max |u;(t)| < a , b< min |u,(t

Ostsll 1( )l 1/4sts3/4| 2( )l

a < max |u,(t , min |usx(t)|<b
Ostsll 3(0)] 1/451:53/4' 3(0)]

La démonstration est complete
exemple 3.12:

Considéré le probléme suivant :

DIPu(t) + f(t,u) = 0, 0<t<l1 (3.19)
u(0) =u(1) =0 (3.20)
Ou
t
20 + 14u? pour u <1
ftw) =
13+%+u pour u>1

OnaM = 4/+/m = 2.25676, N = 13.6649.

En choisissanta = 1/10, b=1, c¢=12,alorsona:

t
f(t,u) = %+ 14u? < 0.19 < Ma ~ 0.225 pour (t,u) € [0,1] x [0,1 / 10]
t
f(t,u) =13+ %+ u > 14.05 > Nb = 13.7 pour (t,u) €[1/4,3/4]x[1,12]

t
f(t,u) =13+ %+ u < 25.05 < Mc~=271 pour (t,u)€[0,1] x[0,12]
Avec I'utilisation du théoréme(3.10), le probléeme(3.19), (3.20)a au moins trois solutions
positivesu,, u,et usavec

i < <
maxlu; ()l <1/10 , 1< ggg3/4luz(t)l < max |u, ()] < 12

/

- .
1/10 < max fuz ()] < 12 ,1/4nslt1;13/4|u3(t)l <1
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce mémoire, nous avons étudié 1’existence et de la solution positive d’un probléme
integro — différentiel non linéaire avec des conditions locales par les différents théorémes du
point surtout le théoreme du point fixe de Krasnoselski et ses dérivés.
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