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Résumé

Le but de ce mémoire est de donner une introduction
sur les systemes de réaction diffusion inclus le mécanisme de
Turing de la formation de motifs. Nous avons choisi le systeme
de Schnakenberg comme exemple d’application pour trouver
les conditions qui forment des motifs.
mots clés : Systeme de réaction-diffusion - Formation de
motifs - Existence globale - Fonction de Lyapunov - Alan
Turing.
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Abstract

The aim of this memory is to give an introduction to the
reaction diffusion systems including the Turing mechanism of
pattern formation. We have chosen the Schnakenberg system
as an example of application to find the conditions which
form patterns.
keywords : Reaction-diffusion systems - Pattern formation
- Global existence - Lyapunov function - Alan Turing.




ACRONYMES ET NOTATION

—  : Domaine de R,

— Q : La fermeture de €.

— 012 : La frontiere du €.

— t : Variable de temps.

— x : Variable de I'espace.

— A : Laplacien.

— V : Le gradient.

— div : La divergence.

— M : Une matrice carrée.

— \; : Une valeur propre associée a une matrice.

— M, (K) : Ensemble des matrices carrées n x n a coefficients dans le corps K.
— . Transposé de matrice -

— 4 : Dérivée partielle de - par rapport au variable t.

— Ogn~ : Le vecteur nul.

— LP(Q) : Espace de Lebegue.

— L*>(Q) : Espace de Lebegue.

— CY(,R?) : L’ensemble des fonctions différentiables sur Q a valeur dans R® et ses

dérivées partielles sont continue.
— C(9) : L’ensemble des fonctions continues sur Q.
— |- |l - La norme associée a 'espace de Lebegue LP(£2).
— | - | : Valeur absolue.
— n : Vecteur unité normal extérieur a 0S2.
— 8%, 0, : La dérivée normale extérieure a OS2
— dx : Mesure volumique.
— do : Mesure surfacique.
— - : Produit scalaire usuelle de R".
— J; : Le vecteur densité du courant de la ™ particules.
— J : Matrice jacobienne.
— det : Déterminant d’une matrice.
— Tr : Trace d’une matrice.
— 7 : Dérivée de la fonction Z.
— = : Approximation au voisinage précisée.
— EDO : Equation différentielle ordinaire.
— EDP :Equation aux dérivées partielles.
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Introduction Générale

Un systeme de réaction diffusion est modele mathématique qui décrit 1’évolution des
concentrations de deux ou plusieurs substances spatialement distribuées et soumises a deux
processus.

On trouve les systémes de réaction diffusion dans plusieurs domaines, tels que la biologie,
la biomathématique, chimie et I’écologie,.....

Ces systemes de réaction diffusion sont de la forme
ou(t, )
ot
u(0,2) = uo(x),

— DAu(t,z) = f(u(t,z)), t>0, zeQ,

ou D est une matrice carrée diagonalisable définie positive appelée matrice de diffusion,
Q est un ouvert de RY, f : R? — RP est une fonction réguliere localement Lipschitzienne
et généralement non linéaire, appelée terme réactif, v : RT x  — RP est I'inconnu et ug
est la donnée initiale.

notre but dans ce travail est de faire une introduction sur les systémes de réaction dif-
fusion inclus la modélisation des systemes de réaction diffusion en utilisant les deux lois de
comportement de Fick (la premiere et la deuxieme loi de Fick), nous rappelons quelques
résultats classiques de ce domaine, puis ’étude de I'existence globale de solutions d’un sys-
teme de réaction diffusion du matrice associé pleine de type 2 x 2 avec certaines conditions
aux limites, en utilisant la méthode de la fonctionnelle de Lyapunov. Pour appliquer cette
méthode, nous transformons la matrice pleine en une matrice diagonale, puis en appliquant
la méthode.

les systemes de réaction diffusion vient dans de nombreux domaines d’application, nous
serons donc intéressés a 'appliquer uniquement dans la facon dont les motifs sont formés.
A cette fin, nous étudions la formation de motifs de systéme de Schnakenberg qui est un

systeme de deux especes, selon le mécanisme de Turing.



Notre mémoire contient trois chapitres. Dans le premier chapitre, on rappelle quelques
notions générales et certains définitions préliminaires.

Dans le deuxieme chapitre on présente les origines d’un systéeme de réaction diffusion
et quelques exemples. Ainsi que 'existence local et global du solution d’un systeme a deux
composantes.

Le troisieme chapitre présente une introduction sur la formation des motifs obtenue par

I'interaction de deux especes.



Chapitre

1 NOTIONS FONDAMENTALES

Le but de ce chapitre est de rappeler les notions et les résultats classiques fondamentaux

d’algebre linéaire et d’analyse fonctionnelle utiles pour aborder les autres chapitres.

1.1 Un peu d’algebre linéaire

1.1.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Nous étudions les valeurs propres et les vecteurs propres d’une matrice donnée M. Ceux-
ci peuvent étre utilisés pour transformer la matrice M en une forme plus simple qui est utile

pour résoudre des autres problemes plus difficile.

Définition 1.1.
On dit que \ est une valeur propre d’une matrice carrée M avec le vecteur propre associé v
St

Muv = M.

1.1.2 Diagonalisation d’une matrice

Une matrice M de M,,(K) est dite diagonalisable dans M,,(K), si elle est semblable a
une matrice diagonale de M,,(K). C’est-a-dire, s’il existe une matrice inversible P de M,,(K)

et une matrice diagonale D a coefficients dans K telles que

M = PDP,



1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

A0 ... 0
0 X ... 0

D= . . . . ) P:[‘/la‘/%avn]
0 0 ... X\,

Les colonnes de P doivent étre des vecteurs propres linéairement indépendants de M et les

éléments diagonales de D doivent étre leurs valeurs propres associées.

1.1.3 Formes quadratiques

Définition 1.2.
Une forme quadratique est un polynome homogéne du second degré de n variables uy, usg, ..., Uy,
peut étre représentée par la forme suivante
n
Q= Z QU Uy,
ij=1

o A= (aij)1§i,j§n est une matrice symétrique. Si nous désignons la matrice-colonne (uy, ug, ..., U, )*

n
par u et la forme quadratique Z a;jwiu; par A(u,u), nous pouvons écrire
ij=1

Au,u) = u' Au = Au - u. (1.1)

Définition 1.3.

Une forme quadratique A(u,u) est dite définie positive si
A(u,u) >0, YueR" u#Ogn. (1.2)

Théoréme 1.1.
Une forme quadratique A(u,u) est définie positive si, et seulement si, tous les déterminants

principaur successifs de sa matrice des coefficients sont strictement positifs.

1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Espaces fonctionnelles

Soit p un entier naturel non nul et 2 un domaine borné de RY.

LP(§2) désigne I'espace de Banach des fonctions mesurables et p-intégrables au sens de Le-

11, = ([ @)

4

besgue sur €2 muni de la norme



1.2 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Si p = 400, on définit :
L>(Q2) l'espace des fonctions u mesurables et vérifient |u| < C, presque partout sur Q2 ou C'

est un constant. Ce espace muni de la norme
|ullpoe () = inf{C, |u| < C p.p sur Q}.

est un espace de Banach.
Soit X un espace de Banach ¢t — u(t) : [0,7] — X.
On définit les espaces LP(0,7, X) pour p € [p,o0[ et L>°(0,7T, X) comme suit :

T
LP(0,T, X) = {u mesurable de [0,T] — X, / |lul%dt < oo},
0

muni de la norme )

T p
||U||Lp(o,T,X) = (/0 ||U||§(dt>

L*(0,T, X) = {umesurable de [0,T] — X, supess||u|x < oo},
te(0,T)

muni de la norme

l|w|| Loe 0,7, x) = supess||u|x.
te(0,T)

1.2.2 Quelques opérateurs différentiables

Soit u : R — R une fonction.

Le gradient de la fonction u est définie sous la forme

radu = Vu(z) = %(x) %(:c) t
& n n 8x1 ’ ’ 8% ’
On appelle Laplacien de la fonction u, la fonction définie par
0%u 0%u
Au—=2 g .o 2%
CCam T T o

Pour une fonction vectorielle U : R™ — R" | on appelle divergence de U, la fonction définie

par
oU, ou,
divU(z) = —% + ... )
ivU(x) e + - 4 Oz,
Remarque 1.2.1.
Pour une fonction v : R® — R on a
Ay = div(Vu).

Pour une fonction vectorielle U : R® — R"™ on a

divU =V - U.



1.3 Formule de Green

1.2.3 Inégalités fondamentales

Inégalité de Young

1 1
Soient a et b deux réels positifs, et p et ¢ des réels strictement positifs vérifiant —+— = 1.
p q
Alors on a
a? b
ab < — + —. (1.3)
p q

Inégalité de Holder

Pour 1 < p,q < +o0 tels que % + % = 1 et pour f,g deux fonctions de LP(Q2) et L(N2)

respectivement, on a l'inégalité

[ 1791z < 11£1 gl (14)

Remarque 1.2.2.
Pour p = ¢ = 2, I'inégalité s’appelle inégalité de Cauchy-Schwartz.

1.3 Formule de Green

Dans toute cette section  est un ouvert de I'espace RY (borné ou non). Nous supposons
aussi que € est un ouvert régulier de classe C'(un ouvert régulier est un ouvert dont le
bord est une hypersurface (une variété de dimension N — 1) réguliére, et que cet ouvert est
localement situé d’un seul coté de sa frontiere). On définit alors la normale extérieure au
bord 92 comme étant le vecteur unité n = (7;)1<i<y normal en tout point au plan tangent
de Q et pointant vers I'extérieur de 2. Dans Q C RY on note dx la mesure volumique, ou
mesure de Lebesgue de dimension N. Sur 0f), on note do la mesure surfacique, ou mesure
de Lebesgue de dimension N — 1 sur la variété 0f2.

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :

Théoreme 1.2.
Soit Q un ouvert réqulier de classe C. Soit w une fonction de C*(Q) a support borné dans

le fermé Q. Alors elle vérifie la formule de Green

ow

Q 0x;

(x)dx = /aQw(x)m(x)dJ, (1.5)

ou n; est la 1-eme composante de la normale extérieure unité de €2.



1.4 Théoreme de divergence

Le Théoreme 1.2 a de nombreux corollaires qui sont tous des conséquences immédiates

de la formule de Green (1.5).

Corollaire 1.1. (Formule d’intégration par parties)
Soit Q un ouvert régulier de classe C*. Soit u et v deuz fonctions de C*(Q) d support borné

dans le fermé Q. Alors elles vérifient la formule d’intégration par parties

ov ou
= — ; . 1.
/Q u(e) - (x)de /Q () () + /8 u(e)o(@)n(x)do (1.6)
Démonstration.
Il suffit de prendre w = uv dans le Théoreme 1.2. O

Corollaire 1.2.
Soit Q un ouvert régulier de classe C'. Soit u une fonction de C*(Q)) et v une fonction
de C*(Q), toutes deux a support borné dans le fermé Q. Alors elles vérifient la formule

d’intégration par parties

/QAu(x)v(:c)dx =— /Q Vu(z) - Vo(z)dr + - gz(m)v(m‘)da, (1.7)
t
ou Vu = <8u> est le vecteur gradient de u, et @ =Vu-n.
ox; L<i<N an
Démonstration.
On applique le Corollaire 1.1 a v et Ou et on somme en 1. O
X

1.4 Théoreme de divergence

Théoreme 1.3.
Ce théoréme [25] énonce que le fluz d’un vecteur da travers une surface fermée est égal a
lintégrale de la divergence de ce vecteur sur le volume délimité par cette surface.

Soient Q C R3 un domaine régulier et n une normale extérieure unité d €.

Soit F: Q — R?, F € C'(Q,R?), alors

// div F'(x1, z9, x3)dr1drodrs = // F -ndo. (1.8)
Q o0

Remarque 1.4.1.

Ce théoreme est appelé aussi le théoreme de Green-Ostrogradski.



1.5 Fonctionnelle de Lyapunov

1.5 Fonctionnelle de Lyapunov

Définition 1.4.
On appelle fonctionnelle de Lyapunov associée au systeme de réaction-diffusion formé de m

équations, toute fonction
L:RT — R*,

telle que
d

dt

pour tout t > 0 et toute solution u(.,x) = (ui(., ), us(., ), ..un(.,x)) du systéme.

(L(ul(tv ')7 e 7um(t> ))) <0,

1.6 Reégions invariantes

Définition 1.5.

Les régions invariantes sont essentielles pour prouver [’existence de la solution pour tout
t > 0 que l'on définie au suivante.

Un sous-ensemble fermé ¥ C R™ est appelé une région invariante pour un systeme de
réaction diffusion, si, toute solution u(t,x) ayant ses valeurs initiales dans 3, reste dans 3

pour tout (t,x) € [0, Tipax) X €2

Exemple 1.6.1.

Considérons le systeme de réaction-diffusion suivant :

?; —alAu—bAv = f(u,v) (t,z) e RT x Q, (1.9)
(Z;: —cAu—alAv = g(u,v) (t,z) € RT x Q, (1.10)

avec les conditions aux bords :

A+ (]. - )\1)8,71,6 = Blv sur RT x (9Q,

(1.11)
Aov 4+ (1 — A2)0pv = P, sur RT x 99,

et les condition initiales :
u(0,2) = up(x), v(0,x) =vo(x) x€ Q. (1.12)

Ou Q2 est un domaine borné de classe C* dans RY, a frontiere 99, 9, désigne la dérivée

normale extérieure a 0f).



1.6 Régions invariantes

a, b, ¢ sont des constantes positives vérifiant 2a > (b + ¢) (la condition de parabolicité du
systeme).

Les données initiales sont supposées étre dans la région :

{(u,v) € R? tels que v > plul} si fo > plfil,
{(u,v) € R tels que pu > |v[} si By > plfa.

Y=

c
O\ - R
u g \/;

On suppose que les termes de réactions f et g sont des fonctions polynomiales continument

différentiables non négatives sur 3, (f(r,s),g(r,s)) € ¥, pour tout (r,s) € 0%, vérifiant :

g(s,us) > uf(s,us) g(—s,us) > —uf(—s,us), pour tout s > 0, (1.13)
et pour une constante C' < u, on a :
Cf(u,v) +g(u,v) < Cilu+v+1), (u,v)€X, (1.14)

ou ('] est un constante positive.
Les composantes u(t,z) et v(t,z) représentent soit des concentrations chimiques, soit des
densités biologiques, et le systeme (1.9)-(1.10) est un modele mathématique qui décrit plu-

sieurs phénomenes chimiques et biologiques.

Proposition 1.1.
Supposons que (f,g) sont non négatives sur la région 3, pour un (ug,vo) € X, la solution

(u(t,z),v(t,xz)) du probleme (1.9)-(1.12) reste dans ¥, pour tout t € [0, T*].

Démonstration.
On commence par le cas ou : 8 > Sy :

En multipliant L’équation (1.9) par \/c, et 'équation (1.10) par v/b, on obtient :
\/Eaa:f —av/eAu — byv/eAv = ef(u,v), (1.15)
\/l_)g?; — eVbAu — aVbAv = Vbg(u,v). (1.16)

Puis, en additionnant les deux équations ( 1.15 ) et ( 1.16 ) membre & membre, puis retran-

chant ( 1.15) de ( 1.16 ), on obtient :

\/E(Z:Z + bgqt} — a(v/eAu + VbAY) — Vbe(vVeAu +VoAv) = Vef + Vg,

—\/E?;Z + bg: — a(—veAu + VIAY) — Vbe(—veAu +VbAv) = —\/cf +Vg.



1.6 Régions invariantes

Alors
0
o (Veu+ Viw) — (a + Vab)(veAu + ViAv) = ef + Vg,
0
o (—Veu+ Vi) = (a — Vab)(—vecAu + VbAv) = —\/cf +Vbg.
On faire le changement des variables suivant :
w(t,r) = Veu+ Voo (t,)€]0,T*[xQ,
2(t,x) = —veu+ Vv (t,x) €0, T*[x.
Dong, le systéme précédent devient :
ow
i (a+ vVbe)Aw = F(w, 2), dans 0, T*[x €,
Z — (a = Vbe)Az = G(w, 2), dans |0, T*[x Q.
Avec les conditions aux bords :
ow 0z
Aw + (1 — )\)a—n =p et Az+(1-— )\)a—?7 = po, sur |0,T"[x09.
Et les conditions initiales :
w(0,2) = wo(z), 2(0,7) = 20(x), TENQ.
Ou
Fw, 2) = (Vef + Vhg)(u,v) et G(w, 2) = (Vbg — Vef)(uw,v), V(u,v) € %,

et

wo = Veug(x) + Voug(w),  z20(x) = —Veug(w) + Vbuo(z), =€,

et

p1=chi + \/1_752, p2 = —\/cfi + \/1_952.

Remarquons que la condition de parabolicité du systeme (1.9)-(1.10) implique celle du sys-

teme (1.17) i.e

2a>b+c=a—Vbc>0 (on peut le montrer par 'absurde).

Maintenant, il suffit de prouver que la région :

{(w, z) € R* tel que w >0,z >0} =R" x R*,

10
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1.6 Régions invariantes

est invariante pour le systeme ( 1.17 ).

D’apres l'inégalité (1.13) on a :
F<Oa Z) = \/l_)g(—v,,tw) + \/Ef(_,U?H’U) Z 07 Vz 2 0 Vv 2 07

alors w(t,z) >0, V(t,x) €]0, T*[x.

Gréce a la méthode des régions invariantes (voir J. Smoller [18]), et puisque :
G(w,0) = Vbg(v, w) — Vef (v, ) > 0,Yw >0 Yo > 0.

Alors : z(t,x) >0, V(t,x) €]0,T*[xQ.

Donc RT x R* est une région invariante pour le systeme ( 1.17 ).

Donc, ¥ est une région invariante pour le systeme ( 1.9) - ( 1.12 ).

Pour le deuxiéme cas ou : 1 > u|fs| tous les résultats précédents restent valables pour la
région :

Y= {(u,v) € R?, tel que pu > |v|}

Le systeme (1.17) devient :

%Tf_(a—\/%)Aw = F(w,z), dans |0,T*[x€Q,
gj—(a—k\/%)Az = G(w,z), dans |0,T*[xQ.

Avec les conditions aux bords (1.18) et les conditions initiales (1.19), et

w=+cu—Vbv et z=leu+ Vv, Y(t,x) €0, T*[xQ, (1.22)
et
F(w,2) = (Vef = Vbg)(u,v) et G(w, 2) = (Vbg + vef)(u,0), V(u,v) €S, (1.23)
et
wo = veuo(z) — Vbue(z),  20(z) = Veuo(x) + Vbvg(z), = € Q,
et

p1 =B —VbBs,  pa =P+ Vbpa. (1.24)

Les conditions (1.13) et (1.14) revient
pf(s,pus) > g(s,pus)  wuf(s,—us) > —g(s,—us), pour tout s > 0, (1.25)
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1.6 Régions invariantes

et
Cf(u,v) + glu,v) < C'(u+v+1),

pour un constante C' > u, C’ est un constante positive.
De méme principe on trouve :

¥ est une région invariante pour le systeme (1.9)-(1.12).

12
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Chapitre

QSYSTEMES DE REACTION
DIFFUSION

Introduction

Les systemes de réaction-diffusion sont des systémes d’équations aux dérivées partielles,

paraboliques, donnés sous la forme

aatu(t,x) — DAu(t,z) = F(u(t,z)) t>0, x €.

Ces systemes servent de modeles dans de nombreux domaines en constituant un excellent
laboratoire théorique pour la compréhension de certains processus naturels.

Ici le temps t varie dans un intervalle [0, 7] ; « dans un ouvert 2 de RY, I'inconnue u est une
fonction définie sur [0, 7] x 2 a valeurs dans R”, qui dans les applications correspond a un p-
vecteurs de concentrations d’especes chimiques, de températures, de densités de populations,
etc. D est une p x p matrice qui sera le plus souvent diagonale, A désigne le laplacien et
F : R? — RP? est une fonction non- linéaire modélisant les phénomenes de réaction mis en

jeu (Réaction chimique par exemple).

2.1 Modélisation de systémes de réaction diffusion

Dans cette section nous allons présenter les étapes a suivre pour établir le systéme de

réaction-diffusion, ainsi que des certaines lois de la chimie dont nous avons besoin.
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2.1 Modélisation de systemes de réaction diffusion

2.1.1 Lois de Fick

2.1.1.1 Premiére loi de Fick

La premiere loi de Fick énonce que le flux de diffusion est proportionnel au gradient de
concentration. Cette loi est inspirée de la loi de "Fourier" sur la conduction de la chaleur.
Elle peut étre vue comme une définition du vecteur densité du courant J;.

Mathématiquement, cette loi s’exprime de la maniere suivante :

J; = —dVC; tel qued > 0. (2.1)

2.1.1.2 Seconde loi de Fick

La loi de conservation des especes indique que la variation par unité de temps de la
quantité de particules 1, / / / C;dx dans un volume donné V' est égale au flux sortant / / Jido
du vecteur densité de Couravnt J; de particules 7 a travers la surface fermée S délimitint le
volume V.

En utilisant le théoreme de la divergence, et en identifiant les deux intégrants ci-dessous, on

obtient la deuxiéme loi de Fick suivante

-l = [ [, o

Le signe moins provient du fait que la concentration diminue quand le flux sortant augmente.

On a donc

oC;
ot

+V-J;=0. (2.3)

2.1.2 La modélisation

Les systémes de réaction-diffusion peuvent étre obtenus a partir d’équations de conser-
vation de la masse.
Supposons qu’on étudie un systéme contenant p quantités Cp, Cs, ..., C), qui peuvent repré-
senter des densités, des concentrations de réactifs chimiques, de population, etc.

Les densités des especes sont représentées par un vecteur
C(t,x) = (Ci(t,x), Cq(t, x), ..., Cp(t,x)), t>0, ze€

ot  est un domaine borné et régulier de RY. On note J; le flux de I'espéce C; et f; son taux

de création volumique horaire. Pour tout A C €2 borné, régulier, la conservation de la masse

14



2.1 Modélisation de systemes de réaction diffusion

pour C; a l'intérieur de A s’écrit

;Aci+AAJi-n:Afi, ie{1,2,...p), (2.4)

ou 7 est la dérivée normale extérieure sur la frontiere 0A.

D’apres le théoreme de Green-Ostrogradski,

0
— : v = : ) 1.2,... .
at/ACﬁ/Acthz /Afz, ie{l,2,...,p}

Comme A est quelconque, on obtient ’équation de conservation de la masse

oC;
ot

D’apres la loi de Fick 1, J; est proportionnel au gradient de la concentration des especes, ce
qui donne,

ou les d;; sont les coefficients de diffusion, D = (d;;)1<i<, est une matrice diagonale avec
dy; >0, Vi = 1,...,p.

On retrouve finalement le systéeme de réaction-diffusion

aC,

W d11 O e O ACl fl(t7 $, C)

dCy

o2 0 dy ... 0 || AC t,z,C
e e R 27
oG, 0 0 ... dy \ AC, £t 2, 0)

ot

Le systeme de réaction-diffusion s’accompagne souvent de certaines conditions initiales et
d’autres aux bords selon l'origine et la nature du probleme étudié.

S’il n’y a pas d’'immigration des individus a travers la frontiere de €) sur lequel le probléme
est posé, nous choisissons les conditions aux bords de Neumann. Et s’il n’y a pas d’individus
sur la frontiére, nous prenons les conditions aux bords homogenes de Dirichlet.

Lorsque les données initiales sont suffisamment régulieres, ’existence locale de solutions pour
les systemes de la forme (2.7) est bien connue.

L’existence globale est un probleme ouvert en général, et ont sait qu’elle ne peut avoir lieu
sans hypotheses supplémentaires sur les f;,termes de réaction cinétique.

Laissez-nous faire quelques commentaires sur la structure des non-linéarités f;. Tout d’abord,

on supposera toujours que le modele préserve la positivité des solutions. Il est bien connu
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2.1 Modélisation de systemes de réaction diffusion

que cela revient a supposer que f = (f1, fa, ..., fp) est quasi-positive, ce qui signifie
(Hy) Vi e {1,...,p}, f(t,z,C) >0 V(t,z,C) € (0,400) x Q x [0,400)P tel que C; = 0.

Ensuite, pour espérer I'existence de solutions globales en temps, f doit satisfaire des hypo-

theses supplémentaires. Ces hypotheses viennent souvent du modele qu’on étudie.
p

Par exemple, la conservation de la masse correspond a supposer Z fi = 0. Plus générale-
i=1
ment, la masse totale décroit si

p

(Hy) > fi<0.

i=1
On vérifie facilement que les hypotheéses (H;) et (Hy), avec des conditions de Neumann
homogene au bord, garantissent que les solutions de (2.7) sont uniformément bornées dans

LY(2) étant donné que pour tout ¢ > 0,
p p
/Zci(t,l’)dl’ < / > Ci(0,z)dz, (2.8)
Q= Q=

et [|Ci() ||l = / C;(t, z)dz puisque C; est positive. Dans le cas homogene, ou les fonc-
Q
tions C; ne dépendent pas de z, on peut remarquer qu’elles sont aussi solutions du systéme

d’équations différentielle ordinaires associé

oC,

o filt,z, C)

00,

ot | = f2<t’f”’0) . (2.9)
9C, folt,2,C)

ot

Pour des données initiales positives, les solutions restent positives. Etant donné que
p p
Y Cit) <Y Ci(0), (2.10)
i=1 i=1
elles sont uniformément bornées sur leur intervalle maximal de définition. Par conséquent,
dans ce cas particulier, les solutions maximales sont globales.
Il est alors naturel de se demander si les hypotheéses (H;) et (Hz) sont suffisantes pour as-
surer l'existence de solutions globales fortes pour le systéme de réaction diffusion (2.7).
La réponse est non : des solutions explicites d'un systéme du type (2.7) avec les propriétés

(H;) et (Hy) ont été construites dans [6], et ces solutions explosent en norme L*(£2) en

temps fini. Dans ce dernier exemple, les coefficients de diffusion sont pourtant constants, et
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2.2 Exemples biologiques de réaction diffusion

les non linéarités sont bornées par des expressions polynomiales.

L’explosion peut méme avoir lieu en dimension N = 1, a condition que la croissance des
non linéarités soit assez rapide. Ceci prouve que lorsqu’on s’intéresse a 'existence globale de
solutions fortes, on doit faire des hypotheses supplémentaires sur f = (f1, fo, ..., fp)-

Il existe de nombreuses références sur les problemes d’existence globale pour ces systémes,
ou diverses hypotheses sur les fonctions (f1, fa, ..., f,) sont examinées [8] [9] [23]. Pour une
vue d’ensemble, voir [7].

L’existence de solutions globales faibles est plus facile a obtenir dans le cas de coefficients
de diffusion constants et pour des non linéarités a priori bornées pour tout 7' > 0 dans
L'((0,7T),9Q). L’existence de solutions globales faibles est prouvée dans [7]. Ce résultat im-
plique que si la croissance de f; par-rapport a C' est au plus quadratique, on a I'existence de
solutions globales faibles sous les hypotheses (H;) et (Hs). Ce résultat repose de fagon essen-
tielle sur une estimation L2, pour les coefficients de diffusion d;; constants, cette estimation
garantit que sous les hypotheses (H;) et (Hy), les solutions de (2.7) satisfont les estimations

a priori

VT > 0, dK = K(T, HC(O)”LQ(Q)p,d“) > 0 tel que ||C||L2((O7T)XQ)p < K.

2.2 Exemples biologiques de réaction diffusion

Modele de glycolyse

Le processus appelé glycolyse est une voie métabolique composée d'un ensemble de dix
réactions chimiques catalysées par des enzymes. Ce processus se produit dans le cytosol
de la cellule. Une molécule de glucose a six atomes de carbone et lorsqu’elle est brisée,
deux molécules se forment, chacune avec 3 atomes de carbone. Ces molécules sont appelées
pyruvate ou acide. Les produits finaux de ce processus sont deux molécules d’ATP, deux
molécules de pyruvate et deux molécules de NADH™.

Le NAD (nicotinamide adénine dinucléotide) est une coenzyme, c’est-a-dire une substance
organique non protéique nécessaire au fonctionnement de certaines enzymes.

La forme sans dimension du modele de glycolyse est donnée par les équations suivantes :

gu = Au+1i— ku — w?,

ot (2.11)
ov '
a:dAv—l—ku%—uUQ—v.
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2.2 Exemples biologiques de réaction diffusion

L’interprétation biologique est la suivante : u représente la concentration de glucose, v la

concentration de produit pyruvate, d = 1% ,ou D, et D, sont les coefficients de diffusion.

Le terme uv? représente la consommation non linéaire de u pour la premiére équation et
I’activation de v pour la deuxieme équation. Le parametre positif ¢ représente une quantité
initiale de glucose. Le parameétre k, également positif, est lié dans la premiere équation a la

consommation naturelle de glucose et dans la seconde a la production de pyruvate.

Modele de coagulation du sang

Lorsqu’un vaisseau sanguin est blessé, le corps commence un processus pour arréter le
saignement, appelé hémostase. La coagulation du sang est une partie importante de I’hémo-
stase et se compose d’une voie complexe d’événements moléculaires et cellulaires qui aboutit
a la formation d’un caillot de fibrine. Ce caillot de fibrine recouvre la paroi du vaisseau
sanguin blessé pour arréter la perte de sang et pour commencer la réparation des tissus en-
dommagés. Trois étapes principales peuvent étre utilisées pour illustrer de maniere simplifiée
le processus de formation de caillots. Dans la premiere étape, apres la rupture d’un vaisseau
sanguin, un complexe de substances, appelé activateur de la prothrombine, se forme. Dans
la deuxieme étape se produit la conversion de la prothrombine en thrombine par l'action
de 'activateur de la prothrombine. Dans la troisieme et derniére étape, la thrombine agit
comme une enzyme pour catalyser la conversion du fibrinogene en filaments de fibrine, qui
retiendront les érythrocytes, les plaquettes et le plasma, formant le caillot de fibrine. Les

équations qui modélisent la coagulation sanguine sont les suivantes :

% = Au+ 6 — ku — w?,
ot (2.12)

ov

— =dAv + B+ ku + w? — .

ot
Le systeme ci-dessus est écrit sous la forme sans dimension, ou u est la concentration de
thrombine, v est la concentration de fibrinogene, ¢ est la quantité initiale de thrombine, &

est la consommation initiale de thrombine, d est le coefficient de diffusion et 3 est la quantité

initiale de granules libérés par les plaquettes.
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2.3 Phénomeéne d’explosion en temps fini

2.3 Phénomene d’explosion en temps fini

2.3.1 Notion de phénomeéne

Le phénomene d’explosion se produit dans divers types d’équations d’évolution non li-

néaires. Dans ce travail, nous ne traiterons que quelques exemples des équations paraboliques.

2.3.2 Exemple élémentaire

L’exemple le plus simple d’apparition du phénomene d’explosion est le probleme des

EDO.

T 2>
—Q, T uT, )
dt (2.13)
u(0) =a > 0.
1
La solution unique est définie uniquement dans U'intervalle fini [0,7), ot T' = —. La solution
a
est explicité comme suit
(1) =
u(t) = —4——
T—t

et satisfait lirTn u(t) = +o0o . Nous considérons la variable ¢ comme un temps et nous disons
t—T-

que la solution explose en temps fini ¢ = T. Par cet exemple, le concept d’explosion peut

étre décrit comme un phénomene pour lequel la solution n’est pas définie globalement car

elle tend a l'infini dans un temps infini.

2.3.3 Exemple de réaction diffusion

Nous considérons I'exemple suivant [16]

0

ai; = Au—u+u? t>0,0<z<mT, (2.14)
u(0,z) = wup(z) >0, 0<z<m,
u(t,0) = wu(t,m) =0, t>0. (2.15)

Nous définissons (comme fonction auxiliaire)

W(t) = / u(t, z) sin xdx.
0
Nous pouvons donc multiplier 'EDP (2.14) par sin(x) et une intégration sur [0, 7] et donc

8;: = /Wausinxdx,
0

ot
= / Ausinxdw—¢+/ u? sin zdz.
0 0
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2.3 Phénomeéne d’explosion en temps fini

Une intégration par parties pour l'intégrale / Au sin xdx donne

/ Ausin zdx = [ sin x] / — cos zdzx.

D’apres les conditions aux limites (2.15) et un autre intégration par parties pour / — cos xdx
on obtient
™ ™
/ Ausingde = — [ 2Zcos xdx,
0 0 890
™
= — / usin xdz,
0
= —.
Finalement
oY u
— =2 +/ u? sin zdz,
ot v 0
de I'inégalité de Cauchy-Schwartz et on choisir f = u(sinz)? et g = (sinz)2, avec une

intégration sur I'intervalle [0, 7], alors nous obtenons

s 2 2
/ u” sin xdx
0

N

X

Y

s
/ usin xdxr <
0

™
/ sin xdx
0

T 2 T T
(/ u sin xdx) < [/ u? sin xdx] {/ sin xdx} )
0 0 0

Cette inéquation nous conduit a

ce qui équivaut a

™
P? < 2/ u? sin zdz,
0

ce qui donne

2

T

/ u? sin zdr > w—
0

et

8@/} 2
7 > r
BT 2 —i—/ sinxdr > —2¢ + 5 -

Par conséquent, si nous partons d’une valeur initiale satisfaisante

»(0) = /07r up(z) sinxdx > 4,

alors nous obtenons

WO > v+

¥*(0)
2

O

>0,
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2.3 Phénomeéne d’explosion en temps fini

une fonction croissante monotone.

On montre que la solution de I’équation différentielle

¥(0) = o

est 1

() = [i + e (wo‘ 1 i)}

One O oy Y[, e 1\
a - (=g [pre(wt-g)) (216)

D’autre part .

Y(t) = E + e <¢0‘1 - i)} :
Alors

redee(ed)

par suite

2=k

Remplagant dans (2.16)

o o[ 11
— =-2 ——1.
o~ v =]
Finalement on trouve I’équation différentielle ordinaire
N P2
- = _9 R
ot v 27

w0 = [ (=) =

La solution tend a l'infini, comme

I 1 1 1
71:7 2t -1 _ = :O t*:*l -
ve=gte (wo 4) BT R P
lim () = P = Ty = —1
Jim 9 (8) = oo, 1= T = g In | gppr | < o0

C’est-a-dire temps fini.

De l'inégalité de Cauchy-Schwartz nous trouvons

|| = ‘/ﬂusinxdx
0

T
S/o |ul| sinz|dx < HUHL%M) x ”SanfHLﬁw)'
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2.4 Existence locale et globale des solutions d’un systéme de réaction diffusion

Nous savons déja que v — 400, donc il en résulte directement que ||ulj;2 =~ — 400,
t—=Tmax (0,7) t—=Tmax
en cas de ¥(0) > 4
i [u(t)o = +oc.

et donc explosion en temps fini des solutions.

2.4 Existence locale et globale des solutions d’un sys-

teme de réaction diffusion

Introduction

Pour démontrer I'existence des solutions des systemes de réaction diffusion, il y a plusieurs
méthodes telles que la méthode des régions invariantes, méthode de l'effet régularisant,
méthodes fonctionnelles basées sur des estimations a priori ou sur des fonctionnelles de

Lyapunov.

2.4.1 Existence locale

Soit 2 est un ouvert borné de RY de frontiére 99 réguliere. Considérons le systéme de

réaction-diffusion a deux composante :

g?—aAu:f(u,v) (t,z) € RT x Q,
?;; — bAv = g(u,v) (t,z) € R x Q,

u(0.2) = uo(2), v(0.2) = wofa) sur 2 (217)

AMu+ (1 —X\)Oyu =y, sur Rt x 00,
AU+ (1= Ag)0pv = f2, sur RT x 0.

Ou les propriétés suivantes sont supposées vérifiées

(Hy) a,b sont des constantes strictement positives, §; > 0 et soit 0 < A\; < 1, \; = 1 ou
A=0,1=1,2.

(H3) Les non linéarités f et g sont deux fonctions contintiment différentiables de R? & valeurs
dans R avec

f(0,v) >0, g¢g(u,0) >0 pour tout u,v > 0,

ce qui assure que le systéme (2.17) préserve la positivité.

(H3) (ug,vp) € L®(2) x L>(2) avec up(z),vo(x) > 0 pour tout = € €.
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2.4 Existence locale et globale des solutions d’un systéme de réaction diffusion

Théoreme 2.1.

Sous les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hs) [29], le systéme (2.17) admet une unique solution
locale (u,v) sur [0, Thax) X Q , et il existe deuz fonctions Ny, Ny : [0,400) — [0, +00)
continues telles que 0 < u(t,z) < Ny(t) et 0 < v(t,x) < Nao(t) pour tout (t,z) € [0, Tinax) X 2.

De plus le temps mazimal d’existence Ty est caractérisé par

$i Tax < +00, alorst lim (J|u(t)|ls + |v(t)]lc) = +o0. (2.18)
—

max

2.4.2 Existence globale

Il n’existe pas de solutions générales des systemes de réaction diffusion.
On passe maintenant a lexistence globale de la solution du systéme (2.17), c’est-a-dire
déterminer si Thax = +00, nous utilisons la contra-posée de la caractérisation (2.18) du

temps maximal d’existence.

sl existe une fonction M : [0; +00) — [0, +00) continue telle que
[u()lloe + [lv(£)[[oc < M(#) pour tout ¢ € [0, Tinax) (2.19)
alors T .x = +00.
C’est-a-dire, si les fonctions u(t) et v(t) sont bornées pour tout ¢t € [0,7], T < Tpax, alors,
Tiax = +00.
Abdelmalek et Kouachi [12], a généralisé le systéme d’une matrice diagonale & m composants,

et utiliser une seule inégalité pour la condition de croissance polynomiale des termes de

réaction.

Proposition 2.1.

On considere des problemes paraboliques semi-linéaires de la forme

?Z—DAu:f(u), reN, t>0,
Ou _ 0, z €N, t>0, (2.20)
on

u(0,x) = ug(x) x € .
Q est un ouvert borné de RY | D est une matrice diagonale définie positive, dite la matrice
de diffusion. f : R™ — R™ est une fonction localement Lipchitzienne.
Soit X un espace de Banach des fonctions définies dans Q2. On suppose que le probléme (2.20)
posséde pour tout ug € X une solution unique u dans 'intervalle [0,T]; o0 T = T'(ug). Alors

il existe Tiax = Tmax(uo) € (T, +00] avec les propriétés suivantes :
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2.5 Etude de I’existence local et globale du solutions d’un systéme de réaction
diffusion a deux composants d’une matrice pleine

i) La solution u est continue dans l'intervalle [0, Tiax),

i) St Thax < 00, alors u ne peut étre continue dans [0,7) pour tout 7 >> Trax

On appelle u la solution mazximale et Tyay est son temps maximal d’existence,

it) D’autre coté on considére que T = T(||uo||x). Alors l'un des deuz :
Tnax = +00 ou liTm |u(t)||x = 400 est satisfait.
— max

Le principe de prolongement de la solution nous conduit a [’alternative suivante :
a) ou bien Tyax = +00 et la solution est dite globale,

b) ou bien Thax < +oo et la solution explose en temps fini c’est a dire
lim |ju(t)||x = oo.

t—Tmax

Ainsi pour étudier ’existence globale des solutions, il suffit d’avoir des estimations uniformes
sur ces solutions.
Par conséquent, pour montrer [’existence globale de solutions classiques, il suffit de montrer

que celles-ci restent uniformément bornées sur leur temps d’existence.

2.5 Etude de I’existence local et globale du solutions
d’un systeme de réaction diffusion a deux compo-

sants d’une matrice pleine

Nous considérons le systeme de réaction-diffusion suivant

27: —apAu—apAv = f(u,v) dans R x Q, (2.21)
?;; —anAu — apAv = g(u,v) dans Rt xQ, (2.22)
avec des conditions aux limites
ou ov .
MA(1=XN—=0 e Iw+(1-N—=0 sur R x0Q, (2.23)
an an
et les données initiales
u(0,x) = ug(x), v(0,2) = vo(z) dans £, (2.24)
ou
0<A<1l e p[;eR, 1=1,2. (2.25)

24



2.5 Etude de I’existence local et globale du solutions d’un systéme de réaction
diffusion a deux composants d’une matrice pleine

(Conditions aux limites non homogenes de Robin), ou
A=B=0, i=1,2 (2.26)

(Conditions aux limites homogenes de Neumann), ou
1-A=8=0, i=12 (2.27)

(Conditions aux limites homogenes de Dirichlet).
Q) est un domaine ouvert borné de la classe C' dans R¥, les constantes a;; (¢,7 = 1,2) sont

supposés étre positifs et vérifient 1'inégalité
(a12 + a21)” < 4darams,
qui reflete la parabolicity du systeme et implique en méme temps que la matrice de diffusion

a11 Aa12

A:

Q21 A22

est définie positive. Les valeurs propres A; et Ay (A < A2) de la matrice A sont positives.

2.5.1 Transformation de la matrice de diffusion a une matrice dia-

gonale

Lemme 2.1.
Le systeme de réaction-diffusion avec une matrice 2 X 2 pleine est équivalente a un probléme

similaire mais avec une matrice diagonale que l’on précisé au dessous.

Démonstration.
x x

Soient 11) et ( 1) les vecteurs propres de la matrice A’ associée a ses valeurs propres
T12 T22

A1 et A2 (A < Ag). Pour ¢ = 1,2 fixée, on multiplions ’équation (2.21) par x;; et I’équation

(2.22) par z;9, on trouve

In?: —an T Au — aprn Av = 1 f(u,v),

$12g: — a1 T12AU — axri2Av = $129(U7 U)‘
Et

x?l?;z — anTnAu — 19721 Av = x9; f(u,v),

517222:: — 21220 AU — A20T2 AV = $229(U7 U)-
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2.5 Etude de I’existence local et globale du solutions d’un systéme de réaction
diffusion a deux composants d’une matrice pleine

Puis, on ajoutons les equations résultantes, on trouve

8(:1:11u -+ LU12’U>
ot

8(x21u + I‘QQ’U)
ot

D’autre part, on a

alors
a11  G21 T11 .
G2 (22 T12

Et
a11  G21 Ta21 o
A12 Q22 T2

A'X = \X,

A1%11 a11711 + @21T12 = A\1%11,
=

A2 a12711 + 22T12 = A\ Z12.

AoTo1 a11%21 + G21T22 = Naay,
=

A2T22 12791 + A22T29 = AoTas.

Dong, les equations (2.28)-(2.29) revient

8($11U + 1’12’1))
ot
8(ZE21U + ZEQQ’U)

ot

C’est a dire

8(z11u —+ .Z'12U>
ot
(9(x21u + flfgzl))

ot

On pose

wi(t,x) = (vau + zppv)(t,z), i=1,2, dans]0,T*[xS,

et

— /\131711AU — )\1[L‘12AU = xnf(u,v) + l’mQ(U,U),

— )\Q,I'QlAU — )\QJIQQAU = 1;21f(u, U) -+ I’QQQ(U,, ’U).

— /\1A($11U + 56121)) = xnf(U, ’U) + xlgg(u, ’U),

— MA(xzo1u + x90v) = xo1f(u,v) + x909(u, v).

Fi(wy,we) = i f + 209, i=1,2.

Alors le systeme (2.21)-(2.24) devient

ow
5~ MAw
ow
T~ A

avec des conditions aux limites

ow;
)\UJZ‘ + (1 — A ’
-5

F1<UJ1, Wa) dans ]07 T*[XQ,

= Fy(wy,wy) dans ]0,7T7[xS.

=pi, =12 sur ]0,T"[x09,
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et les données initiales

w;(0,2) =w(z), i=1,2, dans, (2.35)

ol
pi = TP+ Tiofa, 1=1,2, (2.36)

et
wd(x) = waug(z) + zpvo(x) € Qi=1,2 (2.37)

Réciproquement, soit (wy, wq) vérifiée (2.32)-(2.35) et d’apres (2.30) et (2.31)

a(xnu -+ 1'127))

ot

8(%21% -+ x22U>
ot

— MA(z11u + 2120) = 211 f + 2129,

— )\QA(I'QlU + .Z'QQU) = $21f + Z224g.

x x
Soit A = (aij)1<i j<2 une matrice tel que A, Ay sont ses valeurs propres et ( 11), ( 21) sont
T T12 T22

les valeurs propres de sa transposée A’. Alors

ou ov

xlla + $125 - G11$11AU - (121$12AU - CL12$11AU - CL22I12AU = m11f + Z129,
ou ov
xma + I22a — 11221 AU — 21 T2 AU — A12T21 AV — Ag2T2 AV = Illf + X129

On multiplions la premiere équation par —xyy et la deuxieme par xyo puis en faire I’addition

entre les equations résultantes, on trouve

Ou
ot

et comme la matrice A® a deux valeurs propres distinctes donc elle est diagonalisable, et la

(I12ZE21—$22£U11) —a11($121‘21—$22$11)AU—G12($12$21—$221‘11)AU = (I12$21—$22$11)f(ua U),

matrice constituée les vecteurs propre c’est une matrice de passage, donc elle est forcément

inversible, donc sa determinant n’est pas nul, ¢ & d x1ow9; — T29717 # 0. alors

ou
— —anAu — appAv = f(u,v).
ot
De méme principe on trouve la deuxieme equation
ov
5 as1 Au — asAv = g(u,v).

Tout d’abord, la condition de la parabolicity du systéme (2.21)—(2.22) implique celle du
systeme (2.32)—(2.33) ; & cause de

(a12 + CL21)2 < 4dajia9 = det A = 11092 — Q12097 > 0.

Etant donné que \; et Ao (A1 < A2) sont les valeurs propres de la matrice A?, probléme

(2.21)—(2.24) est équivalent au probleme (2.32) - (2.35). O
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Si on pose

a =min{aji,ax»n} et a=max{a,axn}.
Alors la positivité des coefficients de diffusion implique que
M <a<a< . (2.38)
Les données initiales sont supposées étre dans la région

{(u,v) € R? tels que pov < u < pyv} sipofo < Bi < i fo,

=
{(u,0) €R? tels que Lu<v<-tu} si LB < fh < LB
Ou
2\ 1
/"LIEQ 1>O>ILLQEQ 2_ (239)
a21 Qo1

On traitera le premier cas.
Nous supposons que les termes de réaction f et g sont contintiment différentiables, polyno-
mialement bornée sur X, (f(r,s),g(r,s)) est dans ¥ pour tout (r,s) dans 0¥ (nous disons

que (f,g) pointe en ¥ sur 9%) ; c’est-a-dire,

p2g(pias, s) < fuzs,s) et f(us,s) < pg(ps,s), Vs >0, (2.40)
et pour les constantes positives C' et o > — s suffisamment proche de —pus, nous avons
fu,v) + Cg(u,v) < Ci(u+av+1) Y(u,v) € X, (2.41)

ou ('] est une constante positive.

2.5.2 Existence locale et régions invariantes

Dans cette sous-section, nous prouvons que si (f,g) pointe dans 3 sur 0%, alors ¥ est
un région invariante pour le probléme (2.21) - (2.24), c’est-a-dire que la solution reste dans
> pour tout données initiales en Y. Une fois les régions invariantes construites, les deux
problemes de 'existence locale et globale deviennent plus faciles a établir : pour le premier
probléeme nous avons démontré dans la sous-section précédent que le systeme (2.21) - (2.22)
avec les conditions aux limites (2.23) et les données initiales en ¥ est équivalente a un
probléme pour lequel existence local tout au long de Uintervalle de temps [0, Trax[ peut
étre obtenu par une procédure connu et pour le second, puisque nous utilisons des techniques
habituelles basées sur les fonctionnels de Lyapunov qui ne sont pas applicables directement
au probleme (2.21) - (2.24) et besoin de régions invariantes.

Le résultat principal de ce paragraphe est
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Proposition 2.2.
Supposons que (f,g) point dans ¥ sur 0%, alors pour tout (ug,vg) dans X la solution

(u(t,.),v(t,.)) du probléme (2.21) - (2.24) reste en ¥ pour tout t dans [0, T*[.

Démonstration.
D’apres le lemme précédent et pour prouver que ¥ est une région invariante pour le systeme

(2.21)—(2.22), il suffit de prouver que la région
{(wy,wq) € R? tels que w; >0, i=1,2} =R" x RT, (2.42)
est invariante pour le systeme (2.32)—(2.33) et que
¥ = {(u,v) € R? tels que w; = (zyu + x00) >0, i=1,2} (2.43)

T SN ) .
Comme < > est un vecteur propre de A! associée a la valeur propre \;, ¢ = 1,2, ensuite,
T2

si nous supposons sans perte de généralité que ay; < ass nous avons

(@11 — Ni)xin + anwio =0, 0 =1,2.

1
Si on choisi z19 = — et x99 = ——, alors
251 H2
1 1 1 1
T+ xpv>0,1=1,2 <= —(——u—i—v) >0 et ——(——u—l—v) >0
H1 H1 K2 H2
— u< v et u > U,
car o < 0 < .
Alors (2.43) est prouvé et le systeme (2.32)-(2.35) peut étre écrit avec
w1 = —u+ v et we =u— V. (2.44)
Et
Fl(wl,wQ) = —f + H1g et FQ(’LUl,MQ) = f — U2g. (245)

Maintenant, pour prouver que la région RT x R est invariant pour le systeme (2.32)—(2.33),
il suffit & montrer que Fij(wy,ws) > 0 pour tout (wp,ws) tels que w; = 0 et wy > 0 et
Fy(wq,wy) > 0 pour tout (wy, ws) tels que wy > 0 et wy = 0, grace a la méthode de la région
invariante (Smoller [18]).

Suivant ce raisonnement et en tenant compte du fait que v > 0 dans ¥, Nous arrivons a
la condition (2.40).
Alors RT x RT est une région invariante pour le systéme (2.32)-(2.33).

Donc ¥ est une région invariante pour le systeme (2.21) - (2.23). O
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Puis systeme (2.21)—(2.22) avec les conditions aux limites (2.23) et les données initiales
dans ¥ est équivalent au systeme (2.32)—(2.33) avec les conditions aux limites (2.34) et

données initiales positives (2.35). Comme p; et p donnée par

p1=—P1+ P et py= 1 — pafa,

sont positifs (parce que on choisir le premier cas de X), nous avons pour toutes données ini-
tiales dans C(Q) ou LP(Q), p € (1, +00), L'existence et unicité de solution local au probleme
(2.32) - (2.35) et par conséquent ceux du probleme (2.21) - (2.24) découlent de la théorie
de l'existence fondamentale pour les équations différentielles semi-linéaires abstraites. Les
solutions sont classiques sur |0, T*[, ot T™* désigne le temps d’explosion éventuel en L>((2).
La solution locale est continuée globalement par un estimations a priori.

Une fois les régions invariantes construites, on peut appliquer la technique de Lyapunov et

établir Pexistence et 1'unicité de solution globale pour (2.21) - (2.24).

2.5.3 L’existence global

Comme déterminant du systéme algébrique linéaire (2.30), par rapport a variables u et v,
est différent de zéro, pour prouver l'existence globale de solutions de probleme (2.21)—(2.24),
on doit le prouver pour le probleme (2.32)—(2.35). Pour ce fin, il est bien connu que (Henry
[17]), il suffit de dériver une estimation uniforme de || Fy (w1, we)||, et || Fa(wy, we)||, sur [0, 7%

pour certains p > % Définissons, pour tout entier positif n, la suite finie
0; =0 i=01,..n, (2.46)

ou # est une constante positive suffisamment grand tels que
Tr A a1 + ag2
> = .
2vVdet A 2/a11a22 — ar2a9;

Le résultat principal de cette sous-section est

(2.47)

Théoréme 2.2.

Soit (wi(t,.),ws(t,.)) une solution positive de probléme (2.32) - (2.35). Introduire la fonc-

tionnelle
t— L(t) = / H(wi (t,2), wa(t, ))dz, (2.48)
Q
ou
H,(wi,wa) =Y Chlwiwy ™. (2.49)
i=0

Alors la fonctionnelle L est uniformément bornée sur l'intervalle [0,T*], T* < Tax-
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Démonstration.

La preuve est similaire a celle de [14]. Dérivons L par rapport a t on trouve

i = [ ]
(*) dw, 0t T dw, 0t 1

0H, 0H, OH
= [ (WS A st A o+ [ ( "F, "F)d
/Q( Pw, T g, w2) o\ T By )
= I+J
Par simple utilisation de la formule de Green nous avons
[ = [1 +[27
ou
8Hn 0w1 8Hn 8w2
n= </\ A >d , 2.
! o0 \" " Ow, on * 2 0w, on 7 (2.50)
et
I = /()\82 %G + (O + o) w +>\a 4|V P)ar. (251
2 = 0 9 wy 1 2 D, 0wy w1 Vws 2 W2 .

Tout d’abord, calculons les premiere et deuxieme dérivées partielles de H,, par rapport a w;

et ws. On trouve

aH = % n—1i aH” = 7 n—i—
D Zz;zC Ol twy Tt et Ty ;}(n—z)(] Oawtwy 1,

A Tlaide de la formule
iCL =nC", Vi=1,..,n, (2.52)
et en remplagant l'indice ¢ par ¢« — 1, nous obtenons

aH n—1
—nz O whwy (2.53)

8101
H

Pour &, a laide de (2.52) et le fait que
81112

Ch=C"" Vi=0,..,n, (2.54)

nous obtenons

an —nz Owiwy (2.55)

31



2.5 Etude de I’existence local et globale du solutions d’un systéme de réaction
diffusion a deux composants d’une matrice pleine

En utilisant les formules (2.53) et (2.55), on en déduit par analogie

0*H o
ow? = n(n—1) Z obippwiwy (2.56)
0*H o
Owdwy n(n—1) Z obiwiwy (2.57)
0*H, w2
d? n(n —1) Z ' Oawiwh A (2.58)

Maintenant nous affirmons qu’il existe une constante positive Cy indépendante de
t € [0, Thax[ tel que
I <Cy te|0, T (2.59)

Pour voir cela, nous suivons le méme raisonnement que dans [15] :

(i) Si 0 < A < 1, en utilisant les conditions aux limites (2.34) nous obtenons

0H, 0H,
11:/8Q (>\1 Bon (71—0?01)4‘)\28 2(72—011)2))650,
Ny — P —
ouo = _/\et% —\ 1=1,2
Puisque
0H, 0H,
H(wi,we) = N\ 150 ('71_0w1)+)\28 % (2 — ows),
wq Wo

= Pn—l(wb wz) - Qn(wb w2).

Ou P, ;1 et @, sont des polynomes a coefficients positifs de degrés n — 1 et n respectifs et
comme la solution est positive, on obtient

limsup  H(wy,wp) = —o0, (2.60)

(Jwr]+|wz])—=+o0

ce qui prouve que H est uniformément borné sur Ri et par conséquent (2.59).
(ii) Si A =0, alors I; = 0 sur [0, Tipax]-
(iii) Le cas des conditions homogenes de Dirichlet est trivial, puisque dans ce cas

H, H,
wy(t,x) = we(t,x) = 0 sur [0, Tipax[*x0€2, donc gwl = gw2

= 0 alors I; = 0. Par conséquent,
on obtient & nouveau (2.59) avec Cy = 0.

D’autre part, on a

n—2
L=—n(n-1)3 Ci 2></ W2 (A0 40] Vs 24 (M 4 Ao)0ss1 Vs Vivg + Aol | Vs |?) daz
i=0
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En utilisant (2.46) et (2.47), nous en déduisons que les formes quadratiques (par rapport a

Vw; etVw,)
B(Vwy, Vwy) = Mbiya| V[ + (M 4 A2)0i1 Vo Vg + A [V,
= 22: bijVw; - Vw;,
ij=1
sont définie positive avec
A0 1o W@H
2000 Aoby
d’apres théoreme 1.1 du chapitre 1 et pour que cette forme quadratique soit définie positive il
faut et il suffit que les déterminants principaux successifs de la matrice B doit étre strictement
positive.
Abiio >0car Ay >0et >0,

AL+ Ag)?
et det B = )\1)\26191'+2 — (1—22) .

(O + AQ)QM)2 — AN Xabif; 12 = 07, (M + A2)? = 4N Af?) <0, i =0,1,...,n—2. (2.61)

Alors
I, <0. (2.62)

(2.53) et (2.55) ensemble implique
n—1
J=n Z C:L—l /Q {(QiHFl(wl, U)Q) + QZ'F2<7,U1, wﬁ)wiw?‘l_z} dz.
i=0
En utilisant les expressions (2.45), nous obtenons

Oi1 Fy(wr, we) + 0iFy(wi,wa) = (=041 + 0;) f + (i1 — p2bhi)g,

0,
0;
= (mbip1 — b)) | ——5——f +g|.
—Mzm +
. . r—1 _ . z—1 1 0;
Puisque la fonction x —— ——— est croissante avec lim — = —— et que
— 2 + iy T=H00 — ok + [ 2 Ois1

est suffisamment grand lorsque 6 est choisi suffisamment grand, par utilisation du condition

(2.41) et relation (2.44) successivement, nous obtenons, pour une constante Cs,

n—1
J S Cg/Q [Z(wl + wo + 1>C:Llwiwg_1ﬂ] dzx.

=0

Suivant le méme raisonnement que dans [13], un simple calcul montre que
J < CyL(t) sur [0,77].
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Ensuite, nous avons

L(t) < C5L(t) + CsL'7 (1) sur [0,T].

Mettrons

1

7 =1L,

on obtient

pZ < CsZ + Cs.

La solution de cette inégalité différentielle linéaire donne la limite uniforme de la fonction L

sur l'intervalle [0,7*], qui compleéte la preuve de la théoreme. O

Corollaire 2.1.

Supposons que les fonctions f et g sont continuellement différentiable sur 3, points en %
sur 0% et satisfaire la condition (2.41). Alors tous les solutions de (2.21) - (2.24) avec des
données initiales en X et uniformément bornés sur ) sont dans L*>(0,T*, LP())) pour tous

p> 1.

Démonstration.

La preuve est une conséquence immédiate du Théoreme 2.2, la triviale inégalité
/ (wl(t,x) + wo(t, :L’))pdx < L(t) sur [0,T7].
Q
Et (2.44) O

Proposition 2.3.
Selon l’hypothese du Corollaire 2.1, si les réactions f et g sont polynomialement borné, alors
toutes les solutions de (2.21)-(2.23) avec les données initiales en 3 et uniformément bornées

sur §2 sont globales dans le temps.

Démonstration.

Comme il a été mentionné ci-dessus, il suffit de dériver une estimation uniforme de || Fy (wy, wq)||,
et || Fa (w1, wa)]|, sur [0, T*[ pour certains p > &. Comme les fonctions f et g sont polynomia-
lement bornées sur . En utilisant les relations (2.30) et (2.31), nous obtenons que Fj(wy, ws)
et Fy(wy, wsy) le sont également et la preuve devient une conséquence immédiate du Corollaire

2.1. [l
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Chapitre

SREACTION DIFFUSION ET

FORMATION DE MOTIFS

Introduction

La formation de motifs est un domaine de recherche
étudié depuis les travaux pionniers d’Alan Turing sur la
morphogénese (Turing, 1952) [10]. Il a montré que la for-
mation de motifs pouvait étre obtenue par l'interaction
de deux substances qui se propageaient a des vitesses dif-
férentes. Pour les interactions de ce type, Turing a intro-
duit le nouveau terme, systemes de réaction-diffusion, qui
est maintenant généralement utilisé. Il a démontré qu’un
état d’équilibre homogene est instable dans certains sys-
temes de ce type et que toute déviation locale minime par
rapport a cet état d’équilibre suffit a déclencher la forma-

tion de motifs. Ce phénomene, appelé instabilité induite

Alan Turing

par la diffusion, s’est avéré s’appliquer a de nombreux systémes biologiques et chimiques et

a été analysé mathématiquement a l'aide de diverses techniques [3], [4]. L’instabilité clas-

sique de Turing conduit a I’établissement des motifs spatiaux stationnaires. Apres les travaux

pionniers de Turing , de nombreux travaux ont été consacrés a I’étude des conditions d’insta-

bilité dissociée dans les systemes de réaction-dissipation et de leurs liens avec la formation

de motifs dans une grande variété d’applications.
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3.1 Les motifs de Turing dans un modele a deux es-

peces

3.1.1 Condition de nos dimensionnalisation

Soit un systéme de réaction diffusion a deux especes

04 p.AA+ (A B),

4 (3.1)
E = DBAB + G(A, B),

ou les fonctions de réactions F' et G sont définies par

F(A,B) = ky — koA + k3 A?B,
[ ram-sars .

G(A,B) = ky — k3 AB.

Ou les Dy, Dpg, k;, i = 1,4 sont strictement positives.
Le systéeme (3.2) est appelé la cinétique de Schnakenberg.

On introduit L comme une échelle de longueur et on pose [4]

o (ks\® (ks\® . Dat ., =
u= <k2>’ v = <k2>’ = 720 T =7 (3.3)

1 1
D 2 2 L2
d==8 a:’“1<k3> , b—k4<k3> , oy = k2 (3.4)

ke \ka
Prenant la dérivée partielle de A par rapport a t* et z*, donne

814_%815_2% aA_%ax_L% (3.5)
ot* Ot ot Dy ot Ox*  Oxrdx* O’ )

Utilisons I’équation (3.5) pour calculer le laplacien de A par rapport a z*

CPA 1 PA 1

A(z)A = e T 2 (x*) A. (3.6)
Par les relations données de (3.3); on obtient
1 1
A= (:i) 2 u  donc gﬁ = (:i) 2 g;i (3.7)
La premiere équation de (3.1) devient sous la forme
lzj gﬁ _ %A (+") A+ F(A, B). (3.8)
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Ce qui donne

DA L?
=A(z")A+ —F(A,B). :
Par suite de relation (3.7) on trouve
k’g % ou . k‘z % « L2 2
(I@,) 5 = (lft’,) A(z")u+ . (kl — ko A+ ksA B) : (3.10)

Alors que la remplacement de A et B par u et v et par l'utilisation de (3.3) on obtient

1 1 1 1 2 1
]{32 2 8u N k‘z 2 « L2 k’g 2 ]{32 2 k’g 2
()" 2= () st (5w ()] ()" o0

ks
En suite, on trouve

ou L2 /{33 % k‘g % ]Cg % k?g k’g % k?g %
= A (z* — k= — k| == o ko | 22 3 2 [ h2 .
o~ A@ut o 1<k2> 2(k:3 )T ) ) )Y
(3.12)
Il vient apres un calcul simple
u L2 ke (k)2
el A(x")u+ Da klk—z (é) — kou + kzgu%] . (3.13)
Ce qui donne
ou L? kv (ks
=A(z* —ky | =] — 2 14
e (x)u—i—DA > <k2 u+ u‘v (3.14)
On obtient la suivante
ou . L? 9
8t*:A(w)u+D—Ak2[a—u+uv}. (3.15)
D’ou
au * 2
at*:A(x)u—i-v[a—u—i-uv}. (3.16)
Enfin, nous obtenons la premiere équation non dimensionnelle
0
a—;i = A (@) u+vf(u,v). (3.17)
Prenant la dérivée partielle de B par rapport a t* et x*; donne
0B 0B 0t L? 9B 0B 0B 0 0B
- - - o127, (3.18)

ot Ot ot Dy ot dr*  dxdr*  Or

Utilisons I"équation (3.18) pour calculer le laplacien de B par rapport a z*

B 1d°B 1 .
= = Tigne = EA (z*) B. (3.19)

A(z)B
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Par les relations données de (3.3), on obtient

1 1
]{32 2 0B k'Q 2 Jv
B=|-— d = |- . 3.20
<k3> voeone g <k3> ot (3.20)
La deuxiéme équation de (3.1) devient sous la forme
DAdB Dy, . .
Ce qui donne ,
0B Dg L
=—A(z*)B+ —G(A, B). 3.22
o = DA B+ 5G4 B) (322

Par suite on trouve

k‘z % v B DB kQ % % L2 2

remplacement de A et B par u et v et par I'utilisation de (3.3) on obtient

1 1 1 2 1
k’z 2 81} DB k’g 2 L2 k?g 2 kQ 2
—= =— (=] A(z" — ks — Kk —= —= .
<k3> o~ Da <k3> @t gy bkl ) v (&) @
Il vient apres un calcul simple
1 1 1 2 1
k3 2 k3\2 | (ko2 ko 2
ko | — | —ks|— —= — 2
4<k2> 3<k2> {(k?)) u] <k3> v] : (3.25)

dv _ Dp . L? ky (k3 : 2

—~

3.24)

2
A N
D4

ot* Dy

on obtient (3.25) sous la forme

ot Da
alors
8U * 2
o = AA@)v + (b — ], (3.27)
d’ou
v .
55 = dA(x™)v + vg(u, v). (3.28)
Le systeme (3.1) est non dimensionné et prendre la forme suivante
du _ Au+ v f(u,v) sur Q,
gt (3.29)
— = dAv + vg(u, v) sur €,
ot
avec les conditions au limite suivante
ou  Ov
—=—=0 oN.
an = o sur
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3.1 Les motifs de Turing dans un modeéele a deux espeéces

3.1.2 Analyse de stabilité

Le systeme (3.29) sans diffusion est donnée par

ou

5= vf(u,v),

5 (3.30)
i vg(u,v).

Cherchons les points d’équilibres

f(u07 UO) - g(UQ,UO) - 0
Considérons une perturbation w de I’état d’équilibre
u(t) — ug, w
w(t) = () =uo, | _ [ ) (3.31)
v(t) — vg Wy
Pour ||w]| petit et par la linéarisation autour de I’équilibre (ug, vo), la perturbation est régie

localement par 1’équation

ow
— =~vJw, 3.32
raalt] (3.32)
ou J est la matrice jacobienne évaluée en (ug, vp), la matrice J est donner par
PR
Gu  Gv (u0.0)

maintenant, nous cherchons les solutions sous la forme

w = ae™,

ou A est une valeur propre de vJ.

3.1.3 Stabilité sans diffusion

Ce systeme linéaire est stable lorsque toutes les valeurs propres de vJ ont Re(\) < 0.

Le polynome caractéristique de vJ est

AN = (fut 90) A+ (fugo — fogu) =0, (3.33)

il s’ensuit que les valeurs propres sont

y |:(fu + gv) + \/(fu + 911)2 —4 (fugv - vaU):|

o 2 ’ (3.34)
l:’y (fu + gv) - \/(fu + gv)2 —4 (fugv - fvgu):|

2

)\2:
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3.1 Les motifs de Turing dans un modeéele a deux espeéces

Donc la stabilité linéaire (Re(A) < 0) est garantie si

Tr(J) = futgo <0, (3.35)
det(J) = fugo — fogu > 0. (3.36)

Les équations (3.35) - (3.36) sont les deux conditions pour que la solution de (3.30) soit
stable.
Les conditions (3.35) et (3.36) joueront un role important dans ’établissement du moment

ou l'instabilité de Turing peut se former.

3.1.4 Instabilité induite par diffusion

Nous devons considérons maintenant un couplage entre la réaction et la diffusion, et avec
la linéarisation autour de I’équilibre (ug,vp), le systéme d’équations aux dérivées partielles
(3.29) devient

ow 10

— = DA J D = . 3.37
L = DAw+w, o (337)

En utilisant la méthode de séparation des variables, nous cherchons des solutions pour (3.37)

sous la forme

w = Z CkeAkt1/1k,
k

ou ¥ est la solution de I’équation de Helmholtz

Ay + k‘?@bk =0 sur (),

3.38
% =0 sur 0f. ( )
on

Ici, k2 > 0 est une constante positive. En substituant une fonction de test cpe*‘1);, dans

(3.37), on obtient
)\wkcke’\t = kQDwkae)\t + ’ykacke’\t,

ce qui réduit a I’équation
Apy, = DE*ty, + 7 J i,

par une écriture sous forme matricielle on obtient

(M — 7] + DE?| b = 0, tel que ¢y # 0. (3.39)
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3.1 Les motifs de Turing dans un modeéele a deux espeéces

Soit N = A — ~J + DE?. Ce systéme aura des solutions non triviales si det(N) = 0, donc

on a

det(\ — ~J + DE*) = 0,

ce qui donne
A— P)/fu + k2 _’}/fv

— 0,
—VGu A — g, + dk?

un calcul simple donne un polynéome d’ordre deux en A
Nt [(d+ DR =y (fut 9)| A+ H () =0,

H (k) = dk" — yk? (df. + g) + det(J).
L’équation (3.40) prend la forme
M +a\+5=0,
a=(d+ 1k =7 (futg),
B = dk" — yk* (dfu + go) +7* det(J),
B(d+1) = 2(fu+00) > 0.

Donc le seul moyen d’obtenir Re()\) > 0 est lorsque H (k*) < 0 pour un certain .

Nous pouvons vérifier cette condition a partir des solutions du polynome (3.40).

R4d) = (fut g) VRO +d) =7 (fu+ g.)]2 — 4H ()

)\1:— —

2 2
o RO =y (futg) | VRO +d) =y (futg) —4H()
T 2 2

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Parce que nous avons besoin de det(.JJ) > 0 a partir de la condition (3.36), nous pouvons

voir que H (k?) < 0 ne se produit que lorsque
df, + g, > 0.

L’inégalité (3.43) est une condition nécessaire mais insuffisante pour Re(A) > 0 .

(3.43)

Pour obtenir H (k?) < 0 pour certains k # 0, nous exigeons que le minimum H;, < 0. A

partir de I’équation (3.42), la dérivée par rapport a k? est

Ainsi on obtient o o (dfa + g0)

m 2d )
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3.1 Les motifs de Turing dans un modeéele a deux espeéces

et pour que cette quantité soit positive, il faut que df, + g, > 0.

Qui donne le minimum H(k2,) comme suit
Hy = H (k2,) = dkj, — vk, (dfa + g0) + 77 det(]),

Pour que H (k?) soit strictement négatif pour un k différent de zéro, le minimum H,, doit
étre strictement négatif.

De I’équation (3.45), on obtient

dfu + g.)’
Hy = H (k) = 2 |det(y) — Wt 90
(12) =52 aer(r) - P
Ainsi, la condition que H (k?) < 0 pour un k% # 0 est
(dfu + 9)°
det —_
et(J) < VR
pour k # 0, et & la bifurcation, quand H (k2) = H,, =0
(dfu + 9)*
det =
et(J) i

3.1.5 Les coefficients critiques

A la bifurcation, lorsque H (k2,) = H,, = 0, nous avons besoin de

(dfu + g0)"
4d ’

(dfu + g.)°
id

det(J) =

det(J) = fugv - fvgu =
On obtient apres un arrangement
d?ff +2 (zfvgu - fugv> de + 912; =0,

cela définit un coefficient de diffusion critique d. comme racine appropriée.

Par conséquent, le nombre critique d’onde k. est donné par

/{32 — ’Y(dfu +gv) _ det("]) .V fugv _ fvgu‘

: 2, i, T VAL

3.1.6 Les conditions suffisantes pour la formation de motifs

Lorsque H (k?) < 0, I’équation (3.40) a une solution A > 0 pour la méme gamme de

nombres d’onde qui font que H < 0 . De I’équation (3.40) avec d > d.,
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3.1 Les motifs de Turing dans un modeéele a deux espeéces

la gamme des nombres d’onde instables est k¥ < k? < k2, qui est obtenu a partir du

quadratique
2 dfu+gv:|:\/(dfu+gv)2_4d(fugv_fvgu> -
ki =7 , =12
2d
Ainsi,
k3 < k* < k3, (3.46)
tel que
K= |4 Jd 2 _4d 3.47
1—2d fu+gv_ (fu+gv) - (fugv_vaU) ) ( )
5
B= [dfu + o+ (A + 90)° — 4d (fuge — fvgu)} . (3.48)
L’expression A = X (k?) est appelée relation de dispersion. Dans un intervalle instable,

Re A (k%) > 0 a un maximum pour k,, avec d > d.. Cela implique qu’il existe un mode

de croissance plus rapide dans la somme de w. Ainsi, nous avons
k2
w= Y ey pour les grands t. (3.49)
k1
Pour récapituler nos résultats pour l'instabilité induite par la diffusion d’un systéme de

réaction diffusion de deux espéces.

Théoreme 3.1.
Considérons le systéme de réaction diffusion (3.29) avec le point d’équilibre (ug,vo). Les

conditions pour que les motifs de Turing se forment sont

futg, < 0, (3.50)
fugv - fvgu > 07 (351)
dfu+9s > 0, (3.52)
df + gv)?
( Ad ) > fugv - fvgu' (353>

Ou toutes les dérivées partielles sont évaluées da (ug,vo) : Si ces conditions sont remplies, il
eziste alors une gamme de motifs dépendant de 7y ; les nombres d’ondes linéairement instables

donnés dans (3.46)-(3.48). Ces motifs spatiaux sont les fonctions propres vy, avec les nombres

d’onde ky et k.

Notez que cela découle de (3.50) et (3.52) ou d # 1;et f, et g, doivent avoir des signes
opposés. Par exemple, si f, > 0 et g, < 0, d > 1, cela signifie que I'inhibiteur du systeme

(3.29) doit diffuser plus rapidement que l'activateur.
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3.2 Application sur le systéeme de Schnakenberg

3.2 Application sur le systeme de Schnakenberg

3.2.1 Le systéeme de Schnakenberg

Rappelons que le systéme de Schnakenberg [24] est de la forme (3.29) avec

fu,v) = a—u+ v,
g(u,v) = b — u?v.
Dans le cas de la cinétique de Schnakenberg, il existe trois parametres (a, b, d) strictement

positive sous les quels le mécanisme (3.29) est instable.

3.2.2 Les points d’équilibres
Les points d’équilibre sont obtenus par f(u,v) = g(u,v) =0, d’ou

a—u+u’v = 0,

b—u?v = 0,

cela implique que le point d’équilibre est

(1o, v9) = (a+b, ((be)Q> |

La jacobienne du systéme au point d’équilibre (ug, vg) donne

S fu fo _ 142w  u? |
Ju  Go (w0.50) —2uv —u? (wo00)
par suite
N Y (ariy
b_Ta —(a +b)?

3.2.3 Instabilité induite par la diffusion pour le systéeme de Schna-

kenberg

et en utilisant la condition (3.50) du théoréeme 3.1, on obtient

_b—a

(/) b+a

—(a+b)*<0,,
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3.2 Application sur le systéeme de Schnakenberg

par conséquent

0<b—a<(a+b)?

De méme, la condition (3.51) du théoréme 3.1 donne
B 2b 9 b—a 9
detJ—Kb_i_a)(a—l—b)] l(b_i_a)(a—l—b)].

detJ = b*+a®+ 2ab,

D’ou

= (a+b)*>0.
La condition (3.52) du théoreme 3.1 dit que
dfu + go >0,
ce qui donne par conséquent
d(b—a) > (b+a)’.

La derniere condition (3.53) du théoreme 3.1 est

(dfu + g0)°

Ad > fuGo — fogu & (dfu+gv>2 >4d(fugv_fvgu)-

Ainsi on a

[d(b— a) — (b+ a)*]> > 4d(b + a)*.

Par la résumé suivante, nous obtenons les conditions pour la cinétique de Schnakenberg dans

lesquelles on a une formation de motifs de Turing.

0<b—a < (a+b) (3.54)

(a+b)? > 0, (3.55)

db—a) > (b+a)’ (3.56)

[db—a) — b+ > 4d(b+a)" (3.57)

Ces inégalités définissent un domaine dans 'espace des parametres (a, b, d), appelé espace
de formation de motif ou espace de Turing pour la cinétique de Schnakenberg.
La solution d’équilibre homogene de

ou

5% Au+a—u+ u’v, (3.58)
g:; = dAv+b—u’v. (3.59)
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3.2 Application sur le systéeme de Schnakenberg

deviendra instable sous la moindre perturbation spatiale ot les conditions (3.54)-(3.57) sont
satisfaites. nous considérons le probleme propre (3.38) et choisissons le domaine planaire
Q = (0,p) x (0,q) pour les constantes positives p,q. Par la séparation des variables, la
solution générale est

= nwx mmy

Y(z,y) =Y > A,cos|——| Bpcos | —=| . (3.60)

n=1m=1 p q

Considérons I’équation (3.60) avec ’équation (3.37) et (3.38). Maintenant, la solution instable

a motifs spatiaux est donnée par

+o0 400
wt,z,y)=> Y AFIEAL cos [mrw] B, cos [mry] : (3.61)
n=1m=1 p q
ol , ,
k= 72 [712%—7721, n,m € 7.
p q

La bande de nombres d’ondes de (3.46) a (3.48), est donnée par
Ti(a,b,d) = ki < k* < ki =~T5(a,b,d). (3.62)

On utilisons les inégalités (3.46)-(3.48), on obtient

dfy + g — \/(dfu + 90)? — 4d(fugo — fo9u)
2d

Fl <a7 ba d) -

D’apres la cinétique de Schnakenberg ;on trouve

[d(b—a) — (a +b)*] — /[d(b — a) — (a + b)3]* — 4d det ()

['y(a,b,d) = 3.63
et pour
dfu + 9o + \/(dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu)
FQ((L, b, d) = .
2d
Ce qui donne par similaire
d(b—a) — (a +b)*| + /[d(b — a) — (a + b)3]* — 4d det(J
Fyabd)— 40— 0 = @+ O]+ Jldb =) — (0 + b —dddet()) oo
2d(a +b)
les parametres dans(3.62) en termes de longueur d’onde w = %, les longueurs d’onde sont
limitées par des modes avec une borne inférieure et supérieure w; et wy, ou
2772 472 47
2 2 2
=|l—| =——F— <w <w; = ———. 3.65
“ [ k2 } 7F2(aa bv d) . 2 ’le(aa ba d) ( )
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3.3 Motifs de poisson zeébre

Les parametres de (3.37) expliquent le type de role que joue dans le systéme de réaction
diffusion (3.1). Avec  tres petit, les inégalités (3.62) nous indiquent que la gamme de nombres
d’ondes et donc de motifs de Turing ne se formera pas (c’est-a-dire qu’il n’y a pas de région
instable dans 'espace de Turing). D’autre part, avec vy suffisamment grand, cela garantit que

le systeme (3.29) est spatialement instable et donc que des motifs se forment.

3.3 Motifs de poisson zebre

Hongyong Zhao [11], a étudié la formation de motifs pour un type de poisson, 'auteur a
utilisé le systeme de Schnackenberg comme modele mathématique pour cette étude. avec des
techniques et simulation numériques, quelques catégories de motifs de Turing sont obtenues,
des taches, des bandes et des hexagonaux. En plus de l'effet de la diffusion croisée.

Les figures suivantes montrent certains types de ces motifs.

F1GURE 3.3 — Motifs sous forme des hexagones dans différents instants.
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3.3 Motifs de poisson zeébre

FIGURE 3.6 — Exemples de poisson zébre avec des motifs sous forme des taches (a) ou bien

taches et bandes (b) dans la nature.
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Conclusion générale

et perspectives

Puisque les systemes de réaction diffusion est un domaine large, nous avons rappelé
certaines de ses bases, puis nous avons étudié I'existence globale de solutions pour un systeme
de réaction diffusion a matrice de diffusion pleine 2 x 2, les compétences utilisées, c’est la
méthode fonctionnelle de Lyapunov et leur techniques.

Quant a la formation des motifs, nous avons précisé des conditions qui les constituent selon
le mécanisme de Turing. Théoriquement, nous avons appliqué ces conditions au systeme de
Schnakenberg.

Nos perspectives seront d’étudier les formations de motifs de trois especes.
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