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Introduction

L’idée du calcul fractionnaire est apparue pour la premiére fois dans une
lettre envoyée par Marquis de L’'Hospital(1661-1704)a Wilhelm Leibniz(1646-
1716),datée en 30 Septembre 1695.dans cette lettre, L’Hospital interroge Lei-
binz sur son artucle apparu en 1646 dans lequel il donne une définition de la
dérivée d’ordre n d’une fonction fou n =1,2,3....... L’Hospital lui demande
qu’obtient-on si n = %.et Leibinz répond que "cela méne & un paradoxe dont
on tirera un jour d’utiles conséquences".Depuis cette découverte,beaucoup
de mathématiciens se sont penchés sur le sujet,nous citons :

P.S.Laplace (1812), J.B.J.Fourier (1822), N.H.Abel (1823-1826), J.Liouville
(1832-1873), B.Riemann(1847), H.Holmgren (1865-1867), A.K.Grunwald (1867-
1872), A.V.Letnikov (1868-1872), H.Laurent (1884), P.A.Nekrassov (1888),
A Krug (1890), J.Hadanard (1892), O.Heaviside (1892-1912), S.Pincherle (1902),
G.H.Hardy et J.E.Littlewood (1917-1928), H.Weyl (1917), P.Levy (1923),
A.Marchaud (1927), H.T.Davis (1924-1936), A.zygmund (1935-1945), E.R.Amour
(1938-1996), H.Kober (1940), D.V.Widder (1941), M.Riesz (1949). Le but
étant de généraliser les résultats obtenus pour des dérivées d’ordre entier,
dans le cas ou les dérivées sont d’ordre arbitraire.

Durant presque plus de 300 ans, la théorie du calcul Fractionnaire a été
développée uniquement en tant que théorie pure utile juste pour les mathé-
maticiens.Ce n’est qu’au début des années 1950 que Vanderziel dans ses re-
cherches sur les spectres de bruit des semi-conducteurs, puis Davidson et Cole
dans leurs travaux sur la relaxation diéléctrique dans certains liquides ont pu
modéliser des phénoménes naturels en faisant appel a la dérivée d’ordre frac-
tionnaire.

les divers domaines oti le calcul fractionnaire a fait un impact profond com-
prend la viscoélasticité et la rhéologie, le génie électrique, 1’électrochimie, la
biologie (battements du coeur, flux du sang), biophysique et le géniebiolo-
gique, le traitement du signal et d’image, la mécanique, la mécatronique, la
physique, et la théorie de la commande.

Ce travail se présente comme suit :

Le premier chapitre rappelle quelque notions préliminaires essentielles de
I’analyse fonctionnelle et de calcul fractionnaire.

La deuxiéme chapitre présente la notion de controlabilité exacte et approchée
d’un systéme linéaire fractionnaire. La definition classique y sont adaptées,
pour ensuite étendre le critére de Kalman pour ce type de systémes en di-
mension infini.



Dans la troisiéme chapitre nous traitons une application sur un systéme mo-
délisé par une équation intégrale fractionnaire dans un espace de Hilbert.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.2 (FEspace vectoriel) Soit E un ensemble non vide muni d’une
opération interne notée + (addition) et d’une opération externe sur le corps
K notée - (multiplication par un scalaire), i.e. une application qui au couple
(o, ) € K x E associe un élément a - x € E.

On dit que (E,+,-) est un espace vectoriel sur K si :

1.(E,+) est un groupe commutatif,

2Vz,y € E.Va,B €K, on a :

- (r+y) =a-r+a-y,

osa+p) x=a-z+ -z,

ea - (f-x)=(af)-x,

ol -z =u1.

Les éléments de E sont appelés points, éléments ou vecteurs (selon le contexte),
ceur de K scalaires.

Définition 1.3 (Sous-espace vectoriel) Toute partie non vide F d’un espace
vectoriel E sur K, stable pour ’addition interne de E (i.e. v+y € F, Vx,y €
F) et la multiplication externe (i.e. ax € F,¥(a,x) € KX F) a une structure
d’espace vectoriel sur K induite par celle de E.

On dit que F' est sous-espace vectoriel de E.

Définition 1.4 (Espace vectoriel normé) Soit X un espace vectoriel sur le
corps K. Une norme sur X est une application de X dans Ry noté z —|| x ||
ou N(z) qui vérifié Vo, y € X et YA € K les propriétés suivantes :



L.|z]|=0&2=0 (Séparation)

2. Xz ||=| A || = || (Homogénéité)
Bllz+yl<llz|l+ 1yl (Triangulaire).
On dit que (X, || . ||) est un espace vectoriel normé sur K.

Remarque 1.5 Si lapplication x —|| x || vérifié uniquement les propriétés
(2) et (3), on parle alors d’une semi-norme.

Définition 1.6 (Espace de Banach) Un espace normé E est dit espace de
Banach s’il est complet, i.e. si tout suite de Cauchy convergentes vers un
élément de E.

Définition 1.7 (Suite de Cauchy) Soit (x,)nen une suite dans un espace
normé E. On dit que (x,)nen est de Cauchy si :

Ve > 0,3dN. € N t.q. Vn,m > N :|| zp, — xp, [|[< €

Espace des fonctions intégrables

Espace de Hilbert

Définition 1.8 (Produit scalaire) On appelle produit scalaire sur H toute
application (.,.) de H x H dans K t.q. : Vx, o',y € H et VA, u € K, on ait
les propriétés suivantes :

1. (A\x + px',y) = Mz, y) + p(a',y) (Linéarité en x)

2. SiK=R,(y,z) = (z,y) (Symétrie)

SiK = C, (y,z) = (z,y) (Anti-symétrie)

3. (z,z) € Ry (Positivité)

4. (z,x) =0< 2 =0.

Espaces des fonctions et quelques propriétés

L’espace des fonctions intégrables

Définition 1.9 Soit Q = [a,b](—0c0 < a < b < +00) un intervalle bornée de
R.



Pour 1 < p < oo, on désigne par LP(Q)) lespace des classes de fonctions
réelles et mesurables de puissance p™ intégrables sur Q, c’est-a dire :

b
LP(Q) = {f : [a,b] = R/f est mesurable et/ | f(z) |P do < oo}

Pour p = oo on désigne par L™ ['espace des classes de fonctions réelles,
mesurables et bornées presque par tout. C’est-a-dire :

L>*(Q) = {f : [a,b] = R/f est mesurable et AM > 0;| f(z) |< Mp.p}

Proposition 1.10 Soit Q = [a,b]. Pour 1 < p < oo, la fonction qui a tout
f € LP(Q) associe le nombre

15 =l £ 1= ([ 1 ) )

est une norme sur LP(Q). Pour p = oo, la fonction qui a tout f € LP(Q)
associe le nombre

| f == esssug | f(z) |=inf{M > 0;| f(z) |< M.p.p sur Q}.
re

est une norme sur L>(€2).

Théoréme 1.11 (Fischer-Riesz) Pour 1 < p < oo, l'espace LP(Q) muni de

la norme (|| - ||») est un espace de Banach.
Pour p = oo, l'espace L>®(2) muni de la norme (|| - ||1..) est un espace de
Banach.

Théoréme 1.12 (Inégalité de Holder) Soit Q = [a,b], et soient p et q deux
exposants conjugqués (i.e.% + é =1).
Si f € LP(Q), alors, f.g € L*(Q) et

1

[ V@t tae< ([ 1w ran) ([ 1o )

Pour p = q = 2, linégalité précédent devient

Jragraes([rrea)y ([rora)

ce qu’on appelle l'inégalité de Cauchy-Schwarz.



Espaces des fonctions continues

Définition 1.13 Soit Q2 = [a,b](—00 < a < b < 400) et soit n € N. On
note par C™(Q2) Uespace des fonctions réelles n fois continument dérivables
sur ), muni de la norme

n

cn(Q)= Z sup | f*(x) | .

r—0 T€lab]

IS

Définition 1.14 (Espace préhilbertien)Un K-espace vectoriel X muni d’un
produit scalaire est appelé espace préhilbertien (réel si K =R ou complexe si

K=C).

Corollaire 1.15 Soit X un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (.,.).
La relation )

|z [|= (z,2)2,
définit une norme sur X.

Définition 1.16 (Espace de Hilbert)Un espace préhilbertien complet pour la
norme définie par son produit scalaire est appelé espace de Hilbert.

Exemple 1.17 L’espace 1L?(Q) des fonctions de carré intégrable muni du
produst scalaire

(e = [ 1@
définit un espace de Hilbert.

Remarque 1.18 Tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace
de Hilbert (c’est le cas de R"™ et C" munis de leurs produits scalaires cano-
niques respectifs).

En particulier, pour tout élément z de X, on a :
N

ox =) (2,0,)@pi-elimy o || 2= (2,2,), [x=0.

n=1 n=1
[eS)
o z 1K= | (@) I
n=1

Définition 1.19 (Espace séparable)Un espace séparable est un espace topo-
logique contenant un sous-ensemble dense el au plus dénombrable.

Théoréme 1.20 Toute espace de Hilbert séparable de dimension infinie pos-
sede une base hilbertienne dénombrable.



Espaces H*(Q) et H}(Q),k €N

Définition 1.21 Soit Q un ouvert non vide de R™, pour tout p € [1,400] et
tout k € N, on pose :

H*(Q) = {u € L*(Q), D*u € L*(Q),YVa € N",| a |< k}.
En particulier, H°(2) = L*(Q) et
HY(Q) = {u € L*(Q), vu € (L*(Q))"}.
Définition 1.22 Soit Q € C' (régulier), alors on a :

Hy(Q) = {u e H' (Q);u =0 sur 9Q}

1.22.1 Theéorie des opérateurs linéaires

Dans toute la suite E, F' sont des espaces normés sur le méme corps K.

Opérateurs linéaires
Définition 1.23 Un opérateur linéaire de E dans F est une application A
d’un sous-espace D(A) C E & valeur dans F t.q. :

Vo,y € D(A),Ya,B €K, ona : Alax + By) = aA(x) + BA(y).
Avec D(A) est le domaine de l'opérateur A.
- Limage de A est le sous-espace :

R(A) =ImA={A(x) :z € D(A)} = A(D(A)) C F.

- Le noyau de A est le sous-espace :

N(A)=KerA={xe€ D(A): A(x) =0} C E.

Remarque 1.24 1. En disant que A est un opérateur de E dans F, il est
possible que D(A) soit un sous-espace propre de E, par contre [’écriture A :
E — F signifie que D(A) = E.

2. A est surjectif si et seulement si R(A) = F.

3. A est injectif si et seulement si N(A) = {0}.

4. D’abitude en écrit simplement Ax au lieu de A(x).

10



Définition 1.25 (Opérateur adjoint) Soient E, F deux espaces de Hilbert.
Si Ae L(E,F), on note A* € L(E, F) Uopérateur défini par

(¢, A*Y)g = (Ad,¥)p,  V(¢,90) € Ex F.

Définition 1.26 (Base Hilbertienne) Une famille (¢n)nen d’un espace de
Hilbert X est une base orthonormée de X ou une base Hilbertienne de X si
et seulement si

o || ¢ llx=1,¥neN

 (On,Pm)x =0,Vn,m € N;n#m

o ['espace vectoriel engendré par la famille (¢ )nen est dense dans X.

En particulier, tout élément z de X, on a

e N
0 2= 3 (200 (edimyio || 2= 30 (2 00)on l1x=0);

ol = 2 1 (0 2

Définition 1.27 (Opérateur diagonalisable) Un opérateur A d’un espace de
Hilbert X sera dit diagonalisable si et seulement s’il existe une base hilber-
tienne de X constituée de fonctions propres de A,i.e. s’il existe une base
hilbertienne (¢n)nen de X et une suite de nombres complexes (A\,)nen tels
que

D(A) ={z=> (2,6)0n | Y | An [’| (z.6n) [’< +o0}

Az =) A2, 0n)xn, ¥z € D(A).
n=1

Théoréme 1.28 (voir [3], Theorem XV.3.4) Soient Y, Z deux espaces de Ba-
nach, soit T € L(Y,Z). Si T est surjectif alors son adjoint T* est borné in-
férieurement | i.e. il existe v > 0 tel que || z* [|< v || T%*z* || ...... (adj) pour
z* € Z* En outre, si Y et Z sont réflexifs et (adj) est vérifie, alors T est
surjectif, le théoréme suivant va nous étre d’une trés grande utilité dans la
suite :

Définition 1.29 (Inverse d’opérateurs)Soit A un opérateur de E dans F'.
On dit que A & un inverse ou que l'inverse de A existe si A est injectif.

11



Dans ce cas Uinverse est 'opérateur linéaire de domaine R(A) et d’image
D(A) définie par :
A7y = 2 lorsque Ax = y.

[\J\H

1
Z A2, D) x D, V2 € X.

Opérateurs linéaires continus

Définition 1.30 Soit A un opérateur linéaire de E dans F'. On dit que A est
continu en un point xo € D(A) si l'une des conditions équivalentes suivantes
est satisfaite :

1.Ve > 0,30 >0 t.qVx € D(A) || x — x0 ||< § =] Az — Axg ||< e

2. Pour toute suite (uy)neny C D(A) de limite xg, on a : lim, o Au, = Azy.
- A est dit continu s’il est continu en tout point de D(A).

Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.31 Soit A un opérateur linéaire de E dans F. On dit que A
est borné sur D(A) s’il existe une constante ¢ > 0 t.q. :

| Az [[< ¢l @[, Ve € D(A) a

Remarque 1.32 La plus petite valeur possible de la constante ¢ dans (A)
est notée || A || et est appelée norme de Uopérateur A t.q. :

| Az |

zeD(A) | ||
x#0

1A=

. D’ou Uinégalité (A) s’écrit :

I Az [<[} Al @ [}, V2 € D(A)

12



Lemme 1.33 Pour tout opérateur linéaire borné A de E dans F, on a :

| All= sup || Az|[= sup | Az
z€D(A) z€D(A)
zll=1 llzll<1

Corollaire 1.34 Soit A un opérateur linéaire de E dans F, alors : A borné
sur D(A) si et seulement si A est continu.

Définition 1.35 Soit A € L(FE), alors :
1. On appelle spectre de A, I’ensemble :

g(A) ={\ € K: (AMag—A) non inversible }, (non inversible i.e. non bijectif).

Tout scalaire X € o(A) est dit valeur spectrale.
2. On appelle ensemble résolvant de A, [’ensemble :

p(A) ={N e K: (Al4g — A) inversible }.
Si X € p(A), alors la résolvante de A est :
Ry\(A) = (Mg — A~ € L(E).

1.36 Semi-groupes

La fonction t — €', a € R, est une solution réelle continue de I’équation
fonctionnelle de Cauchy f(t + s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1.
Cette équation a été étudiée par beaucoup de mathématiciens commencant
avec Cauchy meme.

D’autre part, il est trés bien connu que la fonction exponentielle ¢ — €' est
la solution unique sur R de ’équation différentielle 3y’ = ay avec la condition
initiale y(0) = 1.

Soit le probléme suivant :

{y/ = Ay, (1.1)

y(0) = yo,

ol A est une matrice sous la forme :

o
th A"
tA
€ _Z n!

n=0

13



Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opérationnelles Y/ =
AY, ou A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach E, qui
a pour solution fondamentale donnée par : y(t) = eyo, t.q. yo donné dans
un espace de Banach F

Nous avons considéré des exemples si A est un opérateur linéaire non borné.
Par exemple dans un espace de Hilbert L*(U), la solution du probléme (1.1)
est donnée par la formule :

y(t) = S(t)yo,

Ou S est un opérateur borné dans F, vérifiant certaines des propriétés de
I’exponentielle e ci-dessus, et plus précisément

S(0) =1,
S(t+s) = S(t)S(s), (1.2)
limy—,0S(t)yo = Yo, dansk.
Si h — 0; on obtient
ARMNx =ARNz —x = A—A)RNz=x;Vr € E

Alors R()\) est Linverse a gauche de 'opérateur(A] — A).

L inverse a droite ?

Pour montrer que c’est un inverse a droite de (A — A) il suffit de montrer
que AR(\) = R(M\)A

On a. Siz € D(A); on a

00 _ +oo
ARN)x = A/ e MS(t)xdt = limhﬁg+%/ e MS (t)zdt
0 0

—+0c0 —7
= limh_>0+/ e_’\t%S(t)a:dt
0

h
+eo h)—1
= limy_o+ e"VS(t)%xdt
0
+oo h) — 1T +o0o
= / eAtS(t)limh_)m%xdt:/ e MS(t) Axdt
0 0

+oo
= / e MS(t)dtAx = R(\) Ax.
0

Ainsi on a déduire que R(A)(AM] — A)xz ==z
d’ou R(\) = (M — A)™! c’est-a-dire R(\) = R(\, A).

14



Etude de la croissance de la Résolvante

On a VA € R telle que A > w > wy, l'intégrale f0+°° e MS(t)zdt est
convergente.

e M Stz ||<|| @ || M0t o4 e > 0

De cette maniére on peut définit 'opérateur borné
+oo
R(\): E— E;R(\)z = / e MS(t)xdt telle que A > wy + €.
0

Et que

<M
T A— Wy — €

I R(A) <

d’autre part on a o(A) C {A € R; XA < wyp}, et en générale p(A) D {\ €
R; A > wp}. Et on a

+o0o
RO\, A) = / eNS(t)dret | RO A) < 5
0

_wo'

Proposition 1.37

(RO = A) = - ! 5 /0 LS (1)t

Démonstration

Tout d’abord on remarque que 'on a R(A\, A)—R(pu, A) = (u—A)R(\, A)R(p

identité des résolvante de Hilbert.

R\, A) — R(p, A)
— — _R(\ A)R(y, A)
s limy (A’AA) f( A i (—ROL AR, A)
d 2
CROLA) = (RO, A)

Par récurrence on peut démontrer facilement que

d" n+1
WR()\ A) = (—=1)"nl(R(X,A))

15
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Alors :

. 1 dn—l
(R<)‘7 A)) - (_1>n_1(n o 1)' d/\”_l R()‘a A)
1 +oo
(RN, A = (n =1l / e MTIT (L) dt; YA € p(A)
-1/,
Donc : .
n |« —(A—w)tyn—1
| ROAP 1 = [ et
On obtient : M
| ROAP 1< s

1.37.1 L’approximation généralisée de Yosida

Lemme 1.38 Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire vériffiant les
propriétés suivantes

O A est un opérateur fermé et D(A) = E.

O 1l existe w >0 et M > 1 tel que Ay, C p(A) et pour N € A, ; on a

I B(A, A)" [|< -iVn € N*

M
(A —w)

Alors pour tout X € Ay ; nous avons limy__ o AR\, A)x = x;Ve € E De
plus :

AMR(MN A) € F(X)

Et - limy 0o ANAR(N, A)x = Ax;Vx € D(A)

Remarque 1.39 On peut dire que les opérateurs bornés AAR(X, A) sont des
approximations pour l'opérateur non borné A. C’est le motif pour lequel on
introduit le théoréme suivant.

Théoréme 1.40 La famille {Ay}aea, C F(E); ou
Ay = MR, A) = X2R(\, A) — Al

S’appelle Uapprozimation généralisée de Yosida de l'opérateur A.

16



Preuve Ona (M — A)NM —A)'=1= (M — AR\ A) =1
= AR\, A) — AR, A) = T = A2R(A, A) — AMR(N, A) = AT
= A2R(\, A) — AT = AMAR(M, A) = A,

Théoréme 1.41 (de Hille-Yosida) Un opérateur linéaire A : D(A) C E —
E est le générateur infinitésimal d’un semi groupe S(t);>o d’opérateurs li-
néaires bornées si et seulement si

(1) A est un opérateur fermé et D(A) = E.
(13) Il existe w >0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € Ay ; on a :

| (M — A" ||< _.Vn e N’

M
(A —w)
Démonstration (=) déja démontrée.
(<) Dans ce but introduisant tout d’abord la notion d’approchante yosida

Définition 1.42 Pour A > w on déffinit les approchant yosida de A par :
Ay = NR(\ A) = M = AR\, A).
Lemme 1.43 On a
limy_s 100 Aye = Ax; Vo € D(A).

Démonstration Soit z € D(A) || AR\, A)x — z ||=|| AR\, A)z ||
=l RO\, A Az [[<][ ROX, A) [ || Az [|<

D’aprés Banach-Steinhauss :

| Az || A — 0, A\ — 400
A—w

AR\, A)x — 0, quand\ — +o0; ¥z € D(A)

R M
Or: D{A) = B || R\ A) 1< o < c

Alors d’aprés Banach-Steinhauss : AR(\, A)x — x:Vx € E
Ainsi : Ayz — Ax;Va € D(A)

{Ayx = AR(\, A)Ax — Ax}
Lemme 1.44 Soient A et B deux opérateurs linéaires telle que A C B et

p(A)Np(B) = ¢. Alors A= B.
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Démonstration Soit x € D(B) et A\g € p(A) N p(B) posons : Bx — Ay =y
et 2= (A —XNI)y
=z € D(A) et de plus Az — Aoz =y
=z2€D(B):Bz— Mz =y
= 2= (B—=XI)ly=(B—=XNI)"Y(B—XI)z=
=z € D(A)
Ainsi D(A) = D(B) = A= B.
Démonstration (suite de la démonstration de la suffisance de théoréme
de Hille-Yosida) : Pour chaque A > w : soit Ay = N>\ — A)"' =\ = A, €
L(E); on peut alors construire le semi-groupe :
StA — At A-A)TIN

NI oSO
S;=eN=e Z . (M — A7t
n=0

On va montrer que la limite de semi-groupe S? existe quand A — +oo et que
de semi-groupe chercher S;.

Notons que :
(N M
A o A (
IS5 <e Z n! (A—w)"

n=0

Awt

A—w

Il facile de voir que : Ay.A, = A,,.A) (vueque: R(\, A).R(p, A) = R(p, A).R(\, A)
est que : A\.S!' = SI'. Ay

Soit x € D(A) on a :

= M.exp(~——

t

d
Ay QM. no QA
Spx — Si'x /Ods(st_s S2)

t
_ / P (Ay — A,)SNds

/ St SMAy — A)xds
(A — pw?s

(n = w)(A = w)

= Sto=Sta IS MPeap () | (= Ao |- fy el )ds
Choisi : A > p

U}
| Sz — St ||< M2, exp(u'u )| (Ax— Az || -
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(et on a Ay — Az car A\, p — 00)

Donc Sz converge fortement vers une limite qu’on note par : Syx.

Il reste que S; est un C%semi-groupe dans le générateur infinitésimal A.
$Spysr = lim,\_,ooStﬁrsx = limy 00552 = S;.S,a; Vo € B Vt, s >0

O Sox = limy ,oSqx =Ix =2= S, =1

> La continuité forte est une conséquence direct de la continuité uniforme
sur le compacte.

A est la générateur infinitésimal de S; 7

Soit x € D(A)
t t
S(t)x — x = limy_e0(e™a — x) = lz'mA_m/ M Ayds = / S(s)Axds
0 0

Soit B le générateur de S(t) et soit z € D(A)

_ 1 t
= M = limt_m?/ S(s)Axds
0

=z € D(B); Bx = Az
=B2DA

Si A > w on’ a tout d’abord A € p(A) et A € p(B) d’aprés de condition
nécessaire de Hille-Yosida alors d’aprés le lemme précédente : A = B.
Ainsi le théoréme est démontré.

1.45 Théorie du semi-groups

Semi-groupe fortement continues a l’origine

Définition 1.46 Soit E un espace de Banach. Une famille d’opérateurs li-
néaires bornés S(t) : E — E dépendante du paramétre t > 0 forme un semi

groupe si :
{1)5(0) =1 13)
2)S(t+s) = S(t)S(s);Vt,s >0

Définition 1.47 Un semi-groupe S(t) est dit fortement continue a lorigine
ou bien semi groupe de classe Cy si

limy o+ || S)z —a ||=0;Vz € E
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Définition 1.48 Soit S(t) un semi groupe sur E le générateur infinitésimal
de S(t) est Uopérateur linéaire non borné A défini par

A:D(A)CE—E

S(t) —
D(A) = {z € E tel que lim;_0 x existe },

et

Ar = limt_ﬂ)w pour x € D(A)

D(A) est le domaine de A.

Proposition 1.49 Soient {S(t)}i>0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires
bornées et A son générateur infinitésimal. St v € D(A), alors S(t)x € D(A)
et on a l’égalité S(t)Ax = AS(t)x;Vt > 0.

Démonstration Soit = € D(A). Alors pour tout ¢t > 0, nous avons :

S(t) Az = S(t)limp o= = TN (WL (t)]f — S0z

Donc S(t)x € D(A) et on a S(t)Ax = AS(t)z; vt > 0.
Remarque 1.50 On voit que : S(t)D(A) C D(A);Vt > 0.
Lemme 1.51 Soit {S(t)}1>0 un Cy-semi-groupe alors :

1 t+h
limh_mﬁ/ S(o)xdo = s(t)x
¢

Pour tout x € E ett > 0.

Démonstration Ce lemme résulte de I'évaluation :

t+h t+h
I3 [ Semir—swa =13 [ (S)-s@)mslls s | S(e-s(e |

oEt,t+h]

et de la continuité de 'application [0, 00) 3 tS(t)x € E.
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Proposition 1.52 Soient {S(t)}i>0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires
bornées et A son générateur infinitésimal. Si x € D(A), alors : fot S(o)xdo €
D(A) et on a l’égalité :

Afot S(o)wdo = S(t)x — x;Vt > 0.

Théoréme 1.53 Soient {S(t)}1>0 un semi-groupe d’opérateur linéaire bor-
née et A son générateur infinitésimal. alors x € D(A) et Az = y si et
seulement si

St)r —x = fg S(o)ydo; vt > 0.
Proposition 1.54 Vz € D(A); S(t)z € D(A) et £5(t)z = AS(t)z = S(t)Ax

Démonstration Remarquons que

i S h)z S _ oSS =S
. s<t><sfz> -
- S(t)zz'mhw%x — S(t)Ax
zzmmm%w)x — AS()w:VE > 0

D’autre parte

iy, 5= h)_:rh— Str _p SE=h) —_Sh(t —h+h)z
S(t—h)x — S(t — h)S(h)x

= lz'mh_>0+ _h
I—S(h)

= lz’mh_>0+S(t — h) 7

x = S(t)Ax

S(h) —1
h
Proposition 1.55 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe

donc D(A) est un sous espace vectoriel dense dans E(D(A) = E).

S(t—h)x = AS(t)x.

Donc : limj,__o+

Démonstration D(A) sous espace vectorielle qu’on peut vériffie facile-
ment.
Comme

1 t
ll’mt—mz/ S(o)xdo = x;Vr € E
0
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donc il suffit de démontrer que

t
Ve e E et Vt > O;/ S(o)xdo € D(A)
0

En effet
S(h)—1 1
-i%——gswn@-: E/{Sh+ax— S(o)x}do
_ ! S(h+a)xda—1/ S(o)udo
h Jo h Jo
1 h+t 1 t
= —/ S(a)xda——/ S(o)zxdo
h Jn h Jo
1 0 1 t+h t
= —/ S(U)xda+—/ S(O’)ZL’dO’——/ S(o)xdo
), s W o
= Lrstoyedo — 1 [ S(o)ado = St — 2
h h ),
d’ou S ;o
limp, o+ (h;l_ /S(U)xda:S(t)x—x
0
d’ou

/t S(o)xdo € D(A)

On a donc aussi %fg S(o)xdo € D(A), et comme x = lim;_ot [ S(0)ado.
On en déduit que D(A) = E, et Afo o)rdoc = S(t)x — x. et en plus
[y S(0)Azdo = S(t)x — .

Proposition 1.56 L’opérateur A est fermé.

Démonstration pour tout (x,) € D(A) telle que z,, — x et Az, — y
Est-ce que x € D(A) et Az =y?
En effet, supposons que (z;,)nen

(xn)n € D(A)etx,, — zoet Az, — yo

dans I/ d’aprés la démonstration précédente
t
/ S(o)yodo = S(t)xe — xg
0
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Donc
S(t)l‘o — X

t
On en déduit que xg € D(A) et Azg = yo. Ainsi Popérateur A est fermé.

limt_>0+

1 t
= limt_>0+¥ / S(J)yodU
0

Unicité du générateur

Théoréme 1.57 Soient deur Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0 et {S(t) >0 ayant
pour générateur infinitésimal le meme opérateur A. Alors :

T(t) = S(t); pour toutt > 0.
Démonstration Soient t > 0 et © € D(A). Déffénissons I"application :

[0,t) 2 s+—=U(s)xr =T(t —s)S(s)x € D(A).

Alors :
LU(s)x = LT(t — 5)S(s)z + T(t — s)LS(s)x = —AT(t — 5)S(s)z + T(t —
s)AS(s)x =0

Quel que soit & € D(A). Par suite U(0)x = U(t)z, pour tout x € D(A),
d’ou :
T(t)r = S(t)x; Ve € D(A)ett > 0.

Puisque D(A) = E et T(t), S(t) € F(F), pour tout t > 0, il résulte que :
T(t)x = S(t)x;Vt > Oetx € E

Ou bien T'(t) = S(t);Vt > 0.

1.58 Propriété de la croissance exponentielle de
semi groupe

Lemme 1.59 Soit S(t) un semi groupe fortement continu alors il existe
M >1 et weR telle que

| S(t) ||I< Me™; vt >0
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Démonstration Considérons le compact [0, 1]
Comme S(t) est fortement continue alors Vo € E'; ¢t — S(t)x est continue.
Alors I'image du compact [0, 1] par cette application est borné :

dM, > Otelleque || S(t)x ||< M,;Vt € [0,1]
d’aprés Banach-Steinhauss
IMtelleque || S(t) [|[< M;Vt € [0, 1]
Comme S(0)=1= M >1
Sit ¢ [0, 1]; on peut écrire t sous le forme : t =n+ o0 oun € N* et 0 € [0, 1]

S(t) = Sn+o)=58n)S)=ST+..+1)S(0)
= {S()}"S(0)

Donc

I'S@) | LS IS () I<IES) " S(o) |
IS@) | M"M = Memosh — Mem

Donc || S(t) ||< Me™ telle que w = logM.

IA

Proposition 1.60 Si S(t) est un semi-groupe fortement continue a l’origine
est la majoration
IS(#) |I< Me

Alors S(t) est fortement continue en tout points s > 0

Démonstration Soit S(¢) un semi-groupe fortement continue & l'origine
pour tout
re B || St)x—x|— 0 quand t — 0"
Montrons la continuité forte en un point s > 07
C-a-d montrons que :

Vo € E;|| S(s+t)x — S(s)z ||— Oquandt — 0
Considérons sont d’abord le cas ¢t > 0
| S(s+t)x—S(s)z ||=| St)S(s)x—S(s)x ||=] S(t)y —y ||[— Oquandt — 0T
Grace a la continuité fort a l'origine. La continuité a droite (/)
Lecast <0

| S(t+ s)x — S(s)x ||

| S(t+s)z—S{t—t+s)z|
| =St +s)(S(=t)z — ) |
IS+ s) (Il (S(=t)z—) |l
Me" ) || (S(—t)x — =) ||

IAIA
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On a
| S(=t)x —z ||= 0 quand t — 0" ( car t <0 alors —t > 0)

Donc la continuité a gauche (17)
d’aprés (I) et (I1) alors S(t) est fortement continue.

Type d’un semi-groupe

Définition 1.61 On appelle type d’un Cy semi-groupe S(t) le nombre wy
définie par
wo = inf{w € R;IM € RT telle que || S(t) ||< Me™ pour tout t > 0}

log [ SOl _,, 1og I S() |

wo = limy__o+ ; ;

Semi-groups importants

SiVt > 0 on a || S(t) ||< M le semi-groupe S(t) est dit borné.
SiVt>0ona | S(t) ||<1 le semi-groupe S(t) est dit contraction
La transformée de Laplace d’un Cj-semi-groupe
Dans la suite, pour w > 0 nous désignerons par A, ’ensemble
Ay ={ e C;A>w > wp}

Soit A € A, et {S(t) }+>0 un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornées nous
avons

| S(t) |< Me™; vt > 0.

Et on voit que
e Stz |[< e | S@) I 2 |< Me* " ||z |;Ve € B

Définissons 'application Ry : £ — F par

Ryw = / e MS(t)xdt
0
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Il est clair que R) est un opérateur linéaire. De plus on a

o M
| Baxll [ e ¥S0a | de < ;2 o Ve € B
0 A—w

d’ou il résulte que R, est un opérateur linéaire borné.
Démonstration L’opérateur R : A, — F(E)

R(\) = /0 h e MS(t)dt

S’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {S(t)}+>o-

Théoréme 1.62 Si \ est telle que

log || S(t) |l

A > wy = limy_o+ ;

Alors A € p(A) et Uintégrale [~ e MS(t)dt existe. Bt :

/ MG (t)wdt = RO\, A)z
0

Lemme 1.63 (Baire) : Soit (E,d) un espace métrique complet.
Alors toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans E est dense dans

E.

Proposition 1.64 Soit E un espace vectoriel normé et F un sous-espace
vectoriel de E.On suppose que F est ouvert, alors F = F.

Démonstration Si F est ouvert, alors puisque 0 € F', il existe r > 0 telle

o
que B(0,7) C F, prenons,z € E,z # 0 alors y = a pour norme —c’est

2]l 2
donc un element de F, puisque F est stable par multiplication par un scalaire

———y est élément de F et donc F' = F.

Généralisation de Semi — groupe :

On appelle Cjy semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) une fa-
mille d’opérateurs (S(t))wodeL(X), lorsque les conditions suivantes sont réa-
lisées
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i)5(0) = I,

ZZ)S(t]_,tQ) = S(tl)S(tg),th,tQ > 0,

i19)limy—0S(t)r —x = 0,Ve € X.

Démonstration Siwy<w < Aona | T(t) ||< Me",

| [ eswarl < [ nersela= [ e se ) d
0 0

0
—+o0 [e'e)
= M / e MeWtdt = M / (W=t gy
0 0

Ainsi si wy < A alors Uintégrale [ e S (t)dt existe.
Notons par R(A) lopérateur définit pour chaque x € E par

R(\)x = /O+OO e MS(t)xdt

Tout d’abord on va montrer que
Ve e E;R(\)x € D(A)
En effet Vx € E on a

. +oo [ee]
Sth) =1 / e MS () xdt = l/ e MS(t + h)x — S(t)x]dt
h 0 h Jo
On pose t + h = o alors on a
S(h) -1 too

+00 1 1 +o0
/ e MS(Hxdt = —/ e_’\("_h)S(a)xda——/ e S(0)zdo
0 h hJo

h
A oo 1 rh
= / e S(0)zdo — —/ e MM S (0)zdo
hJo h Jo
eM —1 I
= RNz —e ’\h—/ e S(o)xdo
n hJ,

1.65 Calcul Fractionnaire :

1.66 Fonction Gamma d’Euler :

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma
(indiquée par la lettre grecque I') est une extension de la fonction factorielle
a des nombres complexes.
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Définition 1.67 Soit(z € C,R(z) > 0), la fonction Gamma d’Euler est
définie par Uintégrale d’Fuler de second espéce :

[(z) = [Fe " 1dt.

A titre d’exemple calculons T'(1)etI'(3) :

oI'(1) = [[eldt = [—e']f> =1
e Par définitions, nous avons
1
e’} ( ) _(_)
[(1/2) = [[™e 2 ‘it — [.7°%e~" "27dt, aprés un changement de va-
1 1

1 00 3 1 -(3) .
riables F(§) = 0+ e 2dz otz =12 et dx = 575 9 Calculons l'intégrale

I = +°° _$2dx il est claire que :
I’ = ( 0 €7 d:L‘)( eV dy) = +O° 0+°° e~ @) dudy

En utilisant les coordonnees polalres on trouve :
T
— _ 2
+ 2 —r? T+ — e"
IP= [ [7e rd@dr:§ . e r? al7°—2[——2 ¢ =

Comme I > 0 et ceci est vrai tout simplement par ce que e~ (@) > 0, alors
1

I = g.Donc : f0+oo e_tt_(i)dt = 2? = /T

AN

Propriétés 1.68 1-T'(z+ 1)= 2T'(2)
2-T'(n)= (n—1)!, pourn € N*

2n)!
3-T(n+1)= @n)lvm

TETI pour n € N.

Preuve

1- En intégrant par partie :

= [ eTtFdt = [—e M) + 2 [t et

e
2- Onpose z=n—1,T'(n)=(n—-1I'n-1)
=(n-1)(n-2)..I'(1)
=(n—-1)!
3- En peut facilement démontrer par récurrence la propriété suivante :

1 @n)la

F(n+2)= o ,poulrnEN
OPourn:O,onaF(O+§):ﬁ.
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e Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et le montrons pour n :

R

2
est vérifié. Alors I'(n + %) = (n— %)F(n _ %)
A (2(n —1)/7
27 4= (p —1)!
_(n=L,Cno2r_ 2n@n—1) @no2lyT
)7

2 )MAm—lﬂ_Qn 2 40=1(p —1)!

4nn!

1
Exemple 1.69 On a vu que : F§ =ymetona:T(z+1)==zI(z), alors
3 1 1 1

Q) =T +1)=5T(5) =5

ﬁ
2 V=g

Théoréme 1.70 V(z,w) € C? avec R(z) > 0 et R(w) >0

1 w—1 z—1 _ F(Z)F<w)
Jot N1 —1) dﬁ_?@:ﬁﬁ

Preuve Les justifications de permutation des symboles d’intégrations se

1
font en invoquant le théoréme de Fubini. I'(z + w) (2, w) = I'(z + w) / t (1 —t)* e
0

o 1
— w—1 z+’wd t =
Cru)= [

wfl(

Il
—~
+

1+u

T>z+wvz+wflefvdvdu
U

uwflserwflefs(u%»l)deus —

z
oo

u

[c. ol e o]

Nc\g

+u

oo o0
sfe”® / (us)® e *"“duds
- 0

s e T (w)ds = I'(2)I'(w)

I
S—

Prolongement de I'(z) pour z négatif :

Supposons —1 < z < 0soit 0 < z+1 < 1:I'(2+ 1) est bien définie
par la formule d’Euler, mais pasI'(z). on convient alors de définir ['(2) par la
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r 1
relation I'(z) = Le+1)

Par récurrence on déduit facilement que pour tout n € N*
r 1
['(z) = (z+1)
2(z+1)...(z4+n—-1)
Cette relation permet de définir I'(z) pour z réel négatif telle que —n < z <
—n+1
Preuve (par récurrence) :
r 1
e Sin=1, alors I'(z) = e+l
e Supposons la formule vérifiée pour n et le montrons pour n + 1 :
I'(z+1)
I'(z) =
2(z+1)..(z4+n—-1)
est veérifié. Alors
Fz+n+1)=0+n)l(z+n)=((z+n)(2)z(z+1)...(z+n—1)
I'(z+n-1)
2(z4+1)...(z4+n—=1)(z+n)

=T(2)z(2+1)...(24n—1)(z+n) alors : [(z) =

On a ainsi définil’(z) pour tout nombre réel z

L5+ _TG)
T T oL
2 2

Exemple 1.71 () =

1.72 Fonction d’erreur :

En mathématiques,la fonction d’erreur(aussi appelée fonction d’erreur de
Gauss)est une fonction entiére utilisée en analyse.Cette fonction se note er f
et fait partie des fonctions spéciales.Elle est définie par :
erf(x) = \% Iy e~ dt
La fonction erf intervient réguliérement dans le domaine des probabilités et
statistiques,ainsi que dans les problémes de diffusion (de la chaleur ou de la
matiére)

1.73 La fonction de Mittag-Leffler :

La fonction de Mittag-Leffler est une fonction importante dans le monde
du calcul fractionnaire.Son role est analogue a cel ui joué par la fonction
exponentielle dans le cas du calcul entier.

La définition standard de cette fonction & un parameétre est donnée par :
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k

Cette fonction a été introduite par le suédois Gosta-Mittag-Leffler (1846-
1927)en1903

La fonction exponegtielle usuelle ckorrespond pour une valeur dea = 1

Ey(2) = X ko T(k+1) = 2 k=0 e e*

Il est aussi courant de représenter la fonction de Mittag-Leffler avec deux
paramétresaet 3,comme suit :

— (a>0)

oo k
z
z) = —
) kZ:O ['(a.k+ )
Cette fonction a été introduite par le Indien Ravi.P.Agarwal(10 Juillet 1947)et
le Hongrois Arther Erdelyi(1908-1977)en 1953-1954
Exemple 1.74

(a>0,5>0) (1.4)

Bai(z) = ;i F(#kﬂ) = Eu(2) (1.5)
Busl9) = S s = S
Bul®) = S rry = S gy ¢
Fiol2) = £ r?l;)k SyIpes 12; = 2’
Eia(z) = Y5 D =3 T 1 =1 2% (kzmz) B ezz_1
Ei3(2) =302, m 2 k=0 (kZTQ) == Xl (k+2)! 2 _zi —

et en général :

i) = —{e* Z“Z}

Les cosinus et les sinus hyperbolzques sont ausst des cas particuliers de la

fonction Mittag-Leffler :
2k
z

2k

By (2%) =220 Tk+1) ZZOZO (;—) = cosh(z)
5 ZQk 2k+1 B SZTLh(Z)
2,2( ) Zk om Zk =0 (2k—|— 1) >
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La fonctionE(t, o, a)est utilisée pour résoudre les équations différentielles
d’ordre fractionnaire, qui est définie par :

— (at)
E(t,a,a) =ty ————— — t*E, o (at) (1.6)
kz_o T(k+a+1) *
Théoréme 1.75
E(t,a,a) / gotealt=8)q (1.7)

Preuve Nous commencons par l'intégrale dans le coté gauche

1 ey - L [ @ =9"
F(a)/0§ lende = F(a)/0§ I(Z %

1 .
= — —1 1.8
oy 2= (1.8)
Pour compléter la preuve,nous devons calculer I'intégrale donnée par I ou :
I= / 1 kdg (1.9)

soit u = %,alors d¢ = tdp comme £ = 0 alors p = 0,et comme ¢ = t,alors
p = 1.En remplagant dans(1.9)on trouve :
I_fo to— 1 a 1( )ktdu

! t°T'(a)T(k + 1)
=t [ p* (1= p)dp = 1.10
/Ou (1= p)"dp Tlat kD) (1.10)
afin de remplacer(1. 10)dans(1 8)le produit
Lt cat ooy aktk T (a)k! o (at)*
(0% a — tOé —
F(a) fog € ( ) Zk 0 k! P(Oé +k+ 1) Zk:() F(/{Z + a4+ 1)

t*Ey ar1(at) = E(t, a,a)
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Corollaire 1.76

at

(4) Elg(at) = merf(\/ﬁ)
(id E%(at) — =+ Vateter f(Vai)
Lo ) (1.11)
(1) E1 §(at) = E[ﬁerf(\/a) - ﬁ]
(i) B 1(an)= —ﬁ 4 (at)(% + Vaietter f(v/at))
3

1
Preuve (i)E(t,a,a)= o) fot go1galt=) g

1
Soit o = 3 dans(1.7)on obtient :

1 1

1 1 t (7)1 alt— 1 t (-3) at —a.

E(taﬁaa):ﬁf052 e(t f)dézﬁfof 2€t€ §d€
2 2

1 at (71)
E(t,=a) = —— [l¢ 2ede v

2 1

()

2
Soit u2 = a€,alors d¢ = Hdu
a

comme ¢ = 0 alors u = 0,et comme & = t.alors ;1 = v/at.En remplacant
dans(V)on trouve :

1 at ” 2 2
B(t, 5 0) = [ T e 2,
T _) a a
:
a m 9
Bt~ a) = [V e 2
@) a ¢
1 2 6az‘, Jat ) 6at
E(t, = = — Hduy = — vat
( ) 270/) ﬁ \/afo /J/ \/aerf( a )
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2 2
\/EElé(at) - jaerﬂm
B 3lat) = j%erf(\/ﬁ)

—_ (at)"
%1“”222___T' (1.12)
5 k=0 I'(k 5)
On efectue le changement de variable k = k + 1 dans(1.12) et 'on obtient :
o _(at)™! o _(at)*
E plat) =30 s —— = (a) 1o, T+ 5
1:5 F(k? + 5) 2
(@) e (at)f
£ at) = (@) v,
1,= (= T 2
TG e
6(1
E 1(at) = —— + (at)E, s (at) = — + (at)—— 7
17%(@ ) ﬁ (CL ) l,g(a ) ﬁ (a )merf(\/a_)
1
E {(at) = NG +Vate®er f(v/at). on utilise (1.11)(i)
)
(77i) D’aprés la définition on a :
R I i GOk 1.13
X g(@ ) = Z 5 (1.13)
,2 k=0 F(k’ + 5)

on efectue le changement de variable k£ = k£ — 1 dans(1.13)et l’on obtient :

at)k—1 ny at)O
OO JD 3 Loy Ty o SO L2 U
13 I'(k+ 5) 2 1 thk + 5) F(§)2
E 5lat) = (at)'[B g(at) = —=) = sl merf (Vat) - =]
75 1,5 a
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(17v) D’aprés la définition on a :

E q(at)=) L)l (1.14)

17_5 k=0 F(]{ — 5)
On efectue le changement de variable k = k + 2 dans(1.8)et 1’on obtient :
~ _(at)"*? 2o (at)*
E o qlat) =320 3 = (at)” > 5 s - 3
) F(k;r 5) . I'(k : §)
By = (@ B e (@]
13 -3 I() Ok +2)
a at)"
E q(at) = 11 +<?+(at)2 o (t)g
b7y F(I? (5) I'(k+ 5)
E 4 (at) = 1 + (CL? + (CLt)QE' 3 (at)
v Ty TG
B i(at) = = + (at)(—= + valeer f(al)

s NG Nz

1.77 Transformation de Laplace au sens des fonc-
tions :

1.77.1 Pierre-Simon Laplace :

Pierre-Simon de Laplace ou Pierre-simon Laplace,né le 23 mars 1749 a
Beaumont-en-Auge et mort le 05 mars 1827,4 Paris,mathématico-physicien
francais.

Il a été I'un des scientifiques les plus influents de son temps.

Surnommé le(Newton-Francais).

Parmi les découvertes mineures de Laplace en mathématiques pures :la trans-
formation de Laplace.

Cette transformation fut introduite pour la premiére fois sous une forme
proche de celle utilisée par Laplace en 1774,dans le cadre de la théorie des
probabilités.
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1.77.2 La transformation de Laplace :

La transformée de Laplace d’une fonction est donnée par ’expression sui-
vante :
L{f(0)} = [ f(t)e
Elle appartient a la famille trés vaste des transformées intégrales,ou le sym-
bole L{ f(t)}veut dire la transformée de Laplace de f(p).
On utilise aussi 'expression F'(t)pour décrire la transformée de Laplace :F'(p) =
L{f(t)}
Cette notation permet de mettre de L’emphase sur le fait que le résultat de
la transformée de Laplace n’est pas fonction du temps t,mais plutot fonction
de P.L’opérateur p sera 'inverse du temps,donc une fréquence.
La transformée de Laplace permet donc de transformer le probléme du do-
maine du temps au domaine de la fréquence.
Lorsqu’on obtient la réponse voulue dans le domaine de la fréquence, on
transforme le probléme & nouveau dans le domaine du temps,a 'aide de la
transformée inverse de Laplace. Le résultat qui suit est une caractérisation
utile des opérateur surjectifs.

1.78 Intégration fractionnaire

Soit f une fonction continue sur Uintervalle [a,b]. On considére I'intégrale

[ 1 - [ st

105w = [at [ spas

En permutant I'ordre d’intégration, on obtient

1) f(x) = / (o — 1) f (1),

Plus généralement le n'™¢ itéré de Uopérateur I peut s’écrire

10 fz) = / " day / " o / " b, = ﬁ / "o = 0D F(1)t,
(1.15)
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pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du
factoriel par la fonction Gamma : (n — 1)! = I'(n), Riemann rendu compte
que le second membre de (1.15) pourrait avoir un sens méme quand n prenant
une valeur non-entiére, il était naturel de définir I'intégration fractionnaire
comme suit, :

Définition 1.79 si f € Cla,b], a € R lintégrale
1 x
I f(x) = m/ (z — )V f(t)dt telle que a €] — oo, +o00[ (1.16)
Q a

est appelée intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre c.
On peut écrire I sous la forme suivante :

1 r—a
@) = o [ @t
I'(a) Jo
Exemple 1.80 Considérons la fonction f(x) = (v — a)P.Alors
1 x
e —0)" = s / (z — OVt — a)?dt
Pour évaluer cette intégrale on pose le changement t = a + (x — a)7, d’ou

(z —a)?* [ w1 pg, LB+ to
W/o (1—71) Tﬁdt—m(x—a)ﬁ

apres utilisation de l'intégrale eulérienne de premiére espéce (la fonction beta
d’Euler). On voit bien que c’est une généralisation du cas « =1 ot on a

Nz —a)’ = F(B—+1)<x —a)ft = L(m —a)ft!

- I(B+2) - B+1

a cause de la relation connue I'(z + 1) = 2I'(z).
Voici des identités qui nous serviront par la suite.

%z —a)’ =

Proposition 1.81 Pour f € Cla,b|, lintégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville posséde la propriété de semi-groupe

I[P f(2)] = 19T f(z) pour a > 0,53 > 0, (1.17)
De plus on a :
%]g‘f(x) = [ f(x) pour a >0 (1.18)
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Démonstration Soient f une fonction intégrable et bornée, et a et 5 deux
nombres réels strictement positifs. Alors on a :

1

U] = o / e -

_ e x_tx— — ) (u)du
_F(a)F(ﬂ)/ ! dt/< = u) S w)d

= ; - w)du o g —t — )Pt
= T [ S [ e

—_

Posons
t=uv(r —u).

Alors dt = (x — u)dv.

Par suite, il résulte que

BUSW] = g [ @ [ 00 e =0 -
) F(oc)iF(ﬂ) /(x ) “W; 1f (u)du /0 (1 - o)
ey DA
- e %(m =) f (u)du
- B

On montre maintenant la deuxiéme égalité.

) = s [ @0 o)

1 d, [” o
m@(/ (x —t)*~ ' f(t)dt)
puisque f(t) et (x — )" ! sont continues donc Papplication :

t— (z— 1) f(t)
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est continue, et on a. Alors :

d 1

1) = [ty
- f | e nE-n

d’ou le résultat.
De maniére générale on a :

DI f(x)] # I*[D f(x))].

Transformée de Laplace de l’'intégrale fractionnaire de
Riemann-Liouville

La transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 de
Riemann-Liouville définie par(1.16), laquelle peut s’écrire comme une convo-
lution de deux fonctions g(t) = t*~ 1 et f(t) :

1

0 = e / (t— ) f(r)dr = 7 % () = glt)  £(2)

La transformée de Laplace de la fonction t*~1 est |A. Erdélyi (ed), Tables of
Integral Transforms, vol. 1, McGraw-Hill, New York, 1954.]

G(s) = L{t* s} =T(a)s?. (1.19)

Et donc, en utilisant la transformée de Laplace de la convolution, nous ob-
tenons la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville :

L{I§;s} = s PF(s). (1.20)
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Dérivées fractionnaires

Pour la dérivation fractionnaire, il y a plusieurs types de définitions, citons
les plus utilisées dans les applications :

Dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’idée est de définir la dérivée fractionnaire en utilisant la définition de
I'intégrale fractionnaire.
Soit f une fonction intégrable sur [a,t], alors la dérivée fractionnaire d’ordre
p (avec n — 1 < p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

UDp = o [ =T = o) )

Exemple 1.82 La dérivée non entiére d’une fonction constante au
sens de Riemann-Liouville En général la dérivée non entiére d’une fonc-
tion constante au sens de Riemann-Liouville n’est pas nulle ni constante,
mais on a :

C

P =p)
La dérivée de f(t) = (t—a)* au sens de Riemann-Liouville Soit p non

entier et 0 <n—1<p<neta>-—1, alors on a :

1 dm [
L np _ o _ - 0007 - n—p—1 o Ie%
DP(t —a) T —p) di" /a (t—17) (1 — a)¥dr.

Lpro = (t—a)?

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a), on aura :

1 ar t

Lpr(t—a)® = —— % @ —ayptar [ (1 g rlgg
-0 = gl O [ e
_ Fn—i—a—p—i—1)B(n—p,a—|—1)(t_oé>a_p

I'(n—p)

_ F'n+a—p+1HI'(n—p)l(a+1) (t — o)
I'n—p)lla—p+1)I'(n+a—p+1)

B MNa+1) (t— )

- T(a—p+1)

A titre d’exemple

L D05405 —



Propriétés 1.83 (générales)

1. Composition avec l'intégrale fractionnaire

L opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un
inverse gauche de lopérateur d’intégration fractionnaire,

EDL(IPf() = f(1), (1.22)
en général on a
“Dp(Iof(t)) =" DTS (t) (1.23)

et sip—q<0,LDPaf(t) = I97Pf(t).
En général la dérivation et l'intégration fractionnaire ne commutent pas

L—p/L ng _L ng—p _qufk M
D(“DEf(0) = DE1(0) = 3D T Oheor, =

avec m—1<qg<m.

2. Composition avec les dérivées d’ordre entier

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiére)
ne commutent que si : f*(a) =0 pour tout k =0,1,2,...,n — 1.

d" Lp _ L pn+tp
dtn( D f( )) - Da f(t), (124)
mails o dn L nip n—1 f.(k) (a) (t _ a)k—p—n
Dy f(0) =" Dirf(t) = ey 1)

k=0
3. Composition avec les dérivées fractionnaires Soitn—1<p<n
etm—1<q<m, alors

Lnp(L g _ L myp+q S q— k (t_a>7pik
Di("Dif(t) =" Dif(t) kz "D Wlopp gy (%)
et
Lpp < prrap() - SO F ()] (1.26)
a a e a F(—q— k—l— 1)

par la suite deuz opérateurs de dérivation fractionnaire YDP et Di(p #
q), ne commutent que si et [FDPFf(t)],—y = 0 pour tout k = 1,2,....n, et
[LDI7E f(#)]4=a pour tout k =1,2,....m
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Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville
Pour obtenir la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville de la fonction f(¢), posons

LDE = g™ (1)

ce qui entraine

g(t) =% D=r=P) f () — ! > /0 (t— 2" f(F)drn—1<p<n

I'(n—

L’utilisation de la transformée de Laplace de la dérivation d’ordre entier
conduit a

LODEf()} = #C(s) — 3 kgD (0) (1.27)
k=0
G(s) = s " P F(s). (1.28)

A partir de la définition de la dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville,
il vient

dn—k—l L
n—k—1 o
g = o

En substituant (1.27) et (1.28) dans (1.29), nous obtenons 'expression finale
de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville

Dy "V f(t) =F DEE (1), (1.29)

n—1
LIEDEf()} = sPF(s) = > s Dy " f(t) [imon — 1 < a <n.
k=0

Dérivées fractionnaire au sens de Caputo

Soit p > 0 avecn—1 < p <mn, (n € N* et f une fonction telle que C‘ll;f €
Ll [Cl7 b]

La dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par

1

DU = gy | (= e

= I"?(g= /(1))
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Propriétés 1.84 (générales) 1. Relation avec la dérivée de Riemann-
Liouville

Soit p >0 avecn — 1 < p <mn, (n € N*), supposons que [ est une fonction
telle que SDPf(t) et LDPf(t) existent alors

a)(t —a)k
Fk p+1)

n—1
Dif(0) =+ Diso) -3 2
=0
On déduit que si f*®)(a) =0 pour k = 0,1,2,...,n — 1, on aura D f(t) ="
Drf(t).

2. Composition avec lopérateur d’intégration fractionnaire
Si f est une fonction continue on a

n—1
t— k
CDPIPf = f et IP°DPf(t) 1 i

k=0

donc 'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur
d’intégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

Exemple 1.85 1. La dérivée d’une fonction constante au sens de
Caputo.
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

*DPC = 0.

2. La dérivée de f(t) = (t —a)* au sens de Caputo.
Soit p un entier et 0 <n—1<p<n aveca>n—1, alors on a

Ia+1)

fO(r) = m(T —a)*™",
d’ou
cp a_ [(a+1) ! n—p—1 a-n
Dt = )" = gt s / (t— )P (7 — a)"dr,

43



effectuant le changement de variable T = a + s(t — a) on obtient

CDP(t —a)* = Fla+1) t — )Pl —g)e T
Dyt~ a) P(n12)(“?_1)”“)/&@ e
- o=+ D (=)™ / (=i ds
MNa+1)B(n—p,a—n+1

T T Tm- pgl—‘(a g S Gl
FNa+1DI'(n—p)l'(a—n+1)

F'n—pTl(a—n+1)

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo se donne
par la formule :

n—1
L{°Dyf(t)} = sPF(s) — ;sp_k_l%t =0n—1<a<n  (1.30)

Dérivées fractionnaire au sens de Hilfer

La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer d’ordre 0 < a < 1 et de type
B € 10,1] de la fonction h : [a, +00) € R est défini par :

Dh(t) = (1= D (1P h)](1) (1.31)

Relation avec les dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville
et de Caputo
e sion pose f=0,0<a<1eta=0,dans la formule de dérivée frac-

tionnaire au sens de Hilfer (1.31) on obtient la dérivée fractionnaire classique
au sens de Riemann-Liouville :

d
DSOh(t) = Efgl “n(t) =F DYh(t)

e sion pose f=1,0<a<1eta=0,dans la formule de dérivée fraction-
naire au sens de Hilfer (1.31) on obtient la dérivée fractionnaire classique au
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sens de Caputo :

DYh(t) = 151—a>%h(t) —=¢ DSh(t)

La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer peut considérer comme une inter-
polateur enter la dérivée de Riemann-Liouville et de Caputo.

Théoréme 1.86 Soient Y,Z deuz espaces de Banach. Soit S C L(Y,Z)
Uensemble des opérateurs surjectifs. Alors S est ouvert dans L(Y, Z)
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Chapitre 2

Controlabilité des systémes
abstraits d’ordre fractionnaire

2.1 Introduction

Le probléme du four :

La théorie du controle est une branche des mathématiques permettant de
controler un systéme sur lequel on a une action une commande (comme une
voiture, une fusée, une réaction chimique, un systéme biologique, un marché
financier,....) le probléme de controlabilité consiste alors a déterminer une loi
de controle permettant d’emmener, de guider ce systéme vers un certain état
final désiré.
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On considére le systéme linéaire fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo
décrit par :

6Dy = Ax(t) + Bu(t) if t >0,
2(0) = o,

Ou :

e A est un opérateur linéaire borné de I’espace de Banach X dans X.

A fournit la dynamique du systéme.

e B est un opérateur linéaire borné de l'espace de Banach U dans I'espace

de Banach X.

B excite le systéme pour modifier 1’état.

e x est appelé I'état du systéme,

ou(.) est la fonction du controle qu’on suppose qu’elle appartient a LP(0, 7; U),

1 < p < oo fixé.

o X est ['espace d’état,

o U [’espacedu controle.

La solution du systéme (A, B) est donnée par la formule :
t
2(t) = B (t° Az + / (t— 8)* B, o ((t — )" A) Bu(s)ds
0

E,(t*A) est I'opérateur de Mittag-Leffler.
Le concept de la controlabilité consiste a savoir si ’'on peut amener le systéme
d’un état initial xg & un état désiré donné x4 en temps fini.

Définition 2.2 Le systéme (A, B) est dit ezactement controlable dans X sur
0, 7], si pour tous xg,xq de X il existe u(.) € LP(0,7;U) tel que z(T) = x4.

Définition 2.3 Le systéme (A, B) est dit exactement nul controlable dans
X sur [o, 7| si pour tout xy € X il existe u(.) € LP(0,7;U) tel que x(7) = 0.

Définition 2.4 Le systeme (A, B) est dit exactement controlable en temps

fini sl existe T > 0 tel que le systéme (A, B) est exactement controlable sur
[0, 7].

Définition 2.5 Le systéme (A, B) est dit exactement nul controlable en temps
fini sl existe T > 0 tel que le systeme (A, B) est exactement nul controlable
sur [0, 7].
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Définition 2.6 Le systéme (A, B) est dit approximativement controlable sur
0,7] si:
Ve > 0,Vxg € X, Ju. € LP(0,7;U) tel que || xqg — x(7) ||< € Vaqg € X.

Définition 2.7 Le systéme (A, B) est dit approzimativement controlable en
temps fini s’il existe T > 0 tel que le systéeme (A, B) est approzimativement
controlable sur [0, 7].

L’utilisation de la définition pour démontrer la contrdlabilité d'un systéme
n’est pas tout le temps pratique, c’est pour cela qu’on doit trouver d’autre
critéres de controlabilité plus pratiques a manipuler.

La solution du systéme, nous ameéne a introduire application (controle
— état final).
A, LP(0,7;U) — X.

u() o /0 (= $) B n((r — 5)" A) Bu(s)ds 2.1)

Dans ce qui suit, nous notons ¢ 'exposant conjugué de p. Pour garantir
que l'opérateur A, est bien défini nous devons nous assurer que la fonction
s (1 — 5)*! est g-intégrable en [0, 7].

Nous avons la propriété suivante :

Proposition 2.8 Soit p > é, Alors A est un opérateur linéaire borné.
A, est appelé l'opérateur de controlabilité.

Preuve
La fonction s — (7 — 5)®7! est ¢ -intégrable est équivalent a

gla—1)> -1
.d’otr : » .
E(a—1)>—1 (car];+&:1)
Alors p > é
Sip> é Alors A, est bien défini.
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La linéarité de A, découle immeédiatement de la linéarité de I'opérateur
B et de la linéarité de l'intégration.

Maintenant, Montrons que A, est borné.

On a:
A s = 1 [ =9 Eual(r = o A)Buls)ts |
— 1 [ S T s |

n=0

=13 %B /< — 5y (5)ds |
< ZF("A—”"HBH </0< >[a<”+l>—”q>3</oT I u(s) I7)3 1| Avul.) |

“— I'(no + a)
Al /T gy
< S Al g _ g)latmi)-lgy
> oy I B[ =,

d’ou il résulte que A, est borné.

N

Proposition 2.9 Si 7 < 1. Alors ImA, C ImA,,

Démonstration Soit x € ImA,,. Alors il existe une fonction de controle
u € LP([0,7],U) telle que :

T = / (11 — 8)* ' Egol((m1 — 8)*A)Bu(s)ds.
0
considérons le controdle :

ii(s) = 0, 0<s<m—m7
S| us+n—T), -1 <s< M.

Il est claire que @ € LP([0,72],U). Et on a ,

/0 s = $)9 7 B (7 — 5)*A) Bii(s)ds
= /72 (19— 8)* ' Epol((r2 — 8)*A)Bu(s + 71 — 72)ds
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le changement de variable ¢ — s + 71 — 75 donne :

_ /O (n = O Baal(m — €7 A)Bu(€)dé = .

/0 " 7y )0 By al(ra—5)* A) Bii(s)ds / (=€) B o (m—€)" A) Bu(€)dt = 2

ce qui implique que = € ImA,,

Nous définissons le concept de controlabilité exacte comme d’habitude.
Nous allons maintenant caractériser des testes de controlabilité pour un

systéme fractionnaire.

2.10 Caractérisation de la controlabilité exacte

Théoréme 2.11 Soit p > é le systéme (A, B) est exactement contrélable

sur [0, 7] si et seulement si Uopérateur A, est surjectif.
(A, B) controlable < A, est surjectif.

Preuve

D’autre part, en procédant comme dans le cas du systéme d’ordre , nous
pouvons établir un critére de controlabilité exacte en termes d’espaces duals.
Soit 7 > 0 fixé. supposons que LP(0,7;U)* = L0, 7;U*).
Alors on a :

Corollaire 2.12 Soit p > +.
Si le systéeme (A, B) est exactement controlable sur [0,7], alors le systéme
(A, B) est exactement contrélable sur [0,a] pour tout a > .

Corollaire 2.13 Soitp > é
Si le systéme (A, B) est exactement contrélable sue temps fini,alors le systéme
(A, B) est exactement controlable sur [0, a] pour tout a > 0.

Lemme 2.14 Soit p > é Alors : Nt : X* — L,(0,7;U*) est donné par :

Ai(z*)(8) = (T — 8)* ' B*Epo((T — 5)*A")2*, s € T. (2.2)
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Démonstration Utilisons la définition de 'opérateur adjoint, alors pour
tout w € LP(0,7;U) on peut écrire

(N UL, z") = (/OT(T — 8)* B, o ((T — 8)*A)Bu(s)ds, z*)
Aul) 2 = ( /O (7 — 8 B o (7 — 5)7A) Bu(s)ds, 2°)

= </OT(T —5)* Yy wﬁ?u(s)ds, *)

I'(an+ «)

— /OT(T— s)*~ 12%(A”Bu(s),x*>ds
- /DT(T— s)*~ IZ%<U<S),B*A*nx*>dS
Y L S G 2

_ /O(T—s) (u(s). 53 S as

n=0

_ /O (7 = 807 (u(s), B* Eua((r — )% A")2")ds
_ / (u(s), (T — )3 B Bao((r — 8)* A%)a*)yds

OT

= [ Az (o-ds

0
En combinant le lemme (2.14) avec le théoréme (1.28) nous obtenons le
critére de controlabilité suivant.

Théoréme 2.15 Soit p > é Supposons que U et X sont des espaces ré-

flézifs. Alors le systéme (A, B) est exactement controlable sur [0,7] si et
seulement s’il existe 0 > 0 tel que :

1
q

w0 r = | B Eol(7 = 9 A" 1]
0
pour tout z* € X*.

Démonstration

Le systéme (A, B) est exactement conrolable si et seulement si 'opérateur
A, est surjectif. Alors d’aprés le théoréme (1.28) , la controlabilité du systéme
(A, B) équivant a l'existence d’une constante § > 0 telle que

2" [x-< 0 | A7z [[Laorve)
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Compte tenu du lemme (2.14) on obtient :

l2™ [lx-< 0 || (7 = 8)* 7 B Eaa((7 = 8)*A")2" || aorivr)

.
= 5[/ (7= )1 | B*Eyo((7 — 5)"A")a" |4 ds]s

0
pour tout x* € X*.

Maintenant on va étendre aux systémes fractionnaires un critére de contro-
labilité initialement établi par Korobov et Rabakh pour les systémes du pre-
mier ordre. Pour établir ce résultat, la propriété suivante des opérateurs
linéaires bornés est nécessaire :

Lemme 2.16 Soient X,Y, Z, des espaces de Banach pour tout 0 < 7 < a.
Soient C € LY, X) et A, € L(Z,, X). Supposons que les propriétés suivantes
soient vérifiées :

(1) : Uopérateur C' est surjectif.

(i) - Pour tout T > 0, il existe S;, R, € L(Z;, X) tels que A, = S; + R;.
(13i) : Pour tout 0 < 7 < a il existe un opérateur linéaire Q, 1 Y — Z, tel
que S;Q, =C et || R,Q, ||— 0 quand 7 — 0.

Alors il existe 1o > 0 tel que A, est surjectif pour tout 0 < 7 < 9.

Démonstration On a :

|| ATQT -C || - H C - STQT - RTQT ||
= | R.Q; ||— 0,7 — 0%,

En appliquant le théoréme (1.86), nous en déduisons que A, Q. est surjectif
pour tout 0 < 7 < 79 pour un certain 7 > 0. Cela implique & son tour que
A, est surjectif pour tout 0 < 7 < 7.

Théoréme 2.17 Soit p > é Le systéme (A, B) est exactement controlable
sur [0, 7] si et seulement sil existe n € N tel que :

BU + ABU + ...+ A"BU = X. *

Démonstration Supposons d’abord que le systéme (A, B) est exactement
controlable sur [0, 7]. On définit les opérateurs : A, ,, : LP(0,7;U) — X par :

n 1 T
ATTL _ Asz— _ Na(k+1)-1 ds.
o) = A B [ s
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On a:
H AT(U) - AT,n(“) H

=|| T(T — s)a’IEa,a((T — 5)*A)Bu(s)ds

T

1
_ AkB _ oa(k+1)-1
S A B [t u(sgas |

=|| T(T —s)*! Z %Bu(s)ds

oo T _ )a(k+1)—1

k=n+1

T _ a(k+1)-1
< k (T —5)
< S AP BN | T ) I ds

s [a(k+1)—1]q L

< S narnel ([ ) el

k=n-+1
oo

1 1

1 T[a(k+1)—1]q+1> a |

kg;J| Wl HF%Q+QOQ&%+J>_UQ+1
oo 1 1 1

= | A ||k|| B | i Lokt —1+] |
kzzn—:i-l Ika + «) [(a(k+1)—1)g+1]s P

Pour tout u € LP(0,7; U). Cela implique que || A, —A;,, ||— 0 quand n — oco.
En utilisant le lemme 2.16, nous en déduisons que A, ,, est surjectif pour n
assez grand, ce qui implique & son tour que (%) est vraie.

|qu

Supposons maintenant que la condition (x) est vraie pour un certain
n € N. On définit : S, = A, et R, = A, — S;. On note : y = U™

muni de la norme

n
| (s o tn) =D I |
i=0

Il est bien connu que Y muni de cette norme est un espace de Banach. On
utilise aussi en Y la norme
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I (o, ooy wn) floo= mmaaxc [} i ] -

Introduisons 'opérateur linéaire C': Y — X donné par
C Uo,... ZAkBUk

Il est clair que C' est un opérateur linéaire borné. Tenant compte de (%) on
en déduit que C' est surjectif.
On choisit une subdivision d = {79, 7, ..., 741} de lintervalle [0, 7] avec les

points.
-
T =1 L 1=0,1,...,n+ 1.
n

Soit Q, : Y — LP(0,7;U) lapplication donné par

~ o, To < 8 < Ty,
(V0 -y 0n)(8) = 0(s) = '
@r(vo ) (s) {vi, T <8< Tiy1,t=1,...,n
I1 est clair que v(.) est une fonction étagée, alors v(.) € LP(0,7;U).
De plus,
I 0 llvoron / I ofs) 1P ds)

3
+
=
=

A e

n+1

n+ > (Z | vi —1 ”p> < Q% | (vo, -y vn) |1,

Ot nous avons noté 8 =

|=

T ~ , o, .
1 Cela montre que @), est un opérateur linéaire
n

borné et. || Q. | B(v,Lr(0,750) < 97 D’autre part,

S, Qr(vo, ... v ZAk ok +a) /T(T — 5)2FHD=1y(5)ds

ak—i—a
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1
_ k o a(k+1) o a(k+1)
— E A"B NUESIE 1) g ((7' Ti—1) (1 —m15)° )v]_l.
Nous pouvons réécrire cette dernlere expression comme

.0y (v, ooy ) (2.3)

n gok+1) Ak B n+l
}: D (2= — (n 41— )" ), .
Platk+1)+1) &

On deﬁnlt P.:Y —Y par

P (vg, ey Uy) = (Ugy -vy Up), (2.4)
Ot
(904(164—1) n+1
U = > ((n+2—7)2*D — (n+1—5)*F D),y (25)

I'(ak +a+1) ‘=

Pour £ = 0,...,n. Il est claire que P, est un opérateur linéaire borné, et
en combinant (2.3), (2.4) et (2.5), nous pouvons abréger le développement
précédent en

S.Q, = CP,. (2.6)

Réécrire (2.5) avec le changement du variable j au lieu de n+1—j, on obtient
ea(k—l—l) n

e = STIG+ D = e, (2)

ok +a+1) =
et définissant w; = v,—;,7 =0,...,n, on a
w = Ecol(vy, ..., vy),

ou F est la matrice

0 0 . 0 1
0 0 . 1

E =
0 1 00
10 00

95



Il est clair que E est une matrice inversible. Soit M = (m;;); j—o....» 12 matrice
avec des coefficients m,;; donnés par

Qa(iJrl)

A | 2% 1 a(i+1) _ a(i+l) )
Nm+a+nmr%) 7

mij =

Avec cette notation, nous avons
P-(vg, ..., vn) = M E(vg, ..., v). (2.8)

Nous introduisons les matrice

H ea(H—I) Qa(n-l—l)
Fla+1) "T((i+Da+1) "T((n+1)a+ 1))’

D= Diag(

et N = (ny)ij=o...n, nij = (j + 1)20FD — jol+D En utilisant cette notation,
on obtient ca

M = DN (2.9)
et
1 29 —1 3¢ —2¢ (n+1)* —n®
1 22a -1 32a _ 22a o (n + 1)2a _ n2a
N=]. X .
i 2(n+1).a -1 3(n+1)a _ 2(n+1)a o (n + 1)(n+1;o¢ _ n(n+1)a

On transforme la matrice N en ajoutant a chaque colonne j = 1,...,n la
colonne j — 1. La matrice résultante en appliquant cette transformation est

1 20 3¢ . (n+l)e

122 e (pg 1)
Vi=1. : . .

i 2(n—.i-1)a 3(n—.&-1)a o (n + 1.)(TL+1)01

qui est une matrice de Vandermonde correspondant aux 1,2% 3% ..., (n+1)“.
Il est bien connu que det(V') # 0. En combinant cette assertion avec (2.8) et
(2.9) on peut affirme que P, est inversible. De plus P-'v = E-'N"1D 1.
Pour estimer || P! || on observe d’abord que E~! et N~! sont des matrices
indépendantes de 6. Par conséquent

| P gy 1) oo Ko || D™t ) [
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pour une constante K, > 0. De plus,

F'((n+1)a+1) I (u ) |
) r((eoybl)+ 1)+ 1) v
TS DD (ug, ey up) 1 A

Cela nous permet de définir Q, = Q,P-'. Il résult de (2.6) que S,Q, = C.
Notre prochain objectif est d’estimer || R.Q: ||. On procéde comme précé-
demment pour obtenir (2.3), on a

~ 9] 9a(k+1)AkB n . i) o)
7=0

k=n+1

Pour abréger le texte, on écrit v = (v, ..., v, ). De plus, on peut supposer que
0 < 7 < 1. Dans ces conditions, on a

00 a(k+1) A B
H H H H Z | (G + 1)° a(k+1) ja(k+1) il Vnj I
S, Tlalk +

A I || || B || o)
a(k+1) .
> E =) max | v |

k=n+1 Plak+1)+1) = = 7 =,
o0

I RQro |l <

IN

Al (k+1) fok )
= B He .
k_z A B (n+1) NCICESES) [ v

=n—+1

o0 Lalk+D)

= AN B [ v loo

k:ZnH Tkt 1)+ 1)

- A" B

=7 2 Tat+ D1 |0l

k=n-+1

avec v = P (ug, ..., u,) et u = (ug, ..., u,), en replagant (A) dans les estima-
tions ci-dessus, nous obtenons

| R.Qr o0 P (ug, ..., up) ||

< sa(n+2) i LA B p Dt Dot 1)
- Dla(k+1)+1) ro(nt1)

k=n+1
S A" B
— ape 1 a(n+1)F 1 1 ||
K, (n+1) (n+1)a+ )k:zn;lf(a(’fﬂ)ﬂ)

(n+ 1) |y

Il [l
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Par conséquent,

. a1 o ILAIMI B
| ReQ- ||< 7K+ 1)* T ((n+ Do+ 1) ) Tla(k+1)+1)

k=n-+1

— 0,

Par conséquent, en définissant Z, = LP(0,7;U) toutes les hypothéses du
lemme (2.16) sont satisfaites. Nous en déduisons donc que A, est surjectif
pour 0 < 7 < 79. A partir du corollaire (2.12) on obtient que A, est surjectif
pour tout 7 > 0. Cela implique que le systéme (A, B) est exactement contro-
lable.

Ce résultat nous permet de compléter le corollaire (2.12) et (2.13) la contro-
labilité d’un systéme est indépendante de l'intervalle [0, 7].

Corollaire 2.18 Soit p > é les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) : Le systéme (A, B) est exactement contrélable en temps fini.
i1) : Le systeme (A, B) est exactement controlable sur [0, 7] pour tout T > 0.

(
(1ii) : Il existe T > 0O tel que le systeme (A, B) est exactement contrélable sur
[0, 7].

2.19 Caractérisation de la controlabilité approxi-
mative :

Théoréme 2.20 Soitp > é Le systeme (A, B) est approzimativement contro-
lable sur [0, 7] si et seulement si :

ImA, = X.

Démonstration Supposons que le systéme (A, B) est approximativement
controlable .

Soit z € X, alors  + E,(t*A)z, € X, pour tout zp € X et t € [0, 7].

Soit € > 0, en vertu de la contrélabilité approximative du systéme (A, B), il
existe u.(.) € LP(0,7;U) tel que :

| 2+ Eo(t* Az — () ||< e.

Aprés substitution, il vient :
| 4+ Eo(t*A)xg — Ey(t*A)xg — / (t— s)o‘_lEa,a((t — 5)*A)Buc(s)ds ||
0
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Alors || o — Ayue(.) ||[< €

Donc, on déduit que x € ImA..

Maintenant, supposons que ImA, = X. Soient ¢ > 0, x4, xg € X, alors
Tg — Ea(taA)l’o e X

Tenant compte de la densité de ImA, dans X, il existe u.(.) € LP(0,7;U)
tel que :

| 24 — Ba(t® A)zo — Ar(uc(.)) ||< €.

d’otu :
Ve > 0,Vry,x9 € X, Ju. € LP(0,7;U) tel que || xq —x(7) ||< €.
Par conséquent, la controlabilité approximative de (A, B).

Théoréme 2.21 Soit p > é et soil x* € X*.

les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) x* € ImA+ si et seulement si B*E, o(t*A*)z* = 0 pour tout 0 <t < 7.
(i) ¢ € (U, ]mAT)L si et seulement si B*E, ,(t*A*)x* = 0 pour tout
t>0.

Démonstration On va montrer (7).
Supposons que B*E,, ,(t*A*)z* = 0 pour tout 0 < ¢ < 7. Soit u € LP(]0, 7], U).
Alors :

(o Au() = (2, /O (= 8) B (7 — 5)* A) Bu(s)ds)

T

(1 — 8)* Na*, By o((T — 5)*A)Bu(s))ds

I
S~

T

= (1 — 8)* YB*Eqo((T — 8)*A")2*, u(s))ds

Il
o
o

Puisque u a été choisi arbitrairement, cela implique que 2* € (ImA;)*.
Inversement, supposons que z* € (ImA,)*. En procédant comme ci-dessus,
nous obtenons .

/OvT(T — S)a*1<B*Ea7a((7— _ S)QA*);L'*, U(S)>d5 _0

Pour toute fonction u € L?(0,7;U).
Soit w C [0, 7] une partie mesurable et soit ug € U.
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On définit u(s) = xw(T — s)up, 01 x, désigne la fonction caractéristique de
w. Alors

/ Sa_1<B*Ea7a(SaA*).T*,U0>d8 —0

En appliquant le théoréme de la valeur moyenne [28, Théoréme 2.5.7|.
On en déduit que

(B*Epo(s*A")x™, up) =0, s € [0,7]

Puisque la fonction s — B*E, ,(s*A*)z* est continue et ug € U a été arbi-
trairement choisi, nous obtenons B*E, ,(s*A*)z* = 0 pour tout 0 < s < 7.
(17) La démonstration est similaire & celle de la propriété ().

Corollaire 2.22 Si le systéme (A, B) est approzimativement controlable en
temps fini, alors il est également approximativement contréolable sur [0, 7]
pour tout T > 0.

Preuve Soit z* € X* tel que B*E, ,(t*A*)z* = 0 pour tout 0 < ¢ < 7.
Puisque la fonction t — E, o(t*A*)z* est analytique sur (0,00) et continue
sur [0, 00), nous concluons que B*E, ,(t*A*)z* = 0 pour ¢t > 0. En utilisant
le théoréme (2.21) (i7), nous déduisons que 2* = 0. En appliquant maintenant
le théoréme (2.21) (i), nous pouvons affirmer que ImA, est dense en X.
Nous sommes en mesure de généraliser la condition ()

Théoréme 2.23 Soit p > é et T > 0. Les conditions sutvantes sont équiva-
lentes :

(1) : Le systéme (A, B) est approzimativement controlable sur [0, 7].

(17) : L’espace Sp{A"BU :n > 0} est dense en X.

Preuve Supposons que la condition (i) soit vérifiee. Soit x* € X* tel
que z* L Sp{A"Bu : n > 0}. En utilisant le développement en série de
E, o(t*A*) nous en déduisons que B*E, ,(t*A*)z* = 0 pour tout 0 <t < 7.
En utilisant a nouveau théoréme (2.21) (i), nous obtenons que z* = 0. Une
application standard du théoréme de Hahn-Banach montre que Sp{A"BU :
n > 0} est dense en X.

Supposons maintenant que la condition (i7) soit vérifiée. Soit z* € X* tel que

B*E, o(t*A")z" = 0, 0<t<r. (2.10)

En évaluant (2.10) & ¢ = 0, nous obtenons B*z* = 0. Maintenant, nous
procédons a calculer a plusieurs reprises la dérivée dans I'expression (2.10)
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pour ¢ > 0 et ensuite nous évaluons la limite comme ¢ — 0. Nous obtenons
B*(A*)kz* = 0 pour k € Ny. Cela montre que z* 1 Sp{A"Bu : n > 0}. En
appliquant la condition (ii), nous en déduisons que z* = 0. En utilisant le
théoréme (2.21) (i), nous concluons que le systéme (A, B) est approximati-
vement controlable sur [0, 7].

L’instruction suivante est une conséquence immédiate de théoréme (2.23).

Corollaire 2.24 Soit p > é

(i) : Le systéme (A, B) est approzimativement controlable sur [0,7], 7 > 0,
st et seulement si la condition sutvante est vérifiée : pour chaque x* € X* tel
que B*E, o(t*A*)x* = 0 pour tout 0 <t <7, alors z* = 0.

(17) : Le systéme (A, B) est approzimativement controlable en temps fini si et
seulement si la condition suivante est vérifiée : pour chaque élément v* € X*
tel que B*E, o(t*A*)z* = 0 pour tout t > 0, alors z* = 0.
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Chapitre 3

Applications

Nous complétons cet mémoire par une application. Dans la plupart des
systéemes distribués qui surviennent dans des applications concrétes, 'opéra-
teur A est non borné. Néanmoins, ces opérateurs peuvent généralement étre
approchés en un certain sens par des opérateurs linéaires bornés. Nous illus-
trons 'idée avec un cas trés fréquent. On considére comme 'espace d’états
X = L*([0,7]) et Popérateur A : D(A) C X — X donné par

_ d’z(§)

A‘T(g) - d§2 ) SE [0771—])

Sur le domaine
D(A) = {z € L*([0,x]) : 2" € L*([0, 7)), z(0) = z(x) = 0}.

Il est bien connu que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe ana-
lytique (7(t));>0 sur X. De plus, A a un spectre discret, les valeurs propres
sont —n?, n € N, avec les fonctions propres normalisées correspondantes
zn(€) = (%)%sm(nﬁ). De plus, l'ensemble {z, : n € N} est une base ortho-

normée de X. Par conséquent,
oo
Az = E —n*(z, 2,) Zn,
n=1

pour z € D(A), et 'opérateur résolvant de A est donné par

[e.9]

R(p, A)z = Z

n=1

1
p+n?

(2, 2n) 2n (3.1)
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pour Re(u) > —1.

Puisque A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
sur X, alors 'approximation de Yosida de A, qui est définie par A, =
AAR()N, A) converge vers A comme A\ — oo ([30]). Il découle de (3.1) que

n2

A+n

— )\Zl )\_—l—nn2 /07r z2(n)zn()dnz,(§) = /07r Hy\(&,m)z(n)dn

pour certaine fonction Hy.
Cela nous motive a étudier la controlabilité du systéme

oDy w(t, &) = / H(& n)w(t,n)dn + b(E)u(t), 0 <& <, (3.2)
0
w(t,0) =w(t,m) =0, (3.3)
pour t > 0. Ici, nous supposons que u(t) € R et b € X. En définissant

z(t) = w(t,.) € X, le systéme (3.2) — (3.3) peut étre modélisé sous forme
abstraite comme suit

oDix(t) = Ayx(t) + bu(t), t >0,

dans 'espace X. Nous considérons la fonction de controle u(.) € LP([0,1])
7 > 0. Il découle de Théoréeme 2.1 que ce systéme n’est pas exactement
controlable sur [0, 7]. Pour étudier la controlabilité approximative, les pro-
priétés suivantes sont nécessaires.

& 1
Lemme 3.1 Soit a, € C, n € N, tel que f(z) = ) P L est une fonc-
n=1 < n

tion analytique sur C\ {—n?:n € N} et f(z) = 0.
Alors a,, = 0 pour tout n € N.

Lemme 3.2 Pour A > 0, Sp{A% :n >0} = Sp{R(\, A)"b:n > 0}.
Preuve comme AR(N\, A) = AR(\, A) — I, alors
Axb = MAR(\, A) — I1b = N*R(\, A)b — \b,
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ce qui implique que Sp{b, A\b} = Sp{b, R(A\, A)b}. En procédant de maniére
inductiv, nous pouvons montrer que

Sp{b, Axb, ..., AT} = Sp{b, R(\, A)b, ..., R(\, A)"b}

pour tout n € N. Ceci compléte la preuve de ’assertion.
Nous sommes en mesure d’établir la propriété suivante.

Proposition 3.3 Soit p > é, A>0et7>0.95 (2,,b) # 0 pour tout n € N,
alors le systeme (3.2)-(5.3) est approzimativement controlable sur [0, 7).

Preuve Soity € X tel que y € Sp{A% : n € Ng}+. Du lemme 3.2 nous dé-
duisons que y € Sp{R(\, A)"b : n € No}*. Cela signifie que (R(\, A)"b, y) =
0 pour tout n € Ny. Nous définissons la fonction f(w) = (R(w, A)b,y) pour
w# —n?etn e N. De

mn

R(w, A) = (—=1)"nlR(w, A)",

dw™
nous obtenons que

dTL
dwn

F(w) Jumr= (—1)"nl{R(A, A)" b, y) = 0.

Puisque f(.) est une fonction analytique, cela implique que f(w) = 0. En
outre,

1) = (32 bz znt) = - s ) 02

En utilisant le lemme (3.1), nous déduisons que (b, z,,){(y, z,) = 0. pour tout
n € N, ce qui implique a son tour que (y, z,) = 0 pour tout n € N. Puisque
{z, : n € N} est une base orthonormée de X, nous obtenons que y = 0. Par
conséquent, ’espace Sp{AY} : n € Ny} est dense dans X. En appliquant le
théoréme 2.2, nous pouvons affirmer que le system (3.2)-(3.3) est approxima-
tivement controlable sur [0, 7].
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la controlabilité des systémes
de controdle répris par une équation différentielle fractionnaire dans les es-
paces de Banach.En utilisant les propriétés de la fonction Mittag-Leffler nous
généralisons a ces systémes un résultat de Korobov et Rabakh, qui a été éta-
bli pour les systémes du premier ordre.Nous appliquons nos résultats pour
étudier la controlabilité d'un systéme modélisé par une équation d’intégrale
fractionnaire dans un espace de Hilbert.

Abstract

In this thesis, we are concerned with the controllability of control systems
governed by a fractional differential equation in Banach spaces. Using the
properties of the Mittag-Leffler function we generalize to these systems a
result of Korobov and Rabakh, which was established for first order systems.
We apply our results to study the controllability of a system modeled by a
fractional integral equation in a Hilbert space.
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