Matiére : Equations différentielles dans les espaces de Banach
Corrigé
Master 01 (2024/ 2025)

Exercice 1 (3 pts)
On considere ’équation différentielle suivante :
(0.1) i(t) = A@a(),
(0.2) z(0) = xo
(1) Vérification des hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz
Soit f: R x R — R définie par f(t,z) = x.
fest:

— continue sur R;
— localement lipschitzienne sur R, car %{, % sont continues.

(2) Détermination du flot

Ainsi, les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz sont satisfaites. Par conséquent, pour
toute condition initiale z(tp) = xo, il existe une unique solution définie sur un intervalle ouvert
contenant %g.

On cherche la solution z vérifiant 2/(t) = z(t) et z(ty) = xo.

2 (t) = x(t) = z(t) = zpet M0
Le flot ®(t,to,z0) est défini sur R? par :

(I)(t, to, l‘o) = l‘oet_to

Exercice 2

1.0n considere le systeme différentiel :

Rappel :
Une matrice R(t,tg) est une résolvante de (H) si elle vérifie :

%R(t,to) = A(t)R(t,to), et R(to,to) = IRQ
et

1+4efoto pelo —elo 10
(1) Calculons R(t,to) : R(to,to) = 3 o et 14 6t0—0—t} — {0 1]

Cette condition est satisfaite.



(2) Vérification de I’équation différentielle

2?;]{(t7t0) = A(t)R(t, to)

0 1 |:6t—t0 +6t :|

On a

aR(tﬂfo) =3

(3) Maintenant, calculons A(t)R(t,to) :

1 €t:| 1 |:1 _i_etfto +et _ €to:| B 1 |:€tt0 +€t ]
9 =

1
AWRG) =5 | L )5S T
d’ou P
S R(Eto) = A(VR(L o).

La matrice R(t,%o) est bien une résolvante du systeme (H).

2. Résolution du systeme avec condition initiale Y (1) = [(1)}

La solution générale est donnée par : Y (¢) = R(¢,1)Y (1)

Donc
1[1+et1}

Y(t) = 3 et — et

Exercice 3

1. Définissons f : R xR — R

(t,z) — f(t,x) = Tt — %22

La fonction f est de classe C sur R x R, donc localement lipschitzienne par rapport a x.
En vertu du théoréme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale x définie sur un

intervalle ouvert |T_, T'y[. De plus f € C°, donc z € C.

2. Supposons par I'absurde qu’il existe ¢; €]0, T4 [ tel que z(¢;) = 0. Alors = est aussi une solution du

probléme :

J?(tl) =0
Mais la solution fonction nulle est aussi une solution sur R de ce systéme. Alors, z = 0 sur |7, 7 [C R,

{x’(t) = —2ya(t) — t22?(t)

en contradiction avec x(0) = 1.

3.

2t
142

x(t) = —( r+t22?) <0 Vtel0,T)

Alors, x est décroissante sur [0, T} [.

Comme x est décroissante sur [0, 77 [, alors
z(t) < z(0) Vte[0,T4]
=z(t) <1 Vtel0,Ty|
4. Comme z est bornée sur [0, 7 [, alors T} = 400
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