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Résumé

Notre these présente des études sur la stabilité exponentielle
des régimes de retards non linéaires variant dans le temps. Il est
divisé en trois chapitres.

Le premier chapitre rappelle les principaux concepts et théo-
ries utilisés dans ce travail.

La deuxieme chapitre est consacrée a la présentation des ma-
trices de Metzler et de leurs propriétés.

Dans le dernier chapitre, nous prouvons un critere pour la sta-
bilité exponentielle de deux types de systemes non linéaires va-

riant dans le temps.



Abstract

Our thesis presents studies on the exponential stability of time-
varying nonlinear delay regimes. It is divided into three chapters.

Chapter one provides a reminder of the main concepts and
theories used in this work.

The second is devoted to the presentation of Metzler matrices

and their properties.
In the last chapter we prove a criterion for the exponential sta-
bility of two types of time-varying nonlinear systems.
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Notation

Notation relatives aux ensembles :

R : ensemble des nombres réels.

R" : espace vectoriel de dimension 7n construit sur le corps des réels.
R, : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

R™"™ : ensemble des matrices a n lignes et m colonne.

C : ensemble des nombres complexes.

C = C([—h,0];R") : ensemble des fonctions continues de [/, 0] dans R”.

[a, b]:intervalle fermé de R d’extrémités a et b.

[a, b[ : intervalle semi-ouvert de R d’extrémités a et b.

la, b| : intervalle ouvert de R d’extrémités a et b.

n :I'ensemble des entiers naturel de n :={1,2,...,n}.

t e R, : variable temporelle.

Notation relatives aux vecteur :

xT : transposé du vecteur x.

||x|| : norme euclidienne de x.

x=(x,,...,x,): vecteur d’état instantané.

x(t)= %x(t) : dérivée de la variable x par rapport au temps.

|.| : valeur absolue d'un nombre réel ou module d'un nombre complex.
||| : norme sur R”.

Notation relatives aux matrices :

M : matrice de Metzler.

u(M) : I'abscisse spectrale M.

(a;;) : matrice dont le coefficient de la i éme Jjone et j°™¢ colonne est a; i
AT : transposée de la matrice A.

A>0(<0):les entrées de la matrice A sont non négatifs (Non positifs).

2022-2023
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A > 0(< 0) : toutes les entrEes de la matrice A sont de la matrice A sont posi-

tives (négatives).

A < B(resp: A> B): signifie que A—B est une matrice définie négative ( resp.
definie positive).

|Al| : norme euclidienne de la matrice A.

[,, : matrice identité de R"*".

2022-2023



Introduction

Les systemes différentiels a retard sont une classe de systemes
dynamiques qui integrent des retards ou des décalages temporels
dans leurs équations. Un systeme différentiel de retard consiste
en un ensemble d’équations différentielles ou les dérivées des va-
riables dépendent non seulement de I'état actuel mais également
des états passés avec des retards différents.

La présence de retards introduit des effets de mémoire, car le
comportement actuel du systeme est influencé par ses états pas-
sés. Ces effets de mémoire rendent les systemes différentiels a re-
tard adaptés a la modélisation de phénomenes avec des interac-
tions dépendant du temps ou des boucles de rétroaction, ou la
dynamique dépend de I'histoire du systeme.

L'analyse des systemes différentiels a retard pose des défis en
raison de I'espace d’état de dimension infinie résultant de I'in-

clusion des retards. Les méthodes analytiques traditionnelles uti-

12
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lisées pour les systemes différentiels ordinaires ne sont souvent
pas directement applicables aux systemes différentiels a retard.

Des méthodes numériques, telles que des schémas de discréti-
sation et des solveurs d’équations différentielles a retard spéciali-
sés, sont frequemment employées pour approximer les solutions
de systemes différentiels a retard.

Les systemes différentiels a retard trouvent des applications
dans divers domaines, notamment la biologie, les neurosciences,
la physique, la chimie, I'ingénierie et I'’économie. Ils sont parti-
culierement utiles pour modéliser des systemes avec des retards
temporels, tels que la dynamique des populations, les réseaux de
neurones, les réactions chimiques avec une cinétique retardée,
les systemes de controle avec des retards de rétroaction et les ré-
seaux de communication avec des retards de propagation.

La compréhension et ’analyse des systemes différentiels a re-
tard nécessitent des techniques et des outils spécialisés qui tiennent
compte de I'historique du systeme et des effets de mémoire. Les
chercheurs continuent de développer des méthodes et des algo-
rithmes pour relever les défis associés a ces systemes et pour mieux
comprendre leur dynamique complexe.

L'étude de la stabilité des systemes différentiels a retard est un

2022-2023
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aspectimportant de ’analyse de leur comportement dynamique.

La stabilité d'un systeme a retard fait référence a la propriété
selon laquelle de petites perturbations ou des perturbations au-
tour d'un point d’équilibre ne croissent pas de maniere non bor-
née au fil du temps. L'analyse de stabilité des systemes différen-
tiels vise a déterminer si les solutions du systeme restent bornées
ou convergent vers un état stable a mesure que le temps pro-
gresse.

L'objectif de ce mémoire est d’étudier la stabilité exponentielle
de certains systemes différentiels non linéaires variant dans le
temps a retard variant dans le temps. Lapproche utilisée est ba-
sée sur la théoreme de Perron-Frobenius et le principe de com-
paraison.

Le mémoire est organisé comme suit :

1-Le premier chapitre est consacré a des définitions et des ré-
sultats préliminaires et quelques théoremes nécessaires.

2-Le deuxieme chapitre est consacré a présenter les matrices
de Metzler et leurs propriétés.

3-Le troisieme chapitre présente brievement I’existence et 'uni-
cité des solutions des systemes différentiels a retard, et une étude

bien détaillée de la stabilité de deux types des systemes différen-

2022-2023
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tiels non linéaire a retard bien spécifié, avec un exemple illustratif

et quelques cas particuliers.
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Préliminaires

1.1 Généralitées sur les matrices

Définition 1.1.1 Soit m et n deux entiers positifs et soit K un corps commuta-
tif, une matrice a m lignes et n colones est l'ensemble de m x n scalaires dits
éléments de la matrices indexés par les élements du produit cartésien I x ] avec

I={1,....,m}et]={1,...,n} telque:

a;j €K, 1<i<m,1<j<n notée A:((lij)lgigm.
1<j<

Les indices i et j sont dits, respectivement, ligne et colone de(a; j)i<i<m, en effet
1<j<n

on peut interpréter le couple d’indices (i, j) comme les coordonnés de l'élément

a;; dansK, et on represente la matrice a par :

6111 6112 co e aln

6121 6122 co e Clzn
A=

Am1 Amo ... Ayn

o K™ denote l'ensemble des vecteurs d’ordre m.
o K> ensemble de toutes les matrices d’ordre m x n avec des éléments

dansK.

Définition 1.1.2 e Une matrice A est dite carée sin = m.

17



1.1. Généralitées sur les matrices 18

e Une matrice A est dite diagonale si A est caréeet¥Y 1<i,j<n,et

j#i,ona a;;=0

a; 0 ... 0
A 0 a» ... 0
0O 0 ... ay,,

et notée par :

A= diag(au, aj,..., ann).

e Une matrice A est dite triangulaire inférieur si A est caréeetV 1< i, j < n,

eti<j,onaa;;=0

a; 0 ... O

ay; Ay 0
A=

anl anz ann

e Une matrice A est dite triangulaire supérieure si A est caréeetV1 < i, j < n,

eti>j,onaa;;=0

ay ap
0 an
0 0

ain

ayp

ann

Définition 1.1.3 La matrice tronsposée (ou la tronsposée) d’'une matrice
A€K™" est la matrice notée par AT € K"*™, obtenue en échangeant les lignes
et les colonnes de A.

Si Az(a")lgigm alors AT:(a'i)lgjgn
ijJ1si; J
1<j<n 1<i<m

2022-2023



1.2. Opérations sur les matrices 19

Propriétés 1.1.1 Soient A,B € K"™*" deux matrices quelconques et a € K un

scalaire.

e La tronsposition est linéaire :

(A+B) =AT +BT.

(@A) = AT,

e La tronsposée du produit de deux matrices est égale au produit des trans-

posées de ces deux matrices, mais dans l'ordre inverse : (AB)T =BTAT.

o Si Ac K"™*" est inversible, alors sa tronsposée l'est aussi, et la transposée de

. p S 703 p -nr -1
Vinverse de A est égale a U'inverse de sa transposée : (A™')" =(AT) .
e La tronsposée de la tronsposée d'une matrice A est la méme matrice A c’est
NP T
adire:(AT) =A.
Définition 1.1.4 Une matrice A carée est dite :

o Symétrique si A€ R™" et AT =A cest a dire : ajj=a;;,V1<i,j<n.

Antisymétrique si A€ R"*" et AT =—A clestadire:a;;=—a;;,Y1<i,j<n.

Hermitienne si A€ C"" et A*=A clestadire:a;;=a;;,Y1<i,j<n.

Orthogonale si A€ R"™™ et AAT =ATA=1.

Unitaire si Ac C"*" et AA*=A*A=1.

Normale si Ae C™*"™ et AA* = A*A.

1.2 Opérations sur les matrices

Addition matricielle

2022-2023



1.2. Opérations sur les matrices 20

Définition 1.2.1 soient A= (Clij)lgigm et B= (bij)lgigm deux matrices de méme
1<j<n 1<j<n

ordre m x n. La somme de A et B est la matrice d’ordre m x n notée par A+ B

telleque:V(i,j)e{l,...,m} x {1,...,n},A+B:(a,~j+b,-]-)1gigm

1<j<n
A+B= mooen
g+ b, Qo+ by ... Gup+ Doy

Propriétés 1.2.1 e Laddition est commutative :

VA BeK™", A+B=B+A.

Laddition est associative :

VAB,CeK™" A+(B+C)=(A+B)+C.

La matrice nulle est l'éléement neutre de l'addition : YA€ K"™*", si O est la

matrice nulle de méme ordre que A, alors :

A+O0 =0+A=A

Tout matrice a une matrice opposée : YA€ K"*", son opposée notée par—A
est telle que :

A+(-A)=(-A)+A=0.

L'addition est une loi interne : Si A,Be K"™*" leur sommeA+B e K"™*",

Multiplication par un scalaire

Définition 1.2.2 Soient A = ((lij)lgigm une matrice dordre m x n et L € R la
1<j<n

2022-2023



1.2. Opérations sur les matrices 21

multiplication de la matrice A par le scalaire A et la matrice d'ordre m x n notée

AA telle que AA= (Pij)lgjgm avec:V (i,j)e{l,...,m} x{1,...,n}, P;; :/lal-j

1<j<n
Aa,, Aayp, ... Aa,
Aay,y Adr, ... Ady,
A=
Ada,,, Adn, ... Aa,,

e La multiplication d’une matrice par un scalaire est une loi interne.
Sustraction des matrices

Définition 1.2.3 Soient A= (Clij)lgigm et B= (bij)lgigm deux matrices, la dif-
1<j<n 1<j<n

férence de A et B est définit par A—B =A+(—B) tel que:
V(Z)])E{l))m} X {]-)yn} rA_B:(aij_bij)ISiSm

1<j<n
all alz v e aln bll blz coe bln
a21 a22 cee azn bzl b22 coe bzn
A—B= —

Am1 Ama - Gy bpi bpo ... by
an—by  ap—byp ... ay,—by,

_ A1 —Dboy  Ap—Dbyp ... Gy— Doy
an@l__l%nl CLnZ__l%nZ e an1n__l%nn

Produit des matrices

Définition 1.2.4 soient A= (a;;)i<i<m et B = (b;;)i1<i<m deux matrices d'ordre
1<j<n 1<j<n

m X n et n x p respectivement le produit de A et B par cette ordore est la matrice

d’ordre m x p notée Ax B telleque :AxB=C= (Cij)lgigm tel que
1<j<p

2022-2023



1.3. Les inégalités entre les matrices 22

Vi, )efl,...,m}x{1,...,n}:

p
Cij= E Aixbrj=apnbij+--+ai,by;.
k=1

Propriétés 1.2.2 e Lassociativité du produit matriciele : Soient A€ K"*",
B € K™P, C € KP*! on a toujour (AxB) x C = A x (BxC) et on écrira

AxBxC aulieude Ax(BxC)=(AxB)xC.

e Linverse de produit : Soient A,B € K" deux matrices carées inversibles.

Alors le produit A x B est inversible eton a :(BA) ' =A"'B~.

e La multiplication par un scalaire : Soient A € K"™*", B € K"*P et k € R.
Alors : (kA)B =A(kB) = k(AB).

e Ladistribuvité : Soient A,Be K™ " etC,D € K"*P on alors :

AC+D)=AC+ADet(A+B)C=AC+BC.

1.3 Lesinégalités entre les matrices

Les inégalités entre les matrices ou les vecteurs réels seront compris par

compocante.

Définition 1.3.1 Pour deux matrices réelles A = (a;;)i<i<m et B = (b;jhi<izm
1<j<n 1<j<n

dans R™*" on écrit :

A>B sietseulementsi a;j > b;j, V1<i<m, et1<j<n.

J?

e Enparticulier, si a;; > b;j, pourl <i<metl< j<n.AlorsonecritA> B.

A

e Une matrice A=(a; ])lélfsn;; dans R"™" est appelée matrice positive si ses
entrées sont non négative c’est a dire :
a;j=0,V1<i<m,etl<j<n,elleest notée par A= 0 on désigné par

R**" l'ensembles de toutes les matrices positives.

2022-2023



1.4. Spectre des matrices 23

e Une matrice positive est appelée non négative.

e Une matrice A est appellée une matrice strictement positive et on écrit A> 0

si tous ses entrée a;; sont strictement positive c'est a dire :
Cll'j>0, VlSlSm, et].S]Sn

Exemple 1.3.1 Considérons les deux matrices A€ K34, B e K?*3 telles que :

1231
523
A=1|51 3 2|, B=
012
1123

A est une matrice strictement positive (A>0).

B est une matrice positive (non négative) (B> 0).

Définition 1.3.2 (valeur absolue d’une matrice) Pour toute matrice

A=(a;j)i<i<m dans R™" on définit :

1<j<n
N =(|asj iz
anl lapl .. lawl]
Al = lasn| lax| ... |az,l
[l [zl .. lal]

1.4 Spectre des matrices

Définition 1.4.1 (valeur propre) Soit Ac R™", A € K est dite valeur propre de

la matrice A s'il existe un vecteur non nul X € R" tel que: AX=AX.

2022-2023



1.4. Spectre des matrices 24

Définition 1.4.2 (Spectre) soit A € R"*", le spectre de A notée o(A) est défini

par:

oA)= {A e K:(Al,,—A) est non inversible}.

Proposition 1.4.1 [1]Soit AcR™"" ona:
oA+tl,)=t+0(A).

Preuve 1.4.1 Sans pordre la généralité, on limite la démonstration pour le cas

den=2.On pose Ac R**? ;

ay;y dp
A=
ap) dp;
et
A+t12:
apy Gyt
_ 1 2 2
oA+ tIz)—{z( \/“11 2a11a22+4a21a12+a22+a11+a22+2t),
1 > 5
5(\/an—2a11a22+4a21a12+a22+aH+a22+2t)}
etona:
o(A) = ! —\/az — 201100 + 40501, + a2, +a; +a
2 11 11422 21412 22 11 22 |»
! Va2 —2ay Gy, +4ay ayy + a2, + ayy +a }
5 11 11422 21012 T Ay, + a1+ Ay
et
10 t 0
tlzzt =
01 0t

ona:o(tl,)={t}, lavaleur propre t de multiplicité?2.

2022-2023



1.4. Spectre des matrices 25

Donc:o0A)+t=0c(A+tl,).

Exemple 1.4.1 SoitA€R33 o :

220
A=10 0 1

0 21
ona:o(A)={2,—1}, la valeur propre 2 de multiplicité 2.

et

300
3I3=(0 3 0

003

on a:o(3l3)=1{3}, la valeur propre 3 de multiplicité 3.

o(A)+ o (313) ={5,—2}, (la valeur propre 5 de multiplicité 2)

et

520
A+3=(0 3 1

0 2 4
on a:o(A+31l3)=1{5,—2},la valeur propre5 de multiplicité 2.

Donc:

o(A+31,)=3+0c(A).

Définition 1.4.3 (Rayon) Soit A< R™*" une matrice inversible. On appelle rayon

spectral de A notée p(A) la quantité :

pA)= max{ IAl: A eC, Avaleurpropre}.

2022-2023



1.5. Normes des matrices 26

Définition 1.4.4 (Labcisse spectrale) Labcisse spectrale d’une matriceA est la

plus grande partie réelle du spectre de la matrice A.
U(A) = max {Re)t : A valeur propre deA}.

U(A) est appéle aussi le module de stabilité de la matriceA.

e Si u(A) <0 on dit que la matriceA est stable.
Proposition 1.4.2 Soient A et BER™" tel que : A= B alors u(A) = u(B).

Exemple 1.4.2 Calculons le rayon spectral d’une matrice. Soit

1 2
A=
0 —3

Le calcul des valeurs propres donne : A, = —3,A, = 1, le rayon spectrale est

max;— |4l =3.

1.5 Normes des matrices

Définition 1.5.1 Pour tout x = (xl, Xoyeun, xn) eR"” ona:

o Lanormel ||x||,, définit telle que :
llxlly =[]+ [ 22+ -+ | x5

e La norme euclidienne || x||,, définit telle que :

D=

2 2 2
1xlly = {11+ a2 o+ | )

2022-2023



1.5. Normes des matrices 27

o Lanorme sup ||x||«, définit telle que :

1% |00 = max { |11, |xa1,....., 12, }.
1<i<n

Généralement, pour p > 0 la p-norme est définie telle que :

< |

1xll, = (12 l” +2xl? + -+ 2,07 ).

Définition 1.5.2 On appelle norme matricielle sur R™*" une norml||.|| sur R™*"

telle que :

IAB[| < [IAI[lIB]|, VA,BeR"™".

Définition 1.5.3 On considere R" muni d'une norme ||.||. On appelle norme
matricielle induite (ou norme induite) sur R™" par la norme ||.||, encore notée

I.Il, la norme sur R™" définit par :
Al = sup{ IAx||; x €R", || x|| = 1}, VAE R,

Proposition 1.5.1 (Propriétés des normes induites) Soit R™*" muni d'une
norme induite ||.||. Alors pour toute matrice A€ R"", ona:

L llAx|I < [IAlflx]l,  VxeR™,

2. |IAll = max{ |Ax||; [lx| =1, x €R"},

3. [IAll = max{!l; x e R"\ {0} },

Il

4. ||.|| est une norme matricielle.

Proposition 1.5.2 1. On munit R" de la norme ||.||oo et R™*" de la norme

induite correspondante, notée aussi ||.||s, par:

n
IAlloo =maxi<;<, > _|ay|.
j=1
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2. On munit R" de la norme ||.||; et R™*" de la norme induite correspon-

dante, notée aussi ||.||, par :

n

AL = maxy<j<, D e

i=1
3. On munit R" de la norme ||.||, et R"*" de la norme induite correspon-

dante, notée aussi ||.||, par :
IAll, = (p (ATA))".
En particulier si A est symétrique ||All, = p (A).

Exemple 1.5.1 1. Soit la matrice A€ R> tel que :

7 18
A=14 5 8
10 4 2

Ona ||All; =max{21,10,18} =21.
Ona ||Al|sc =max{16,17,16} =17.
-O —1 1-
2. PourA=|—-1 0 -1

1 -1 0
Les valeurs propres de Asont: A\, =2,1,=—1,A;=—1 donc:

1Al =p (A)=2.

Dans ce que suit, nous presenttons quelques définitions et théoremes utilisées

dans le travail.

Définition 1.5.4 (Fontion homogéne) Une fonction définie sur R\ {0} a va-
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leurs dans R est dite homogéne de degré k si elle vérifie,
Vx=(xp,...,%,) ER™N{O}: f(tx1,..., %)= tEf(xp,..., Xp).
Fonction homogene de dégrée 1 si elle vérifie
Vx=(xp,...,x,) €ER"\{0}: f(txy,...,tx,) =1t f(x1,..., X,).

Dérivée de Dini
Une dérivée de Dini est une quantité qui généralise la notion de dérivée d’'une

fonction. Lorsque celle-ci n’est pas dérivable.

Définition 1.5.5 Soit f fonction d’'un intervalle 1 ouvert de R a valeur réelles
et x un pointde 1.
Les quatres dérivées de Dini sont respectivement les limites inférieur et supé-

rieure du taux d’accroissement a gauche et a droitede | :

1. Dérivée a droite supérieure :

D* f(x)= lim sup f(X+hh)—f(X)

2. Dérivée a droite inférieure :

D, (1) i ing X 10—/

3. Dérivée a gauche supérieure :

(21 = i sup L2/
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4. Dérivée a gauche inférieure :

D) m_inffm h}z—f(x)

On dite f est dérivable en x ssi les quatres dérivées de Dini sont égales.

La Dériviée de la valeur absolue
La valeur absolue d’'une expressions posséde deux expressions algébriques

distinctes, selon ’expression a I'intérieur de la valeur absolue est positive ou

non.

Définition 1.5.6 La fonction signe, notée sgn est une fonction qui extrait le signe

d’'un nombre réel.

—1 :six<0
VxeR: sgn(x)={ 0 :six=0

1 :six>0

La fonction sgn peut s'‘écrire :

0 :six=0
VxeR: sgn(x)=

%ou%| :Six #0

Propriétés 1.5.1 1. Toute nombre réel peut étre exprimé comme le produit de

sa valeur absolue et de son signe
VxeR: x=sgn(x)|x|.
2. La fonction signe discontinue en 0 puisque :

lim sgn(x)=—1, et sgn(0)=0.

<
x—0
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et

lim sgn(x)=1, et sgn(0)=0.

x50
3. La fonction signe peut étre vue comme la dérivée en tout réel différent de 0

de la fonction valeur absolue :
Y x e R¥, —x| = sgn(x)

Dérivation par intégration

Soient f une fonction et i un réel.

df, .. flx+h)—f(x)
x> =im n
1
= lim [ £+ )= ()]
1 x+h d

Définition 1.5.7 (Fonction uniformément continue) Soit f : 1— R on dit

f est uniformément continue surl si:
Ve>0,36>0,V(x,y)e Pi|x—y|<d=|f(x)—f(y)| <e.

Définition 1.5.8 (Fonction Lipschitzienne) Soit] un intervalle de R,
f:1— Retk € R,. On dit que f est lipschitzienne de rapport k si pour tous
x,y€l,

f(x)—f()| < k|x—y]

La fonction est dite contractante si on peut trouver 0 < k < 1.

Théoréme 1.5.1 (d’Arzéla Ascoli) Soient X unespace topologique, Y un espace

2022-2023



1.5. Normes des matrices 32

semi-métrique, et F un sous-ensemble d’applications continues de X dans Y .
pour queF soit relativement compact dans C(X, Y) (muni de la topologie de la

convergence compacte), il suffit que les deux conditions suivantes sioent véri-

fiées :
1. F est équicontinu,

2. Pour tout x € X, l'ensemble F = { f(x) fe F} est relativement compact

dansY.

Si X est localement compact, ces conditions sont aussi nécessaires.
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2

Matrice de metzler

2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1.1 On appelle M € R""tel que : M = (m;;)<; j<, Matrice de

Metzler si tout ses éléments non diagonaux sont non négatifs, c’est a dire si :
e Ondit que M € R™" est une matrice Metzler stricte si :

m,]ZO, VISZ,]S’% telquel#]’

mij<0, Sll:]

Exemple 2.1.1 Considérons les deux matrices : M € R33N € R**? telles que :

-1 0 2
M=|0 1 2|,N=

4 2 3

M est une matrice de Metzler.

N est une matrice de Metzler stricte.

Remarque 2.1.1 Toute matrice positive est une matrice de Metzler.
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Proposition 2.1.1 [1]Soient M € R™"" et t € R, M est une matrice de Metzler
si, et seulement si il existe un réel t tel que la matrice M + t1,, est une matrice

positive.

Preuve 2.1.1 e Supposons que M =(m; ),<;, j<, est une matrice de Metzler donc
ona:m;;>0 telquei# j, sion prend t > max,;, |m;;|, alors:

m;; +t > m;; + max|m;;| > 0, alors la matrice M + t1 est une matrice positive.
e Soient M € R"™*" tel que : M = (m; j),<;,j<n €t t € R. Supposons que la matrice

(M + ¢1,,) est positive.

my, My ... My, 10 ...0

My, Moo m, 01 0
M+tl, = "1+t

m,; Mo m,, 00 1

mp+t  mp m,

My My+t My,

m,, My> ... My, +t

Doncm;j+1t20,Y1<i,j<netm;;>0telque:i# j, alorsM est une matrice

de Metzler.

2.2 Propriéte des matrices de Metzler

Théoréme 2.2.1 Soit M € R™™*" une matrice de Metzler :

pM)=uM)eo(M)
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Proposition 2.2.1 [1]Soit M € R™*" une matrice de Metzler, on a :
P(M + £1,)— ¢ = (M),
Preuve 2.2.1 D'aprés le Théoreme (2.1) ona: p(M+ t1,))=u(M + t1,).

PM+tl,)=uM+tl,)

:max{ReX: Aeo(M+ tIn)}
max {
{

u(M)+ ¢

ReA: Aeo(M)+ t}

max{Red: Aeo M)}+t

Alors :
PM+tl,)—t =u(M).
Théoréme 2.2.2 [6]Supposons que M € R""*" soit une matrice de Metzler. Alors

(i) u(M) est une valeur propre de M et il existe un vecteur propre non négatif

x #0 tel queMx = u(M)x.

(ii) Etant donné a € R, il existe un vecteur non nul x > 0 tel queMx > ax siet

seulement si u(M) > a.
(iii) (t 1,—M)~! existe et est positif si et seulement si t > u(M).

(iv) Etant donnéBeR"",C e C"™". Alors
IC|<B= u(M+C) < u(M +B).

Théoreme 2.2.3 [5] Soit M € R™" une matrice de Metzler. Alors les énoncés

suivants sont équivalents

(i) u(M)<0.

2022-2023



2.2. Propriéte des matrices de Metzler 37

(i) Mp <0 pour un certain p € RY.
(iii) M est inversible et M1 < 0.
(iv) Pour b e R" donné, b >0, il existe x € RY, telqueMx + b =0..

(v) Pour tout x € R\ {0}, le vecteur ligne xT € M a au moins une entrée néga-

tive.
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Etude de la stabilité exponentielle de certains types des

systemes différentiels a retards

3.1 Systeme aretard

Une équation différentielle a retard est une équation différentielle dont la
dérivée par rapport au temps présent de la solution dépend d’'une donnée
(de cette solution) sur un temps antérieur. Une équation différentielle a re-
tard est un modele spécifique d’équations différentielles fonctionnelles dans
lesquelles la partie fonctionnelle de I’équation est I’évaluation d’'une fonction-
nelle sur une étape antérieure (le passé) au processus. Ce type d’équations a
connu ces dernieres décennies un grand intérrét. Les investigateurs de toute
les disciplines, physique, biologie, économie, logistiques, informatique et autres,
trouvent leurs models bien exprimés par des équations a retard qu’avec des
EDO.

Exemple d’un systeme a retard

Douche écossaise : [2] Lexemple le plus classique des systémes a retard est
celui de la douche écossaise, présenté sur la figure, ou la température de I'eau
(supposée étre homogene) résulte du mélange entre 1'eau de la source froide
de débit g, et de température T;, et celui de la source chaude de débit (supposé

variable) ¢,(t) et de température T,. La température Ty,,, représente la tempé-
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rature de I'’eau a la sortie du mélangeur.
En vue d’'un confort idéal, I'utilisateur souhaite obtenir aussi rapidement que
possible, en tenant compte du retard produit par le transport a travers le tuyau,

la température désirée T.

/

ey .’ll.fr'frllllt,'r'lfr
/ i

Hf'.t.'.‘.;.lx;'

ik

eau froide =

vanne de ré glage

Capteur

q,(t).T,

et chanede w ql [I}¢

Douche écossaise

Pour simplifier davantage, nous supposons que le changement de position du
robinet se faitimmédiatement et que le débit de1’eau froide est constant, alors
le débit de sortie peut étre considéré comme une variable d’entrée, qui peut

étre exprimé par la relation suivante :

V120, q(t)=q + qo(1).

En supposant que le mélange au niveau du mélangeur est instantané, la tem-

pérature a la sortie du mélangeur peut étre alors exprimée comme suit :

T+ )T,
Ts(t):ql 1+ Go(1) 24t

1 + (1)

Soit h le temps nécessaire pour que I’eau puisse aller de la sortie du mélangeur

ala sortie de la douche (ou temps de retard de transport) (Figure).
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ATlinstant t, I'utilisateur sent la température de I'eau sortant du mélangeur a

I'instant (# — h), ce qui se traduit par I'équation suivante :
Ii(r) = Tmoy(t —h)etdotTyt) :_k(Tmoy(t_ h)— L), k €R.

La fonction Histoire

Soit R” muni de la norme ||.|| et soit C ([a, b],R")’espace de Banach de toutes
fonctions continues définies sur l'intervale [a, b] a valeur dans R”, normé par
la norme maximun H¢ H = maXge(q,p] ||¢(0)H, en particulier, en écrit C au lien
de C ([—h,0],R") ol h est un nombre positif non nul, et on note

C, ::{gb eC: H¢|| < r} pour un r > 0 donné.

Définition 3.1.1 Soient t, € R, o >0 et soit
xeC(ty—h,ty+c],R"), teltyty+o],
On définit une nouvelle fonction x, de C par
x:/(s)=x(t+s), se[ty—h,t].

pour ty=0:

x:(s)=x(t+s), se[—h,0].

Remarque 3.1.1 Pour tout t fixé, la fonction x, est obtenue en considérant la

restriction de la fonction x sur lintervalle[t — h, t], translaté de[—h, 0].

Exemple 3.1.1 x(#)=1t>+1, t,=0, 0 =2, h=1, alors: t €[0,2], s €[-1,0],
x(8$)=x(t+s)=(t+s)P*+1,

pourt=1,ona:x(s)=(1+s)*+1.

Définition 3.1.2 Soient U un ouvert de R x C et f : U — R" une fonction
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continue. On appelle équation différentielle fonctionnelle a retard égal a h sur
U une relation de la forme

x(t)=f(t, x,) 3.1)

x:(s)=x(t+s), s €[—h,0].

On la désigne parfois par EDFR, le nombre h est appelé le retard. Le cas de h =0

correspond au cas des équations différentielles ordinaires. [4]
Lexixtance et I'unicité

Théoreme 3.1.1 (Existence) [3]Considérons l'équation (3.1) et supposons que
Q2 est un sous ensemble ouvert de R x C, et f(t, ) une application continue

sur Q. Si(ty, ) € , alors il existe une solution de l'équation (3.1) passant par

(tO’@b)-

Théoreme 3.1.2 (Unicité) [3]/Supposons que( est un sous ensemble ouvert de
R x Cy, (ty, ) f : 2— R” est continue, f(t, @) est Lipschitzienne par rapport a
¢ sur tout sous ensemble compact de(). Si(ty, Y) €, alors il existe une solution

unique pour l'équation (3.1) passant par (ty, ).

Types de retards

Les retards apparaissant dans les systémes ou processus réels sont le plus sou-
vent dus a des phénomenes de transfert d'information ou de matiere. Diffé-
rents types de retards peuvent affecter I’état, I’entrée (commande) ou la sortie
(observation) d'un systeme. Ces retards peuvent étre constants, variables, dis-
tribués ou une combinaison des différents types de retards.

*x Retard constant : Les premieres études sur les systemes a retards concer-

naient, principalement, les systémes a retards constants. Dans la plupart des
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cas réellement rencontrés, seule une partie récente du passé exerce une in-
fluence sur le comportement du systéme. On parle alors de systemes a retards
bornés s’il existe un nombre réel i > 0 tel que les fonctionnelles de I’état x; et
de sa dérivée x, soient définies sur I'intervalle [—F, 0].

+x Retard majoré : Dans ce cas, on suppose connaitre la valeur maximale du

retard :

0< h(t) < hyax

* Retard variable borné : Comme la constance du retard est une hypothése
rarement vérifiée dans la réalité, le cas des retards variables (connus ou in-
connus) a fait lui aussi I'objet de nombreuses recherches. On définit alors les

retards variables bornés comme suit :

0<hy <h(t)<h,

Une grande partie des modeles de systemes a retards suppose que le retard
varie dans un intervalle [0, /,]. Le fait d’autoriser le retard a prendre la valeur 0
revient a supposer qu’'a un moment donné ce transfert se fait de maniere ins-
tantanée.

+x Retard dépendent de I’état : Dans 1'étude de la dynamiques des popula-
tions et les problemes épidémiques, le retard dépend souvent de I'état présent
(h(x(t))) et parfois méme de I'état retardé.

+x Retard variable avec contrainte sur la dérivée : Comme le retard variable
est borné on peut penser a introduire une contrainte sur la dynamique de sa

variation, autrement dit, une contrainte sur sa dérivée telle que :

h(t)<d <1
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ol d est un réel positif.

+x Retard variable continu par morceaux : Ces retards apparaissent notam-
ment lors de I'’échantillonnage d’un signal. Ce cas particulier autorise notam-
ment la dérivée du retard a prendre la valeur critique 1 : i2(t) < 1.

x Retard distribué : Sil’on suppose que I'état x; est une fonction continue sur
I'intervalle [—h, 0] a valeurs dans R, nous pouvons alors définir les retards dis-

tribués par :

x(t)= J f(t,x(0))d8, h=0
t—h

ou encore, les retards ponctuels ou discrets :
x(t)=f(t,x(t—hy)), he=0

x Retard inconnu : Aucune hypotheése sur le retard n’est considérée.
Qu'il soit constant ou variant dans le temps, il peut prendre toutes les valeurs

dans R,.

3.2 Presentation du premier systéme

Considerons le systeme différentiel non linéaire a retard variant dans le

temps de la forme :

0

x(t)=At)x(t)+F| t;x(1), x(t —hy(1)),..., x(t —h,,(1)), J B(s)x(t+s)ds |,

—h(1)
(3.2)

out>oc>0et:

i) he(.), h(.):R.—R,, k € m, sont des fonctions données telles que

0 < h(t) < hg, 0< h(t)< h, h > hi, YV k € m pour certains nombres
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positifs i, hy, k € m.

(i) A():R.— R™" ke metB(.):[—h,0]— R"™*" sont des fonctions conti-

nues données.
(m+2)fois

—TN—
(i) F(;.,...,.): R xR" x---xR" — R" est une fonction continue telle que
F(z;0,...,0)=0,Yt>0etF(t;uy,..., U,,») estlocalement Lipschitzienne

et continue par rapport a Upyoooy Upyqo SUT chaque sous ensemble compact
(m+2)fois

———

deR, xR" x--- xR",
e D’aprés les théorémes de I'existance et I'unicité [3] les conditions (i)-(iii) im-
plique pour un o > 0 fixé et ¢ € C([—h,0],R") donnée que cette solution est
continue sur [0 — h, y[ pour certains y > o et satisfait le systeme (3.2) pour
tout t € [o,7], elle est noté par x(.;0, ¢). il existe une solution unique locale

du systeme (3.2) vérifiant la condition initiale
x(s+o)=¢(s), se&[—h,0] (3.3)

e Sil'intervalle [c —h, y] est 'intervalle maximum d’existence de la solution
x(;o,¢)alors x(; 0, ¢) est dit non continuable. L'existence d'une solution non
continuable découle du lemme de Zorn et l'intervalle maximal d’existence

doit étre ouvert. [5]

3.3 Notion de la stabilité exponentielle

Définition 3.3.1 (Stabilité exponentielle locale) La solution du systeme (3.1)
estdite localement exponentiellement stable, s'il existe des nombres positifsr, K,

tel que : pour chaque o € R, et chaque ¢ € C,, la solution x(.;o,¢) de (3.2) et
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(3.1) existe sur [0 — h, 00| et satifait de plus la condition :
|x(t,0,¢)| <K e, Vixo.

Définition 3.3.2 (Stabilité exponentielle globale) Lasolution du systeme (3.1)
est dite globalement exponentiellement stable, s’il existe des nombres positifs
K, B tel que pour chaque o € R, et chaque ¢ € C, la solution x(.;o,¢) de (3.2)

et (3.1) existe sur[o — h, 00| et satisfait de plus la condition :
<00 <K o], Vizo

Quand le solution du systeme (3.1) est exponentiellement stable, globale-
ment exponentiellement stable alors, on dite aussi que le systeme (3.1) est
localement exponentiellement stable, globalement exponentiellement stable

respectivement.

3.4 Létude de la stabilité du premier systeme

Théoreme 3.4.1 [5]Soit A(t) = (a,-j( t)) , t > 0. Supposons qu'il existe

Ay = (ag(})) eR™" et Ay = (agljc.)) S R_’ZX”, k€ m+2 desorte que:

a;(1)<a?, Vr>0,ien;

ii’

(3.4)
|a,j(t)|Sa£(])), VtZO,VZ#], l,]Eﬂ
et
m+2
|F(t;u1,...,um+g)|SZAkIukI, Vt>0; Yuy,..., U, €R". (3.5)
k=1
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Si
0
m+1

M::A0+ Ak+JAm+2|B(S)| dx
k=1

satisfait une des conditions équivalentes (i)-(v) du Théoreme (2.3) alors le sys-
teme (3.2) est localement exponentiellement stable.
De plus, si la fonction F est homogene positive de degré un par rapport a

Uy, Uy, ..., Upyo, alors le systeme (3.2) est globalement exponentiellement stable.

Preuve 3.4.1 Puisque M est une matrice de Metzler, les assertions (i)-(v) du
Théoreme (2.3) sont équivalents. Nous montrons d'abord que le systeme (3.2)
est localement exponentiellement stable a condition que (iv) du Théoréeme (2.3)
soit vérifié. Soit ¢ € C unefonction donnéetsoit x(t)=: x(t;o0,Q), t e[c—h,y]
une solution non continuable de (3.2)-(3.3). Nous divisons la preuve en trois
étapes :

eFEtape 1 : Il existe 5 > 0 tel que pour tout o > 0 et tout r > 0 et tout ¢ € C,,
ona:

|x(t;0,9)||< K e P, Vieloyl], (3.6)

ouu K dépenddef3, .

D'apres (iv) du Théoreme (2.3), il existe p € R tel que :

0

A0+2Ak+fAm+2|B(s)| dx | p <0 (3.7)
k=1

—h

Par continuité, (3.7) est également vrai pour certains p =(a;,..., an)T ,
a; >0, Yien. Deplus, (3.7) implique que :

0
m+1

Ayg+A, + Z ePlA + fA,m IB(s)| dx | p < =B (aty,...,a,)" (3.8)

k=2
—h
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pour un 3 > 0 suffisamment petit. Fixons r > 0 et choisissons K >0 tel que :
|¢(t)| <LK e_/“p, pour tout t €[—h,0], et pour tout ¢ € C,.

Définissons u(t):=K e PU=%p, t €[oc— h, o0).

Soit x(t):=x(t;0,¢), t €[oc—h,7[. Alors,ona|x(t)| < u(t), Vt €[c—h,o].
Nous montrons que | x(t)| < u(t) pour tout t € [0, ¥[.

Supposons au contraire qu'il existe t, > o tel que |x(t)| £ u(ty).

Posons : t; := inf{t €lo,y[: |x(t) £ u(t)}. Par continuité, t; > o et il existe un

indice iy € n tel que :

x(Ol < u(t), Vielo,nl |x,(n)]=u,(n),
(3.9)
|, (0)| > wif(£), Vr€ln, n+el,
pour un certain ¢ > 0. Pour touti € n,ona:
L (0= sgnt(0) (1)
dt l - g 1 l
<au()lx(0l+ D Jai(0)]]|x;(0)
j:l,j#i
0
+|E t;x(t),x(t—hl(t)),---,x(t—hm(t)),J B(s)x(t +s)ds
—h(t)
pour presque tout t €[o,[. Alors (3.4) implique
d
—lx(0)] < a () + Z a) |x;(0)]
J=Lj#i
0
+|E t;x(t),x(t—hl(t)),---,x(t—hm(t)),f B(s)x(t +s)ds ||,
—h(t)
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pour presque tout t € [0, (. Il Sensuit que pour tout t € [T, ¥|

|%: (¢ + h)l =1x;(2)]

D" |x;(1)| :=limsup

h—0" h
t+h
1 [ d
=i — | =—|x(s) d
“,flfolfph J P |x;(s)| ds

<a(0)|xl 1)+ Z a |x]

J=Lj#i
0
+|E | t;x(t), x(t —hy(2)), -, x(t — h,,(1), f B(s)x(t+s)ds ||,
—h(t)

ot D7 désigne la dérivée supérieure droite de Dini.
Soit A, 42 |B(8)| :=(c;(s)), s €[—h,0]. Compte tenu de (3.5), on a pour tout

telo,r[:

DY Ix () <al Ix(l+ > alf]x;(r) +Za |x;(2)]

j=1,j7él
m+1l n n
+ZZ(]§.’;) ix]'(t—hk(t))i +Z f Cij(8)|x]'(l'+3)| ds.
k:2 j=1 le_h(t)
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En particulier, il résulte de (3.8) et (3.9) que :

(3.9)

D" |xio(t1) < 61 0) Ke —hln U)Ol,0+ Z K e Bi—o)q. +Za UKe—ﬂ(ﬁ—U)aj
J=1,j#i,
m+l n n
+ ZZ@E?}K e PlhmPelly, +ZJ c;,j Ke Pi=e™Prq ds,
k=2 j=1 j:1—h

m+1 n

= K e P10 Za A —I—Za o ; +ZZa eﬁh
k=2 j=
n
+chioje_ﬁsajds
j=1.

(3 8 _ﬂ K e_ﬁ(tl_a)a'

Iy

=D"u; (t).
Cependant, cela contredit (3.9). Par consequent
’x(t;0,¢)| <u(t)=K e_ﬁ(t_a)p, Yo>0;VpeC,; Vtelo,r|.
Par la monotonie des normes vectorielles, cela donne
|x(t;0,0)|| <K e P, Voz0;VpeC,; Vielol,

pour certains K; > 0.

e Etape2 : Nous montrons quey = o0 et donc le systeme (3.2) est localement ex-
ponentiellement stable. En cherchant une contradiction, on suppose que

y < 00. Alors il résulte de (3.6) que x(.;0,®) est borné sur [o,7[. De plus, ceci
avec (3.2) et (3.5) implique que x(.) est borné sur o, y[. Ainsi x(.) est uniformé-
ment continue sur [0, y[. Donc, lim,_,,- x(t) existe et x(.) peut étre prolongée a
une fonction continue sur|[o,y[. De plus, la fermeture de {xt telo, y[} est un

ensemble compact dans C, d’apres le théoreme d’Arzéla—Ascoli.
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Notez que {(t, X;):te [0,7/[} C [o,r]x la fermeture de{xt (te [0,)’[} . Ainsi, la
fermeture de {(t, x;):t€lo, y[} est un ensemble compact dans R, x C. Puisque
(o, x,) appartient a cet ensemble compact, on peut trouver une solution de le
systeme (3.2) passant par ce point a droite de y. Cela contredit I'’hypothese de
non-continuité sur x(.). Ainsi y doit étre égal a co.

eEtape3 : Enfin, nous montrons que le systeme (3.2) est globalement exponen-
tiellement stable a condition que F soit homogene positive de degré un par rap-
porta uy,..., Uy,s. Soit ¢ € C donné. Puisque F est homogene positive de de-

gré un par rapport a uy, ..., Uy, il Sensuit que x(.;o,¢) est la solution de

||¢>||
le systeme (3.2) vérifiant la condition initiale x(t + o) = ”¢” ¢(t), t € [—h,0].

Puisque |¢ eC,ona:

ll¢]
1
——x(t;0,9)||<K e P9, V>0,
H||¢||

oit de maniére équivalente ||x(t;0,¢)“ < K e Bli=0) H(,b“, Vi>o iciK, B sont
indépendants de ¢ et donc le systeme (3.2) est globalement exponentiellement

stable.

Exemple 3.4.1 Considérons l'équation différentielle avec des retards variant dans

le temps.

X(t)=(—2+sint)x(t)

(3.10)
+ ae—fx(t)2+b(cos«/?)zx(t—h(t))2+c(f eSx(t+s)ds)2

—h(t)

ouua,b,c >0 sont des parametres et h(.) : R, — R, est une fonction continue

donnée vérifiant 0 < h(t)< h, Y t > 0 pour un certain h > 0.
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L'équation (3.10) est de la forme (3.2) avec a(t):=—2+sint; et

F(t;ul,uz,us):\/ae—fuf+b(cos«/_)2u2+cug,Vt>0 Uy, U, U3 €ER.
De plus :

a(t) = —2+sint etona—1<sint<1

—2+1

IA

< -1 V>0

et F est homogene positif de degré un par rapport a u,, u,, us et satisfait

F(£; uy, tp uz) = 4/ ae—tu?+b(cosvVT)2u2+c u?
Vae—tu?+1/b(cosviru+4/c u?
Vae—t|uy| + vV b(cos VI)|uy| + V€ |us|
< Valul+Vblul+ v ul

IA

IA

F(t;au, au,qus) = \/ae—f(au1)2+b(cos«/?)Z(auz)ZJrc(aug)Z

= \/0{2 ae—'uf+ b(cosvt)2us + c u?)

= |a|\/ae tu?+ b(cosVt)2us+c u

= |a| F(t} U, u2; uB)

DoncF est homogene positive de degré un
F(t;auy, auy, aus)=aF(t; uy, uy, us)
Pour toutt >0etu;,v; €R, i €{l1,2,3}

IF(t; 1y, thy, tis)—F(£; vy, vy, )| < | V@ |ty | + Vb |ty + V€ |y
—va|vn|—Vbvl—vc vl
< ﬁlul—v1|+ﬁ|u2—v2|
+vclus— vy
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3
donc:|Ayg(t)| <Ay et |F(t; uy, uy, us) SZAkIukI etA;=+a ,A,=+vDb
k=1
etA;=4/c, On note:

0
3
M :AO+ZAk +f VT |B(s)| ds
k=1
—h

0
M=—1+«/E+\/E+«/?+f«/?esds
—h

par conséquent toutes les hypothéses de Théoreme (3.4) sont vérifiées. Ainsi (3.10)

est globalement exponentiellement stable si u(M) < 0
0
u(—1+\/E+\/E+1/F+f Vece'ds)<0
—h

ou équivalent de

—1+va+Vbhb+vc(l—e <0

Remarque 3.4.1 [l est important de noter que si F (t; u,, ..., U,,.,) est globale-
(m+2)fois

ment de lipschitz et continu par rapport a uy, ..., Uy, SurR, x R"” x--- x R" et
F(¢;0,...,0)=0, Y t >0, alors puis (3.5) tient automatiquement pour certains
AL eR™" kem+2.

Cas particulier

En particulier, lorsque A(.) est une fonction constante a valeur matricielle, nous

obtenons ce qui suit.

Théoreme 3.4.2 [5]Soit A(t)=A:=(a;;),V t = 0. Supposons qu'il existe

Ay = (al(.];)), k € m +2 de sorte que (3.5) soit vérifiée.
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Si
m+1
M = daiglay,, ..., a,) + |A— daiglay, ..., a,,) ZAk+ f o [B(s)| ds

satisfait une des conditions équivalentes (i)-(v) du Théoreme (2.3) alors le sys-
teme (3.2) est localement exponentiellement stable. De plus, si la fonction F est
homogene positive de degré un par rapport a u, ..., U,,», alors le systeme (3.2)

est globalement exponentiellement stable.

Preuve 3.4.2 Puisque M est une matrice de Metzler (i)-(v) du Théoreme (2.3)
sont équivalents comme la démonstration du Théoreme (3.4) il existe

p :(aly---ran)T ER_]Z, Vﬁ >0 telle que N

m
daiglaiy, ..., ay,)+ |A— daig(au,...,ann)| +Zeﬁh A
0 -
+f e P [B(s)lds | p<—Blay,...,a,)"

—h J

choissions K > 0 tel que ’¢(t) <Ke Pt te[—h,0], et pour tout ¢ € C,.,
on définit : u(t) .= Ke P'p, r € [—h,0] et soit x(t) := x(t,¢), Yt > 0. Ensuite
nous avons : |x(t)| < u(t), Vt>0,i€nona:

d

=7 10l = sgnlx; (1)) (1)

Dxi(t +Z (O)|x]

Jj=1j#i

+ |E t;x(t),x(t—hl(t)),...,x(t—hm(t)),f B(s)x(t+s)ds

—h(t)
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Donc:

|%: (¢ + h)l|x;(2)]

D" |x;(¢)| =limsup

h—0" h
t+h
1 d
:limsupﬁf —|x;(s)| ds
h—0*
|x, )|+ Z a \x]
j=1j#i

0
+ |E t;x(t),x(t—hl(t)),---,x(t—hm(t)),f B(s)x(t+s)ds ||,
h(t)

en continue les mémes étapes de la démonstration du Théoreme (3.4)

3.5 Présentation du deuxiéme systeme

On considere maintenant un systeme différentiel avec des retards de la forme::

0

()= A()x(1)+ D Ap(t)x(t— (1) +G t;f B(s)x(t+s)ds |, 3.11)

k=1
—h(t)

N

ou

i) hi(.), h(.):R.—R,, k € m sont données des fonctions telles que

0 < h(t) < hy, 0< h(t) < h, h > h, Yk € m pour certains nombres

positifs i, hy, k € m.

(i) AL)AL(L): Ry — R™" ke metB(.):[—h,0]— R"*" sont données des

fonctions continues.

(iii) G(,;.): R, x R" — R" est une fonction continue donné vérifiant

G(#;0)=0, Y t > 0 est Lipschtiz continue par rapport au second argument
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sur chaque sous-ensemble compact de R, x R".

Alors la suite est immédiate a partir du Théoreme (3.4). [5]

3.6 Létude de la stabilité du deuxiéme systéme

Théoreme 3.6.1 [5]Soit A(t)=(a;;(t)), YVt =0. Supposons qu'il existe

Ay= (al(.(]).)) ER™ " et Ay R, ke m+1 telle que

a(t)<ay Nt20; |aj(0)|<al, Ve=0Vi#j, ijen,

et

Ap(t)| <Ay, VE=0kem; |G(t;u) <A, lul, Ytr>0,YueR".

0

n
SiM=A,+ ZAk + J A1 |B(8)|ds vérifie une des conditions équivalentes
k=1

(i)-(v) du Théoréme_(2.3) alors le systeme (3.11) est localement exponentielle-
ment stable. De plus si la fonction G est homogene positive de degré un par
rapport au second argument alors le systeme (3.11) est globalement exponen-
tiellement stable.

Nous suivans les mémes étapes de la démonstration du Théoreme (3.4)
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Conclusion

Alafin de cette mémoire nous concluons que méme sila partie
linéaire des systemes différentiels a retard dépendant du temps et
on peut trouver la borne linéaire de la partie non linéaire par des
matrices positives, alors la stabilité du systeme peut étre obtenu
par la théorie (Perron-Frobenius) et le principe de comparaison,
plut6t que d’appliquer la méthode Lyapunov-Razumikhin qui
cherche des fonctions qui doivent remplir certaines conditions

pour y parvenir.
Cette méthode peut également étre généralisée a un tres grand
nombre de systemes variant dans le temps et non linéaires a re-

tard.
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