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Introduction

Généralement le cadre de ’étude des systémes microscopiques est la mécanique quantique.
Autrement dit, la dynamique de tels systémes est gouvernée par ’équation de Schrodinger
qui est I’équation fondamental de la mécanique quantique non relativiste. Elle joue en méca-
nique quantique le méme roéle fondateur que ’équation de Newton en mécanique classique ou
les équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle décrit I’évolution de 1’état d’un systéme
microscopique représenté par une fonction d’onde, solution de cette équation de Schrodinger.
Les états stationnaires des systémes quantiques sont décrits par une équation, dite équation de
Schrodinger stationnaire.

La résolution analytique de I’équation de Schriodinger est treés difficile, voire impossible pour
la plupart des problémes réels. Méme le probléme & une dimension ou le probléme & 1 corps
plongé dans un potentiel invariant par rotation, ne sont solubles que pour des formes treés
particulieres du potentiel. Du fait, des méthodes ont été développées pour résoudre 1’équation
de Schrodinger de maniére approché, comme la méthode des perturbations et les méthodes
variationnelles,. .. et d’autres pour une résolution numérique. Les méthodes numériques peuvent
étre classées selon deux types : Méthodes d’intégration numérique et Méthodes matricielles.

L’objectif de notre travail est de résoudre numériquement I’équation de Schrodinger station-
naire pour quelques systémes simples par le billet des méthodes numériques les plus connues,
a savoir : la méthode du tir (Shooting method) et la méthode Numerov qui sont des méthodes
d’intégration numérique et la méthode de Multhopp qui est de type matricielle.

Ce manuscrit s’organise selon trois chapitres : Dans le premier chapitre, nous présentons les
différentes méthodes de résolution numérique des équations différentielles ordinaires accompa-

gnées de quelques exemples illustratifs. Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques



problémes quantiques exactement solubles en donnant les solutions exactes. Nous avons examiné
en particulier : le probléme d’une particule dans une boite, ’oscillateur harmonique quantique a
1-D, loscillateur harmonique & 3-D et le potentiel Coulombien. Le troisiéme chapitre est consa-
cré a la résolution numérique de I’équation de Schrodinger stationnaire par les trois méthodes
suscitées, la méthode du tir, celle de Numerov et celle de Multhopp en 'occurrence. Nous avons

utilisé le logiciel mathcad 15 pour tous le traitement numérique.



Chapitre 1

Résolution numérique des équations

différentielles ordinaires

1.1 Définition et généralités

Les équations différentielles constituent 'un des domaines les plus importants de I’analyse
griace a leurs nombreuses applications. Elles permettent de modéliser mathématiquement plu-
sieurs phénomeénes physiques, chimiques, biologiques et méme pour étudier des problémes de
population et de métrologie...

Une équation différentielle ordinaire (ODE, ordinary differential equation)[13] est une équa-
tion reliant une fonction y d’une variable réelle z et ses dérivées successives ', 3", ..., y™ c’est

& dire de la forme

) (az,y',y”, ...,y(")) =0. (1.1)

On dira que I’équation (1.1) est d’ordre n. On ne s’intéressera pas ici aux équations différentielles
partielles et on dira simplement équation différentielle pour désigner une équation différentielle
ordinaire[11].

En général, il n’est pas toujours possible de résoudre les équations différentielles et trouver
leurs solutions analytiques. Pour tels problémes on applique des méthodes numériques pour
déterminer des solutions approchées. Nous allons présenter dans ce mémoire un apercu sur les

méthodes de résolution numérique des équations différentielles ordinaires en illustrant par des



exemples.

1.2 Problémes a valeur initiale

On consideére le probleme différentiel du 1¢" ordre a valeur initiale :

y/ - f(.’L', y) ) Yy (:UO) = Yo (1'2)

Pour approcher la solution y(z) de (1.2) sur lintervalle a < z < b, on choisit N + 1 points
distincts, zg, 1, ..., 2N, tels que a = zg < 21 < 22 << xxy = b, et 'on construit les valeurs
approchées y, ~ y(x,) en z,, n=0,1,...,N.

Il est important de savoir si une petite perturbation de (1.2) va produire une grande variation
de la solution. Si tel est le cas, il est trés peu probable qu’on puisse trouver une bonne approxi-
mation de la solution de (1.2). Les erreurs d’arrondi dans le calcul de f(zx,y) et 'évaluation des
conditions initiales sont des perturbations de (1.2).

Définition

Le probléme (1.2) est bien posé au sens d’Hadamard s’il admet une et une seule solution et
qu’une petite perturbation du probléme ne produit qu'un petit changement de la solution.

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour avoir un probléme bien posé.

Théoréme Soit

D={(z,y):a<z<bet—oo<y<+oo}

Si f(x,y) est continue en D et lipschitzienne par rapport a y :

| f1(z,91) = fo(z,y2)] < L| y1 — y2l (1.3)

Pour tout (x,y1) et (z,y2) en D, ou L est la constante de Lipschitz, alors le probléme & valeur
initiale (1.2) est bien posé.

On supposera toujours que les conditions du théoréme précédent sont valides et que le
probléme (1.2) est bien posé. De plus on supposera que f(z,y) admet des dérivées partielles
d’ordre arbitraire.

On emploiera la notation suivante pour les méthodes numériques pour résoudre(1.2)

10



h > 0 est le pas d’intégration.

T, = xg + nh est le n-iéme noeud.

y(x,) est la solution exacte en x,.

Yn est la solution numérique en x,,.
e fn= f(xn,yn) est la valeur numérique de f(x,y) en (Tn, Yn)-

Une fonction g(x) est d’ordre p quand = — xg, noté g € O(] © — zg |P),
si

lg(x)| < M |x — xo|P, M = cte

pour tout x prés de xg.

1.3 Meéthodes explicites a un pas

On commence par la méthode explicite[14] la plus simple : la méthode d’Euler.

1.3.1 Meéthode d’Euler

En mathématiques, la méthode d’Euler, du mathématicien Leonhard Euler, est une procé-
dure numérique pour résoudre par approximation des équations différentielles du premier ordre
avec une condition initiale. C’est la plus ancienne et la plus simple des méthodes de résolution
numérique des équations différentielles.

Pour approcher la solution y(x) de (1.2) sur lintervalle a < = < b, On commence par
subdiviser l'intervalle [zo, zx] en N sous intervalles de méme longueur

TN — 20

h:
N

que l'on appelle le pas. Notons par z, (n =0,1,2,..., N) les points de subdivision. Nous avons

donc N + 1 points distincts, xg, 1, ..., Ty, tels que
Ty = To + nh pour n=0,1,2,.... N

aveca =29, TN =bet h =xp11 — Tp.

11



La méthode d’Euler est basée sur la série de Taylor. Le développement de la série de Taylor

de y(zp+1) jusqu’a l'ordre m au voisinage du point x,, s’écrit :

y// (mn)
2

y(m) (Zm)

(.fl?n+1 — $n)2++ m)

Y ('rn-i-l) =Y ('rn)+y/ (mn) («'I:n—i-l - wn)"i‘ ($n+1 — xn)m—i- .

Si on arréte la série de Taylor a 'ordre m on obtient : (La série de Taylor est généralement
une série infinie)

y" (zn) (m) (Tm)
|

Y (@at1) =y (@) + ¥ (@a) h+ 0 4 Y B+ O(hm )

ot O(h™*1) est I'erreur. On montre par le théoréme de Taylor, qu’il existe une valeur &, de z

comprise entre z, et x,41 tel que :

om+1)
o) = £ (f)?)h’nﬂ

Donc

y" (£n)

B (Tnt1 — xn)z -

Y (Tny1) =y (zn) + ¥ (@n) (Tni1 — 20) +

La méthode d’Euler correspond & m = 1, c’est-a-dire, qu’on arréte le développement de

Taylor jusqu’a l'ordre 1 :

Y (E), 2

Y (Tnt1) =y (@) + f(@n, y(zn))h + 9

On obtient :

y(zo) = o (1.4)

Y(@nt1) = y(@n) + hf(Tn,yn)

Si 'on omet le terme 3" (£,,) h?/2 correspondent & I'erreur de la méthode.

TN — X

Prendre h tel que h = soit un nombre réale.

C’est approximation d’Euler d’ordre 1, en répétant le procédé on génére une

12



séquence de points Y1, Y2, Y3, .oveve Yn—1,Yn approximant y, = y (z,), en général :

Tp =x0+1th,i=0,1,2,....... N -1

Ynt1 = Yn + hf(xo + nh,yn)

Compute
Fo=f (Xn,Y (Xn))

‘ Xt ® Xoe ’

Y 1=y oth f(Xn,Y (Xn)

Output

Xn,Yn

<

xn® b

Figure 1 : Organigramme de la méthode d’Euler

L’application de la formule(1.5) pour calculer les y(x,) est connue comme méthode d’Euler.
On remarque que I'erreur commise a chaque étape est de I'ordre de O(h?). 1l est clair qu’on
peut augmenter la précision de cette méthode en diminuant la taille du pas h, mais un h petit
implique qu’on doit évaluer la fonction un grand nombre de fois ce qui est coliteux en temps
d’exécution et exige un grand nombre d’évaluations de la fonction ce qui peut provoquer un

cumul des erreurs numériques commises par la machine.

13



1.3.2 Meéthode d’Euler améliorée

La méthode d’Euler améliorée emploie la moyenne des pentes aux deux bouts du pas. On

exprime la méthode sous forme de prédicteur et correcteur :

y(xo) = wo (1.6)
yrr = U+ hf(@n,yS)
1
erL’—l-l = ¥+ §h [ F(@n,yS) + f($n+1ayrlf+1)]

Input
a,b,Xo,yo,n,N

SetTh 1

R\ 12

Compute
fi=f (Xn,y (Xn))
Y= Yot F(Xn,y%n)
¥

N
Xnth ® Xne1
Yonea= Yot (U2)N[f(Xn,Y%) + F(Xne1,yPne1)]

Figure 2 :Organigramme de la méthode d’Euler améliorée

Notons que cette méthode est d’ordre 2.

14



1.3.3 Meéthodes de Runge—Kutta explicites

Les méthodes de Runge-Kutta sont a un pas mais elles sont & plusieurs étages.

Méthode d’Euler explicite et implicite

Euler explicite
Tn+1

L’intégrale / f (z,y (x)) dzx peut s’approcher par la méthode du rectangle a gauche (Figure

03) : o
/ f (@, (2)) dz = Bf (0, yo)
D’ou :
y(ro) = %o

Yn+l = Yn T hf(xna yn)

approximation

v
H

Xn Xn+1

Figure 3 -Euler explicite

15



Euler implicite
Tn+1

On aurait également pu approcher I'intégrale / f (z,y (z)) dz par la méthode du rectangle

a droite (Figure 04) :

Tn+1
/ [,y (x)de = hf (Tpi1, Yna1)
D’ou :
y(zo) = wo
Ynt+l = Yn -+ hf(xn—i-lv yn—i—l)
A
f(x,y(x)

-

approximation

v
E

Xn Xn+1

Figure 4 -Euler implicite

Méthodes de Runge—Kutta d’ordre 2

Méthode du Trapéze

On voit immédiatement que l'on peut améliorer Iestimation de l'intégrale en calculant

16



laire du trapeéze[5](Figure 05) au lieu de celui d’un rectangle. La méthode du trapéze consiste

en 'approximation suivante :

b

[r@de="3 11 )+ 1 )

a

Tn41

appliquée a l'intégrale / f(z,y(z))dx .Cela donne :

[ F@y@)do= 3 (f @y (o) + f oy (i)

Donc par Trapéze, I'intégrale devient :

P @y @) + F (g1, @)

Yn+1 = Yn + 9

fxy(x)

v
B

Xn Xn+1

Figure 5 -Méthode de Trapéze

17
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En utilisant la méthode d’Euler explicite : y (zn4+1) =y () + hf(zn, yn)

alors :
s = v+ 5 1 (2 (o) + F s+ 1 ()] (1.10)
On pose :
kl = f (xmy (xn)) et k? = f (Inay (xn-‘rl))
Donc :

k2 = f (xnvy'n + hkl)

D’ou la relation RK2 :
h
Ynt+l = Yn + 5 [k‘l + k’z] (111)

Input
a,b,Xo,yo,n,N

SetTTn1

7

Compute
Ki=f(Xn,y(Xn))
Ka=f (Xns1,yn+hks)

y

‘ Xt ® Xoes ’

Y n1=y wH(U2)h[Kytko]

Output

Xn,Yn

Ot

Figure 6 : Organigramme de la méthode Runge-Kutta d’ordre2

18



Méthodes de Runge—Kutta d’ordre 4

Au lieu d’utiliser la méthode du trapéze. On utilise la méthode de Simpson|[5] qui consiste
a remplacer la fonction intégrée par une parabole passant par les points extrémes et le point

milieu (Figure 07)

f(x.y(x)

f((a+b)/2)

— a (a+h)/2 E

Figure 7 : Méthode de Simpson

/f(x)dx:b_a[f(b)+4f<b+a>+f(a)} (1.12)

19



Tn+1

Appliquée a l'intégrale / f(z,y(x))dx .Cela donne :

] PGy @) dr = [F Gy @) +4F (ray1,9 (7043)) +F @neny @nn))] - (113
D’ou la relation :
pir = vt [F @y @) 445 (20w (000) ) 4 F @neny o)) (114)

Ici, une difficulté apparait car I’équation présente deux inconnues : y <mn 41 >et Y (Tpt1)
2

Donc il faut estimer 4 f (a:nJrl, (mn+;>> et f(xnt1,y (xnt1)) & partir de yy,, x, et h.
2 2

On commence par le terme 4f (z,, 1,y (wn n ;)) . On le décompose en deux termes iden-
2 2

tiques

4 (2rgv (2ny)) = 2 <xn+;vy (Mé)) * (1.15)
—_——
(a) (1.16)
—_——
(b)
yfﬁg 1= Yn T %f (Tn,yn) : Euler explicite
2
y,(LbJ)r% = Yn + %f(xn+%,yn+%) : Euler implicite

Donc on obtient :

b h h
ny)_% = Yn+ §f(xn+%7yn + §f<$myn)) (1.18)

(a)
ym_%

20



D’ou :

h h
Yn+1 = Yn+ [ [ (Tn,yn) +2f <$n+§7yn + Qf(xmyn)> +

6

2f (‘Tn—i-éa Yn + gf(xna yn)) + f (@11, ¥ (Tnt1))]

D’ou la relation :

h
Ynt1l = Yn + 5 (k1 4 2k2 4 2k3 + f (1, ¥ (Tng1))]

Telque :
ki = hf(2n, yn)
ko = f (zn+ 2, yn + Lk1)
ks =hf (vn + & yn + Lko)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

Quant au terme f (zp4+1,Yy (Tnt1)),0n 'approche en estimant y,,+1 par la méthode du point

milieu, c’est-a-dire en appliquant la méthode du rectangle au milieu :

Yn+l = Yn+ hf(xn_;.%a yn.;_%)

b
= Ynt hf(xn.;_%a yi_,)_%)

Donc :

h h
Ynt+1 = Yn + hf(xn-s-%?yn + §f(xn+%v Yn + §f(xna Yn))

Finalement on obtient la relation explicite de RUNGE-KUTTA d’ordre 4 :

h
Yn+l = Yn + g(kl + 2ko + 2k3 + k4)

21
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avec

1
/ (ﬁn + %ayn + %kl)
ks=f (:z:n + %,yn + %/m)
(

\

Input
a,b,Xo,yo,n,N

Setn'1

a® X

Yo® Yn

N

Compute
ki=f(Xn,y(Xn))
k2=f(xn*+(W/2),yn+(V2)k1)
ks=f(xn*+(h/2),yn+(h/2)k2)
ka=f(xn*+h,yn+hks)

y

Xnth ® Xne1
Y 1=y nH(1/6)h[Ka+2Ko+2Ks+ky]

QOutput

Xn,Yn

Ot

Figure 8 : Organigramme de la méthode Runge-Kutta d’ordre)

1.4 Exemples numériques

(1.25)

On se propose dans cette section d’appliquer les méthodes suscitées pour résoudre numéri-

quement quelques équations différentielles.

Exemple 1 : Résoudre numériquement sur U'intervalle [0, 2], par le biais des méthodes d’
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Euler, d’Euler améliorée, et de Runge-Kutta d’ordre 2 et 4, I’équation différentielle du premier

ordre suivante :

y'(x) = aj—2y(x) (1.26)

La solution exacte de I'équation différentielle(1.26) est : y (z) = 3”2 + 2 — 2.

Euler(f ,a,b,N,y0) := T @
yo_' yo
(b-3a
N
for i1 0.N

- X+
Xe1 7 X *Th

h -

Yigp ™ Yt A X.'yi)
R = augment(x,y)
R

Figure 9 : Algorithme d’Euler (avec mathcad)

EulerA(f ,a,b,N,y0) := T a
yo_' yo
RNCER:)
N
for i1 0.N

o X+
Xep 7 XN

h
Vg = v+ Xi’yi)
e +h>f‘:°§+D 1 0
Yit1 Yi al 2’y i+lg
R - augment(x,y)
R

Figure 10 : Algorithme d’Euler améliorée (avec mathcad)
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RKZf ,a,b,N,y0) := X @
yo_' yO

N

for iT 0..N
kl—- f Xi’yi)

k2—. f xi,yi+ hkl)

Yier 7 Vi * g%(kl * kz)

x|+1—| x|+h

R - augment(x,y)
R

Figure 11 : Algorithme de Runge-Kutta d’ordre 2 (avec mathcad)

RK4(f ,a,b,N,y0) := X @
y0—| yo
(b-3a
N
for i1 0.N

Ky~ f ’ﬁ'yi)

h =

kz—- fgc+§9>hy+9§9>h>khj-

e' e2g ' eéz2g

k3—- fgc+ié9>hy+9’§9>h*9
e' e2g ' é2g

K - f x|+h,yi+h>k3)

4
a0
Y+ a—sg(kl+ 2k, + 2k, + k4)

- x|+h

Yier 7

X1

R - augment(x,y)
R

Figure 12 : Algorithme de Runge-Kutta d’ordre 4 (avec mathcad)

La Figure (13) montre les solutions numériques obtenues avec les différentes
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méthodes. Le pas h = 0.2 .

1 T — SOLUTION EX
A A EULER
— - EULER-A
<& RK4
"o 05 1 15 2

figurel3 : Une comparaison entre la solution exacte et la solution numérique pour EDO d’ordre 1

Exemple 2 : Toute équation différentielle d’ordre p peut étre ramenée & un systémes
de n équations du premier ordre. Nous allons illustrer ceci par un exemple. Soit I’équation

différentielle du second ordre suivante sur l'intervalle [0, 5] :

v (@) = 3 (@) ~y(e) +3 (1.27)

Posons :

Il vient :

2 (z) = gzg () —z1(x) +3

La solution exacte de I’équation différentielle(1.27) :
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y(r) =2*+1

La figure 6 montre les solutions numériques obtenues avec les différentes

méthodes. La valeur du pas est fixée a 0.2.

S

++ RK4
aas EULER
0 0 EULER-A

m m RK2

= SOLOUTIN EXA

4

figurel4 : comparaison entre la solution exacte et la solution numérique
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Chapitre 2

Quelques problémes quantiques

exactement solubles

Notre objectif dans les sections suivantes est de calculer analytiquement les valeurs propres
et les fonctions propres de I’hamiltonien pour quelques problémes exactement solubles : il s’agit
de quelques problémes simples & une dimension, & savoir, une particule dans une boite et 1’os-
cillateur harmonique. Nous avons également considéré le probléme de 1’oscillateur harmonique

tridimensionnel et celui du potentiel coulombien.
2.1 L’équation de Schréodinger indépendante du temps

2.1.1 Introduction

L’équation de Schrodinger[15] est I’équation fondamental de la mécanique quantique non
relativiste. Elle joue en mécanique quantique le méme role fondateur que ’équation de Newton
en mécanique classique ou les équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle décrit I’évolution

temporelle et spatiale de I’état d’un objet quantique représenté par une fonction d’onde.

2.1.2 Construction de I’équation de Schrédinger

Le physicien autrichien Erwin Schrodinger utilisa les résultats de De Broglie pour établir
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une équation régissant ’évolution spatiale et temporelle de la fonction d’onde ¥(7,¢) d'un
systéme physique. Pour obtenir I’équation de Schrédinger prenons la formule de 'onde plane

de De Broglie :
U(F, 1) = WoelFr—wt) (2.1)

Dans la suite il sera plus intéressant de considérer la pulsation w et le nombre d’onde k ,qui

d’aprés les postulats ci-dessus, sont liés a la particule classique par :

E = hw (2.2)
5 = hk
Alors : .
7
—(pr—FEt
W t) = woen (2.3)

En dérivant la fonction d’onde par rapport au temps, on trouve :

0 ) i i
Tw(r) = 2 pEr-Bt) _ _° »
8t\II(T,t) hE\Iloef hE‘Il(r,t) (2.4)
, L0
EVY(r,t) = ma\lf(r,t) (2.5)
Alors :
L0
E=ihz (2.6)

E : Uopérateur d’énergie.
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De méme, le gradient de cette fonction d’onde :

VU(rt) = %ﬁ\l}(ﬁt) (2.7)
pU(F 1) = —ihVU(F t)
Donc :
= —ihV (2.8)

p : L’opérateur d’impulsion.
Pour une particule libre, d’aprés la mécanique classique, 1’énergie mécanique est donné

par :
P2

¢ 2m

(2.9)

Cette quantité apparait dans la formulation hamiltonienne pour une particule libre V' (r) = 0
de la mécanique classique.
En appliquant le principe de correspondance entre les valeurs classiques et quantiques, pour

I’énergie, on obtient :

p? 0
— (7, t) = ih— V(7 2.1
o, V(7 t) = tho, W(T t) (2.10)
Et pour I'impulsion : p' = —ihV
P2 . 1 . = 2 . h2 H2 —

Donc I'équation de Schrédinger devient :

- himf(* B = in 2w (2.12)
om T, =1 at T, .

29



Ou :V2 = A est le laplacien.

L’opérateur hamiltonien du systéme pour une particule libre est :

H=-_—A (2.13)

2m

En utilisant cet opérateur, pour simplifier I'écriture de I’équation de Schrodinger on ob-

tient :

HYU(F t) = BVY(F, ) (2.14)

Lorsque la particule est plongée dans un potentiel scalaire indépendant du temps (par
exemple potentiel d’un oscillateur harmonique) d’aprés la mécanique classique, ’énergie

totale du systéme s’écrit comme suit :

E= —+V(r) (2.15)

Avec cette nouvelle valeur de I’énergie et a partir de I’équation (2.6) , I’équation (2.10)

devient :

[_ ;—mA + vm] (7 1) = ihgt\I/(F, t) (2.16)

L’énergie totale n’est que 'opérateur hamiltonien du systéeme :

H=— —A+V(r) (2.17)

En utilisant cet opérateur, on peut simplifier I'écriture de 1’équation de Schrodinger :

HU(7 t) = mgt\p(f, t) (2.18)
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2.1.3 Solution de I’équation de Schrédinger
Introduction

Depuis la publication du travail de Schrédinger, les physiciens théoricien se sont penchés
a développer des méthodes mathématiques pour résoudre 1’équation de Schrodinger de fagon
analytique ou numérique, & partir de cette solution. La solution ainsi obtenue est dite la fonction
d’onde. Elle permet d’identifier le systéme quantique étudié.

En mécanique classique, ’état d’un systéme est donné par la résolution des équations du
mouvement du systéme, par contre, en mécanique quantique, I’état du systéme est déterminé

par la résolution de ’équation de Schrodinger.

La fonction d’onde

Les solutions de I’équation de Schriédinger d’un systéme quantique sont appelées les fonctions
d’onde, elles peuvent étre considérées comme un postulat quantique qui décrit ’état quantique
d’une particule et contient toutes les informations qu’on veut connaitre du systéme.

La fonction d’onde ¥(x.t) doit satisfaire les conditions suivant :

- Elle doit étre continue a x .

- La derlveeadmt étre continue, ces contraints sont appliquées sous condition de la limite sur

les solutions.

- Elle doit étre de carrés sommables

/\I/*\I/d?’r = / |U|2d3r # oo (2.19)

|W (7, t)|? est la densité de probabilité de présence de la particule dans le volume élémentaire
d3r.
Si
/|\IJ(F, t)[2d3r = 1.

On dit que ¥(7,t) est normalisée .

31



Comme on a vu que ’équation de Schrodinger est une équation aux dérivées partielles du
premier ordre par rapport au temps et de deuxiéme ordre par rapport aux coordonnées

spatiales, c’est une équation difficile & résoudre pour la plupart des systémes quantiques.

L’équation de Schrédinger stationnaire :

Si 'Hamiltonien du systéme physique ne dépend pas explicitement du temps, I’énergie
totale est conservée, donc 1’équation de Schrodinger admit des solutions particuliéres sous
forme :

V() =e B o) (2.20)

La partie spatiale ¢(7) de la fonction d’onde satisfait 1’équation de Schrédinger station-

naire :
2 o

— SV V)| () = Bl (2:21)

Ou V représente I'opérateur nabla défini en coordonnées cartésiennes par ’expression :

- d- 0- 0 -

L’équation de Schrédinger stationnaire 4 une dimension :

Dans ce cas le potentiel dépend d’une seule dimension, et I’équation de Schrodinger s’écrit

comme suit :

{_ hiA + v(x)} U(z,t) = ihgt\lf(w,t) (2.22)

2m

En séparant les variables spatiale et temporelle :

U(x,t) = p(z)x(t)
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En substituant dans I’équation de Schrodinger, on obtient :

2 92
nP00) = - T8 4 v@e@ie (2.23)

En multipliant les deux membres de I’équation (2.23) par ¢ ~!(x)x~1(¢) on obtient :

ihody(t) R 1 9%p(x)

x(@t) dt — 2mp(z) 022

+ V() (2.24)

Comme le membre de gauche de I’équation ne dépend que de t et que le membre de droite
ne dépend que de z, il ne pourra y avoir des solutions que si ces deux membres sont constants
et

égaux . Cette constante a la dimension d’une énergie appelons la . Alors :

thdy
it 2.25
T (2.25)
Et par conséquent :
i1E
——t
x(t)=Ae h (2.26)
Tandis que :
n* Pp(x)
— 2D b o@)ele) = Bela) (227)
Qu’on appelle " I’équation de Schroédinger stationnaire (indépendante du temps) "
La fonction d’onde s’écrit donc sous la forme :
1B .
U(z,t)=Ae NI o) (2.28)
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©(x) : est appelée solution stationnaire de ’équation de schrodinger :

d? 2m
T0(@) + 5y [E = V(@) p(x) = 0 (2.29)

2.2 Problémes a une dimension

2.2.1 Particule dans une boite & une dimension
Considérons une particule quantique[15] de masse m plongée dans un puits de potentiel
infini représenté par le potentiel V(z), comme illustré sur la figure 15, tel que

V(z)=0 pour  x € [0, L] (2.30)

V(z) =00 pour aUtre
Cela signifie que ’objet quantique est limité & une certaine région entre x = 0 et x = L ot il
se déplace librement mais ne peut jamais quitter. C’est la seule région physiquement autorisée
pour une particule (particule dans une boite & une dimension). Ainsi, mathématiquement, nous
avons
U(z) =0 pour z ¢ [0, L] (2.31)

V=== V=uw
A A

| V=0 _
0 L X

figure 15 : Puits d’énergie potentielle infinie

De plus, pour que la fonction d’onde soit continue, nous devons exiger qu’elle disparaisse

aux frontiéres

U(0) = U(L) = 0 (2.32)



La seule région ou les particules sont autorisées est a I'intérieur du puits, ou elles se comportent
comme des particules libres, c’est-a-dire qu’ils ne sont pas exposés a un potentiel. Par consé-
quent, nous devons résoudre I’équation de Schrédinger stationnaire (indépendante du temps)

avec les conditions aux limites de I’équation (2.32)

—h2 d2
——U(x) =FV¥ 2.33
() = BU(), (233)
avec I’abréviation
2mE 2mE
k2= k= 2.34
h2 "’ h (2:34)
L’équation de Schrodinger stationnaire prend la forme suivante
d? 9
Cette équation différentielle admet une solution générale de forme sinusoidale :
U(z) = Asin(kz) + B cos(kz). (2.36)

Ici, A et B sont des constantes qui restent & déterminer par les conditions aux limites. Com-

mencons par la limite en x =0 (¥(0) =0) :

U(0) = Asin(0) + Bcos(0) =0= B =0. (2.37)
=0

L’exploitation de la deuxiéme condition a la limite en x = L (¥(L) = 0), conduit a des

valeurs discrétes de k&

nm

V(L) =Asin(kL) =0=kL =nr =k = T (2.38)

Oun=1,2,3,... peut étre n’'importe quel nombre naturel.
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Insérant notre résultat dans ’équation (2.34) et la résoudre par rapport a E :

2,.2%2
E, — %:Thz Cn=1,2,3,.. (2.39)

Nous voyons que ’énergie est quantifiée.
Pour déterminer A, rappelons-nous que la probabilité totale de trouver la particule & I'in-
térieur de la boite est de 1, ce qui signifie qu’il n’y a aucune probabilité qu’elle se trouve a

I'extérieur de la boite. La normalisation de la fonction d’onde,

L
/ ‘(\1’ (x))2( de =1, (2.40)
0

permet de déterminer la valeur de A :

L
A2/
0

En évaluant cette intégrale, nous pouvons déterminer notre constante de normalisation A

/2
A=+
L?
1 1 1

ol nous avons utilisé le résultat bien connu de lintégrale [ sin? xdx = 5T — 77T — 7 8in 2.

sin? ’dw =1. (2.41)

avec le résultat :

Ce qui se traduit par la fonction d’onde normalisée pour une particule dans une boite a 1

U (z) = \/Esin (%x) . (2.42)

Dans le tableau 1 suivant, nous donnons la fonction d’onde pour les trois premiers niveaux,

dimension :
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ainsi que I’énergie correspondante pour chaque niveau

[2 . m2h2
1 \Ill (.’I}) = Z S11 (f.’lﬂ') El = W

12 . 272 h?
2| Uy (x) = 7 sin (—2533) Ey = oy
/2 9r2h?

tableau 1 :La fonction d’onde pour les trois premiers niveauz,ainsi que l’énergie correspondante pour chaque niveau

La figure 16 suivante montre la variation de la fonction d’onde ¥ en fonction de la position

b
0]

- v2

- 100

Figure 16 : La variation de la fonction d’onde ¥ en fonction de la position x dans la boite dépend de n
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2.2.2 L’oscillateur harmonique quantique 1-D

Nous allons maintenant considérer le cas de l'oscillateur harmonique unidimensionnel[15]

dont 'hamiltonien classique est de la forme

2
1
H=2 4 Sha’ . (2.43)

:2m

2

La constante de couplage k peut s’écrire k = mw® avec w est la pulsation de ’oscillateur.

L’équation de Schrodinger indépendante du temps est :

o2m  dz?

+ %ka\Il(x) = E¥(x) (2.44)

qui peut étre réorganisé pour donner :

d?*WU(z) 2mE

e o U(a) - M k2 W(z) =0 . (2.45)

h2

Afin de résoudre cette équation différentielle, nous suivrons une procédure qui est une ap-
proche systématique de la résolution de ce type d’équations. Etant donné que z varie de —co
a +o0o, les solutions doivent disparaitre & & oo pour que les fonctions ’onde seront de carrées
sommables.

La premiére étape consiste & déterminer le comportement asymptotique a I’infini. Examinons
léquation (2.45). Pour de grandes valeurs de z, le deuxiéme terme du membre de gauche de
Péq. (2.45) est négligeable devant le troisiéme terme. Par conséquent, I’équation de Schrédinger
dans cette région est bien approximée par :

d>U(z m
d:Jc(2 ) _ ﬁkx2\11(m) =0. (2.46)

Notons que la dérivée seconde de la fonction d’onde doit entrainer une constante fois 22 fois
la fonction d’origine. Cela suggeére que la fonction d’onde doit étre une exponentielle d’une

puissance de x. Nous choisirons ensuite la fonction d’essai :
U (z) =e " (2.47)
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Les dérivées de cette fonction sont :

dq;;x) e lee (2.48)
et
2
T~ (~aB (8- 1)a7 4?2200 o 249

On peut négliger le premier terme de la dérivée seconde car on ne s’intéresse qu’a grand x. Nous

allons donc utiliser :
d?V(z)

~1) —azh
122 ~ o?32?P Ve . (2.50)

En substituant cette expression de la dérivé seconde dans (2.46) on trouve :

a2y 2B-D) o _ %kae*axﬁ =0. (2.51)

Pour que I’ équation(2.51) soit satisfaite quelque soit x, les puissances de x doivent étre les

mémes dans les deux termes. Cela implique que :

26-2=2=0(=2, (2.52)
et de méme pour les coefficients
m
a252 = ﬁk

En substituant & $ sa valeur 5 = 2 on trouve :

e
2n

o =

(2.53)

Nous avons maintenant déterminé que pour de grandes valeurs de z, la fonction d’onde se

comporte comie une gaussienne :

mw .2

U(x) e 2an® . (2.54)

Il est commode d’exprimer I’équation différentielle en termes de quantités sans dimension.

Puisque 'argument de I’exponentielle dans (2.54) doit étre sans dimension, nous pouvons définir
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la variable sans dimension y :
y = %x . (2.55)

Le changement de la variable z & y dans (2.45) donne :

mw d?¥(y)  2mE mw o
me U(y) — D22(y) = 9.
n rr V() U(y) =0 (2.56)
Ou encore
d>V(y) 2F 5
e + %\If(y) —y*U(y)=0. (2.57)

Si nous définissons maintenant la variable sans dimension :

€= — (2.58)

Péquation (2.57) devient :
d*T(y)
dy?

+eU(y) —4y*P(y) =0 . (2.59)

Pour résoudre cette équation, commencons par trouver le comportement asymptotique de ses

solutions. Si |y| > 1, équation devient % = 42¥(y), donc une solution de %@S‘y) = +yU(y)

est un bon candidat. En effet, une telle solution satisfait :

2
d ;;y) = id(yi!(y)) =+ (ydq;;y) + \I’(y)> = (£ 1) U(y) >~y ¥(y).

.2
+%5 et on ne retient que la solution Uo(y) = e T pour

Ces solutions sont données par ¥(y) =e
des questions de normabilité.

Posons :

V(y)=fly)e ¥ . (2.60)

(2.61)
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et
d*V(y)

op =W =2 e - f e i @) e (262)

Reportons maintenant (2.60) et (2.62) dans (2.59) on obtient :

2

Py e —2f "y ye 2 = Fy)e 2 P () e ef () e 2 =P f (y) e =0

(2.63)
qui se réduit & une équation différentielle pour la fonction f de la variable y :
F W) =2 W+ (-1f (y)=0. (2.64)
La derniére étape consiste a chercher une solution de (2.64) en série de puissances :
+00 ‘
Fly)=> ay (2.65)
i=0
Les dérivées de cette série sont
Fry) =) day™ = day " (2.66)
i=0 i=1
Et
Fray=>il—ay =) ili—1)ay >. (2.67)
i=1 i=2
La substitution de (2.65), (2.66) et (2.67) dans (2.64) donne :
D i(i—1)ay' 2 =2 day' +(e—1)) ay' =0. (2.68)
i=2 i=1 i=0

On cherche maintenant & écrire le membre de gauche de I’équation (2.68) sous forme d’une
seule somme. Pour cela on change I'indice de sommation 7 — ¢ 4+ 2 dans la premiére série et en

modifiant la limite inférieure de la somme en question. Alors :

+o00 +o00 400
Z (i 4+2) (i + 1) airoy’ — 2 Ziaiyi +(e—1) Zaiyi =0. (2.69)
=0 i=0 =0
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Cela peut étre réécrit comme :

+o0o
S li+2) (i+1) a2 — (2i—e+1)a]y' =0. (2.70)
=0

Pour que cette série soit nulle quelque soit 4*, tous les coefficient de 3 doivent s’annuler :
(i4+2)(i+1)ajeo—(2i—€e+1)a; =0 (2.71)

ou encore
Qiyy = ua : (2.72)
(t+2)(i+1)
Il s’agit d’une relation de récursivité pour générer les coeflicients de la série de puissance.
Comme cette relation de récurrence relie i+2 a 4, ag et a; peuvent étre choisis indépendamment.
Si nous choisissons a1 = 0 et ag pour étre fini, alors la série n’aura que des puissances paires
de y. Si ag = 0 et aj est fini, alors la série ne contient que des puissances impaires de y. Du fait
que le potentiel de 'oscillateur est pair en z, nous nous attendons & ce que les solutions soient
paires ou impaires. Les deux situations ci-dessus généreront des solutions de parité définie, selon
les besoins.

Notons que la relation (2.72) permet d’évaluer le rapport entre les coefficients de deux termes

successifs de la série (2.65) :
Giy2 2t—e+1
a; (i+2)(@+1)°

(2.73)

Rappelons que la série (2.65) est supposée infinie et examinons les termes a grande puissance

(i > 1). La relation (2.73) se réduit a

Aj4-2
a;

~

<N

pour (i>1).

Si on considére le développement de Taylor de la fonction exp(y?) :

1 . 1 ,
= 2n42 -1 B ) 142
G Ay YL Yo DL

1
e =1+ +
n.
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avec

1 1
= t a1 = e
YT VP

Ici ¢ = 2n est un nombre pair. Le rapport a;;2/a; est

Ai+2 o TL/Q'

a; (n/2+ 1)V

qui se réduit pour les grandes valeurs de 7 &

Ai42

2 .
~ — pour (i>1).
073 2

On constate donc que pour les grandes valeurs des puissances de la série (2.65), se comporte

comine

f () ~ exp(y?)

se qui conduit & une fonction d’onde (2.60) :
U(y) = f(y) e 2V Ve el = 3V (2.74)

qui n’est pas de carrés sommables et donc non normalisable.

Pour contourner ce probléme on doit obliger la série (2.65) d’étre finie. Cela signifie que
seules les solutions en série limitée sont physiquement acceptables (la série sera tronquée a un
nombre fini de termes). Supposons que la série (2.65) est limitée a 'ordre n alors les coefficients

d’ordre supérieurs doivent s’annuler :
Ap42 = Qptqg = ... = 0.
En utilisant la relation de récurrence (2.73) on trouve :
2n—e+1=0 (2.75)

ou

e=2n+1. (2.76)
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En utilisant (2.58), cela donne :

2K
—=2n+1=FE=2n+1)

o w. (2.77)

N | ¢

On obtient finalement 1’expression des énergies permise (ou spectre d’énergie) pour l'oscil-

lateur harmonique a une dimension
1
E, =hw (n + 2> (2.78)

1
oun =0,1,2,.... Cela differe du spectre de l'oscillateur quantifié Bohr en ayant n + 3 plutot
que n.

Les solutions pour f(y) sont maintenant des polynémes d’ordre n. Si nous faisons le choix
(2.79)

pour n pair et

(2.80)

pour n impair, alors f,(y) = Hy(y) ou Hy,(y) sont les polynémes d’Hermite. Les premiers

polynémes d’Hermite présentés dans le tableau 2 :

n Hn(y)

0 Hy(z) =1

1 Hi(z) =2z

2 Ho(z) = 42% — 2

3 H3(x) = 823 — 12z

4 Hy(x) = 162* — 4822 + 12

5 Hs(x) = 322° — 16023 + 120z

6 | He(x) = 6425 — 4802 4 72022 — 120.

Tableaw 2 : Les premiers polynomes d’Hermite

Notons que ces polynémes peuvent étre construits en utilisant la relation de récurrence :
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Hp1(z) =22H,(x) — 2nH,_1(z) (2.81)
Les dérivés premiéres des polynémes Hermite sont données par :
H!(z) = 2nH,_1(z). (2.82)
La relation d’orthogonalité pour les polynomes Hermite est :
+00 2
/ dre™™ Hp(2)Hy,(z) = 2" V70! 6mn (2.83)
—0o0

Nous pouvons maintenant écrire les fonctions propres de ’oscillateur harmonique unidimen-

sionnel comme :
U, () = Ny H( %x)e*%%ﬁ (2.84)

La constante de normalisation N,,' peut étre déterminée, en imposant la condition de nor-

malisation :
“+00
/ O, (@)Pdr = 1 (2.85)
+0o0 mw mw .2
= Ng/ H( Twle e (2.86)
2 h e 2 —y?
= Noy/— Hy(y)e ™ dy (2.87)
mw J_
[ h
= N2/ —2"/mn! = 1.
mw
alors :
mwys 1 2.88
v () |
hm 2nn! ( )

Les fonctions propres normalisées sont alors données par :

Lnous avons : y = \/?x =dy = \/?dx = dr = %dy
alors :

[ B2 (M) T e = ([ [T H2 (y)e Y dy
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1
1 1 mw
) Hy(y |2 o)e 70" (2.89)

(@) = ( 27! h

Nous donnons dans le tableau 3 les quatre premiéres fonctions d’onde de 'oscillateur har-

monique unidimensionnel et les énergies correspondantes :

T
mw\ 2 7% 2 1
oo = ()1 % -
0 0 () b ) %
mw\ 2 mw
1 \111(96):(%)4\/21:6 b §hw
T
2 \P2($):(?>4 (2%1‘2 1) — e’ ghw
T
T
3| wa) = (52)" 3y e (255 —3) e B | S

tableau 3 :Les quatre premiéres fonctwns d’onde de loscillateur harmomque unidimensionnel et les énergies correspondantes

La figure 17 suivante montre la variation de la fonction d’onde ¥ en fonction de la position
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x pour les quatre premiers niveaux d’énergie de 'oscillateur harmonique unidimensionnel .

Figure 17 : La variation de la fonction d’onde ¥ en fonction de la position x pour les

quatre premiers niveaux d’énergie de l’oscillateur harmonique unidimensionnel

2.3 Problémes a trois dimensions a symétrie sphérique

En mécanique quantique la résolution des problémes a trois dimensions consiste & résoudre
I’équation de Schrodinger en déterminant les niveaux d’énergie E,, et les fonctions propres as-
sociées U, (7). Nous allons limiter notre étude aux cas & symétrie sphérique ot le potentiel
d’interaction ne dépend que de la distance de 'origine. Ces types des potentiels sont dits cen-
traux. Ils [2] interviennent dans de nombreux systémes physiques dont I'un des plus importants
est celui d’une particule plongée dans un potentiel coulombien (eg. atome d’hydrogeéne). L’ha-
miltonien posséde donc une symétrie sphérique[15]. Il est donc pratique de représenter I’équation

de Schrodinger dans un systéme de coordonnées sphériques standard.
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2.3.1 L’équation de Schrédinger en coordonnées sphériques

L’hamiltonien étant indépendant du temps, ’étude quantique se rameéne a la résolution de

I’équation de Schrodinger stationnaire :
H, Y (7) = EY(7). (2.90)

Soit de fagon explicite :

<_2H;A F V() - E) T(F) = 0. (2.91)

Vue l'invariance par rotation autour de l’origine des coordonnées, il est plus judicieux de se

placer en coordonnées sphériques (r, 0, ¢), pour lesquelles le Laplacien s’écrit :

2
10 1 {a o 1 a]. (29

=22 e |90 P86 T @) 90

Or lopérateur du carré du moment cinétique orbital de la particule en coordonnées sphériques

s’écrit :
; h? ) 1 9
2 .
=— — 0 —. 2.93
sin(0) [ae 056 * @) adj (2.93)
Il s’ensuit que 'opérateur Laplacien en coordonnées sphériques devient :
162 I?
_ Y ) 2.94
ror | h2re (2:94)
Et I’équation de Schrodinger (2.91) prend donc la forme suivante :
h? 1 9 12
- —+V(r)—E | ¥(r,0,¢) =0. 2.95
( 2/,L7"87"2r+2lu7"2+ (T) (h 7¢) ( )

Par suite, il y a séparation des variables radiale r et angulaires 8 et ¢. Ces derniéres étant
"contenues" dans 'opérateur L2. Les états propres sont donc ceux communs aux opérateurs L2,
L., et H, (qui commutent de fagon évidente). Par suite, les niveaux d’énergie correspondants
doivent, & priori, dépendre du nombre quantique ¢, mais pas de m, du fait de ’absence de
direction privilégiée de I'espace.

Les états propres communs des opérateurs L% et L, sont les harmoniques sphériques Y, (6, ¢) [3].
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Nous avons :

0

LYr(6,6) = hm¥p(6,9),

ou le nombre quantique orbital ¢ ne pouvant prendre que des valeurs entiéres positives (¢ =
0,1,2,...) et ou m le nombre quantique magnétique pouvant prendre des valeurs entiéres posi-
tives ou négatives comprises entre —¢ et +£.

Les harmoniques sphériques Y,;™ (6, ¢) constituent la partie angulaire de la fonction d’onde

qui peut se mettre sous la forme :
U(r,0,0) = Ry o(r)Y,"(6,0), (2.97)

avec R, ¢(r) la fonction d’onde radiale (n nombre quantique principal, n > [ 4 1) solution de

I’équation & une dimension obtenue en substituant cette expression dans (2.95)

1 d> R+ 1)

La fonction d’onde ¥(r, 0, ¢) doit étre normalisée, c’est-a-dire :

// W(r,0,6)? T = 1

et, par construction, les harmoniques sphériques le sont :

2T T
/ / Y70, 6) sin 0d6de — 1.
0 0

La condition de normalisation de la fonction radiale se met alors sous la forme :

+oo
Ry o(r)ridr = 1. (2.99)
0

La forme de cette condition de normalisation suggére de procéder au changement de fonction

suivant :

Ry e(r) = %Un,e(r), (2.100)
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ce qui permet de réduire I’équation radiale a :

B2 d?  RE(L+1)
<2,ud7“2 + W + V(T) - En,f) Un,ﬁ('r) - 0' (2'101)

La condition de normalisation de U, ;(r) s’écrit

+oo
/ Up o(r)dr =1, (2.102)
0

identique & celle d’une fonction d’onde unidimensionnelle U, ;(r) définie sur 'intervalle [0,4-o00[
(nulle pour r < 0).
En fin, I’équation radiale s’écrit

h? d?
<_2,LLd’l“2 + Vveff(T) — Emg) Umg(?“) =0. (2103)

Cette équation, nettement plus simple que (2.98) présente de plus 'avantage d’étre formellement
un probléme a une dimension (mais réduit a R ) avec un potentiel effectif incorporant le terme
centrifuge (ce dernier est nul pour un moment cinétique nul, ce qui n’est pas surprenant). Ainsi,
le probléme pour U, ¢(r) est exactement le méme que celui d’une particule & une dimension,
d’énergie potentielle Ve rr(r) :

R20(0 + 1)

Verp(r) =V(r) + o (2.104)

et en outre confinée sur le demi-axe réel positif par une barriére infranchissable en r = 0.
Tout ce que l'on sait a-propos du mouvement a une dimension (réalité des fonctions d’onde,
dégénérescence, etc.) peut ainsi étre utilisé, tant que la fonction U, 4(r) est seule pertinente.
La question de la régularité a I'origine des solutions de 1’équation (2.91) se pose cependant :
en effet, expression (2.92) du Laplacien n’est pas définie pour r = 0, car 'usage des coordonnées
sphériques privilégie I'origine des coordonnées. Physiquement, les seules solutions acceptables
seront celles qui sont réguliéres & l'origine, ainsi qu’a ’infini, ce qui conduit le plus souvent &

imposer des restrictions sur le nombre quantique n, donc & des états propres quantifiés.
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Comportement asymptotique des solutions de 1’équation radiale

La fonction radiale doit avoir tant & ’origine qu’a 'infini un comportement suffisamment
régulier pour pouvoir étre de carré sommable et donc étre normalisable, au moins au sens
des distributions, sans quoi elle serait dépourvue de sens physique. Par suite, les solutions
mathématiques de (U) ou (R) ne sont pas généralement toutes acceptables. Seules les solutions
ayant un comportement asymptotique régulier sont physiquement acceptables.

Comportement a l’origine

Au voisinage de lorigine r — 07, et si le potentiel V(r) est régulier a I'origine ou du moins
ne diverge pas en ce point plus rapidement que le terme de barriére centrifuge (~ 1/72), ce
dernier est alors dominant dans le potentiel effectif Ve ;¢ (r). L’équation (2.103) se réduit a

R d? R0+ 1)

<_2udr2 + 2m~2> Uny(r) =0 lorsque 7 — 07

La fonction radiale doit étre de la forme U, ¢(r) ~ Cr**l avec s > 0 pour que la fonction
r—0
puisse étre physiquement acceptable, donc réguliére a 1’origine. En remplacant par cette forme

de U, ¢(r) dans I’équation (2.98), on obtient :

Ch?

22 [—s(s+ 1)+ +1)]r =0,

ce qui implique la condition sur s :

s= /
ou

s= —(+1).

La seconde possibilité est exclue (s > 0). Par suite, au voisinage de 'origine la fonction d’onde

radiale réduite doit étre de la forme

Up(r) ~ Crétt (2.105)

r—0t
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ou de facon équivalente

Ry (r) ~ Crt. (2.106)

r—0+
Comportement a I’infini
Deux cas sont & distinguer & priori : celui ou le potentiel V(r) tend vers 0 & linfini et
celui qui diverge a l'infini, comme c’est le cas de l'oscillateur harmonique. Dans ce dernier cas
la fonction d’onde radiale s’annulera (exponentiellement) & 'infini, puisque la probabilité de
présence de la particule doit devenir nulle. Par suite, la question du comportement régulier ou

non de Uy, ¢(r) = rR, ¢(r) ne se pose que dans le cas ot lim,_, 1 V(r) =0 [4].

2.3.2 L’oscillateur harmonique a trois dimensions

Considérons une particule soumise & un potentiel harmonique a trois dimensions V' (z,y, z)

de pulsations w, , wy et w, pour les différentes directions Oz, Oy et Oz respectivement :

1 1 1
V(z,y,2) = §mw§x2 + imwzgf + 5mw§z2. (2.107)

Si cet oscillateur est isotrope, se qui implique des pulsations égales (w, = wy = w, = w), le
potentiel (2.107) se réduit a une fonction de la seule variable radiale r (r = /2 + y? + 22) :

1 1
V(z,y, 2) = gmw?® (2% + 3 + 27) = Smw?r®. (2.108)

Nous avons dans ce cas un probléme & champ central, appelé souvent 1’oscillateur harmonique
sphérique.
L’équation de Schrodinger radiale (2.101) pour loscillateur harmonique sphérique (2.108)

s’écrit sous la forme :

2 d® REH(+1) 1 5,
— B T S /A —F =0. 2.1
( S 2 + By + 5w ) U(r)=0 (2.109)

On va résoudre cette équation en examinant le comportement asymptotique des solutions.

Lorsque 7 — 0, les deux termes mw?r?/2 et E seront négligés devant le terme centrifuge
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R20(€ +1)/(2mr?). L’équation (2.109) devient :

n? d? R20(0+1
,77U(r)+ﬁ

o 3 U(r) =0, (2.110)

2mr?

qui admet des solutions de la forme U(r) ~ rf+1,

Lorsque r — 00, les deux termes h2((¢+1)/(2mr?) et E serons négligés devant le mw?r?/2.

L’équation (2.109) devient dans ce cas :
a2 1
<— + mw2T2> U(r) =0, (2.111)

qui admet des solutions de type U(r) ~ exp[—mwr?/(2h)].
En combinant les deux équations (2.110) et (2.111) on peut écrire la solution de I’équation
(2.109) sous la forme :

U(r) = f(r)r'* exp (—n;—;rz) : (2.112)

ou f(r) est une fonction de . Substituant cette expression dans (2.109) on obtient une équation

pour la fonction f(r) :

2 mw m mw
%f(r) +2 <£+ 1 > d%f(r) + [2th —(20+3) h] f(r)y=0. (2.113)

On cherche maintenant des solutions pour (2.113) sous forme de série de puissances :

(o ¢]
Fr) =" anr™ = ao+ arr + agr? + ..+ apr™ + . (2.114)

n=0

Substituant cette fonction dans 1’équation (2.113), nous obtenons

. (+1 2mE
2 [n(n — Da,r™ 2 +2 < j; — n?r) na,r" ! + < T}; —(20+3) ?) anr”] =0,
(2.115)
qui se réduit & :
S 2mE 2
Z [n(n + 1+ 20)a,r" 2 + < ;;LQ — %n —(20+3) n;cu) anr”] = 0. (2.116)
n=0
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Pour que cette équation soit satisfaite quelque soit r, il faut que tous les coefficients des dif-
férentes puissances de r s’annulent séparément. Nous aboutissons a la relation de récurrence

suivante :
m hw (2n + 20+ 3) — 2F
nt2 = — a
TR (4 2) (n420+3) "

(2.117)

pour n > 2.

Pour n =0 et n =1, '’équation (2.116) mene a :

0x (204+1)ag = 0

1x(2042)a; = 0

se qui implique que ag n’est pas forcément nul et que a; doit étre nul puisque ¢ est un entier

positif (ou nul). Par conséquent, la fonction f(r) ne doit contenir que des puissances paires :

0o 0o
flry="> ar' =) amr™,
1=0,2,4,... n=0

ot tous les coefficient as, sont proportionnel & ag.

Notons que lorsque n — oo la fonction f(r) diverge avec un comportement asymptotique
comme exp(r?) (voir section 3.2). La série doit étre stoppée & une certaine puissance maximum
r; ¢est un polynome de degré n’. Le coefficient a2 doit donc s’annuler. L’équation (2.117)

donne :

hw (2n' +20+3) —2E =0

ou n/ est un nombre pair. Si on introduit le nombre entier N = n'/2 (N = 0,1,2,3,...) on

abouti a la formule de quantification de I’énergie
Eng=hw(2N +(+3/2) =hw(n+3/2)=E, (2.118)

avec n = 2N + /4.

Le niveau fondamental correspond a n =0 (N =0 et £ = 0) et a comme énergie la valeur
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Eyo = 3hw/2. La fonction d’onde radiale associée sera donc

mw
Uoo(r) = agr exp (*Eﬂ) (2.119)
ou
mw
Roo(r) = ap exp (—%72) (2.120)

qui est de type gaussienne. Le paramétre ag sera déterminer en imposant la condition de nor-

malisation. La fonction d’onde ¥ prend la forme

mw
Uo(7) = Woo(r,0,¢) = agexp <_ET2) YY (8, ) (2.121)
X exp (77;—;;7)2) (2.122)

puisque Yy (0, ) est une constante
Yy (0,0) = (4m) /2.

Pour un hamiltonien de forme :

H = ap? + ki? (2.123)

le spectre d’énergie s’exprime sous la forme :
E, = hWak (2n + 3) (2.124)
et Iénergie de I’état fondamental vaut
Eo = 3hVak (2.125)

qui n’est d’autre que hw3/2 et la fonction d’onde

Uo(7) o exp (—T;L—;;?Q)

1 [k
X exp (—%\ﬁW) : (2.126)
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Le premier niveau excité correspond an =1 (N = 0 et £ = 1) a pour énergie la valeur

Eo1 = 5hw/2. La fonction d’onde associée sera de la forme :

Uo1(r) = aor? exp <—%7’2) (2.127)

Ce niveau peut étre considéré comme étant le fondamental des états p, c’est-a-dire de mo-
ment orbital £ = 1).

Le deuxiéme état excité correspond a n = 2 [(N =1et £ =0)ou(N =0 et ¢ = 2)] a pour
énergie la valeur g = Epz = Thw/2. La fonction d’onde associée a I'état (N =1 et £ = 0) sera
de la forme :

Uro(r) = (ag + a2r2) T exp (—%72) = ag (1 — ;ﬂ;iwrQ) r exp (—%72) . (2.128)

Ce niveau peut étre considéré comme étant le premier niveau excité des états s, c’est-a-dire de

moment orbital nul ¢ = 0).

n |l | Uy(r) Ry (r)

_nmw,.2 w2

0 | Uoo(r) = agrexp (—22r%) | Ry, (r) = agexp (—22r?)
1| 1| Un(r)=aor?exp (—=%2r?) | R, (r) = aorexp (—5¥r?)

Tableau 4 :Fonctions d’onde radiale R(r) et radiale réduite U(r)

2.3.3 Le potentiel Coulombien

C’est le potentiel qui régit le mouvement de 1’électron dans 'atome d’hydrogene[15]. 11 s’agit
d’un systéme a deux corps : proton, de masse m,, et de charge g, et électron, de masse m, et

de charge —¢q
my = 1.7 x 107% kg, m. = 9.1 x 1073 kg, ¢ = 1.6 x 10" Coulomb .

Dans un systéme de coordonnées lié au centre de masse de 'atome, 1’énergie cinétique de

ce dernier est

dr? r2

R _h72 2 1(+1)
21 b 2u
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ou

meMy
ILL = —
Me + My

. 4 . N 2 — Lz .2
représente la masse réduite du systéme électron-proton et p’,. la quantité de mouvement associée
au mouvement relative.

L’énergie potentielle de ’atome, de nature purement électrostatique s’écrit en fonction de

la distance r de I’électron au noyau

ol g est la permittivité du vide

L’équation radiale

L’équation d’onde radiale réduite[15] pour la fonction U(r) est donc :

h? d*U (r) n? 1 q?
- ——=l(l+1)— U = FEU 2.129
2 dr? + <2u r2 (1+1) 471'807“) (r) (r) ( )

ot [ est 'entier naturel donnant la valeur propre A2(l + 1) pour le carré du moment cinétique
orbital.

Notons que ’équation (2.129) est équivalente & une équation de Schrodinger décrivent le
mouvement d’une particule unidimensionnelle de masse p plongée dans un potentiel effectif :

mL(l+1 2
Vet focoul (1) = ( ) 1

o2ur?  Aregr
avec (r € [0, +00]).
Comportements asymptotiques

Deux cas sont a distinguer :

Dans le premier cas [ =0
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Le terme centrifuge s’annule, et la limite de Vesf cou () est

}LI}% ‘/efﬁcoul (T) = -0

Dans le deuxiéme cas [ > 0

La limite de Vg cou (1) est :

Quand r — 0,U(r) =rR(r) =

L’équation devient :

R d?U(r)  R% 1 d2U(r) 1(1+1)
- —=Il+1 = —
2p  dr? + 2pr? ((+1U(r) =0= dr2 2
Les solutions sont de la forme :
U(r) ~ it
Quand r — 400 on obtient pour I’équation radiale réduite
h? d?U(r) d*U(r) 2uFE
= — B o= =
o dr? U(r) = s + s U(r)=0
Cela implique
2uk
2 _
A=

Donc pour £ <0
2uFE
AEE TR
L’équation radiale est une équation différentielle du second membre.
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La solution générale d’une telle équation est la suivante :

Comme

/ U))Pdr=1=U(r) ~e™™
0

Donc

Les niveaux d’énergies

On remplace les dérivées de U(r) dans I’équation radiale, on trouve :

+2[—Alt1+“ @ ]f(r):o (2.130)

h2 4meqr

d2f(r)+2[l+1 }df()

dr? r dr

puis on cherche des solutions en séries entiéres pour f (r) :

oo d2 oo
Do S ket s I S 1y g
T
k=0

On reporte dans I’équation(2.130)

o 141 o0 - I+1 o @ ]
k(k k=24 9 —A kapr® 1 +2 =\ el k—
kz_o akr * [ r ] k:z_o " + T + h2 dmwegr kz_oakﬂ“

qui peut étre reformulée comme :

& 2
Zk(k—i—?l—i—l)akrk2+2<—)\(k+l+ “2 1 )Zkakr =
k=0

En redéfinition I'indice de sommation £k — k — 1 , cette derniére équation devient

> 2
> {k(kz+2l+1)ak+2<—)\(k—|—l)+ﬂ2q) . 1} k-2 _ g
k=1 h47T€0
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Or k=2 +£0
k(k+2l+1)ak+2<—/\(k

ce qui meéne a :

2
roq
D+ = 1=0
+ )+ﬁ24ﬂ'€0>ak !

2
Boq
E(k+20+1 =2 Ak+1]) - _
(ot 2t D=2 (A +D) ~ 1Ty
Et
P
Z axr® = ag + arr' +agr +azrd 4o apr?
k=0
C’est-a-dire que :
ap+1 = ap+2 T e e e e e e o 0

Sik=p+1

2
Hoq B

p et [ sont des entiers et on pose que :

n=p+1+I
2
Hoq
n=—
" K2 47‘&'50
En utilisant I’expression du rayon de Bohr
h? 4
ag = — 7T2€0 = 52.9pm
Koq
1 1
An=—=A=—
ag naop
[ 2uF
Or A= —%.Donc :
2uk 1
2 nag

D’ou 'expression de la quantification de I’énergie :

h2
E,=——5—,pourn
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Les fonctions propres

On peut exprimer tous les coefficients en a; en fonction de ag puis on calcule ag en utilisant

la condition de normalisation.

Voim (7’, 97 <,0) = Ry (T) Yim(07 90)

Ona:n=p+1+1=p=n—1—1La fonction f(r) sera déterminée.

A l'état fondamental n =1;1=0;p =0

p=0
f(r)= Zaka = ao
k=0

Le tableau 5 donne quelques solutions de la fonction radiale réduiteU,,;(r) et la composante

radiale R (7).

n|l | Uu(r) Ry (7)

o [mam-2(@) s Ry =2 (3)

o | O a0 =am (&) (r-5)e™ | R =55 (%) (2-%)
] a0 =ga(a) me™ Ry (1) = o (2)F ze %

Tableau 5 :La solutions de la fonction radiale réduite Uyi(r) et la composonte radiale Ry(r).

La figure 18 suivante montre la variation de la fonction radiale réduite U en fonction de la
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position r pour les deux premiers niveaux d’énergie

— U10
-~ U20
— u21

Figure 18 : la variation de la fonction radiale réduite U en fonction de la position v pour les deux premiers niveauz d’énergie
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Chapitre 3

Résolution numérique de I’équation
de Schrodinger a 1-D indépendante

du temps

3.1 Meéthode de Numerov

Dans cette section, nous allons résoudre numériquement I’équation de Schrédinger & une

dimension par la méthode de Numerov|[8]

3.2 Méthodologie

On cherche a résoudre 1’équation de Schridinger & une dimension :

o2m  dz?

+(V(2)—E)¥(z) =0 (3.1)

ou la fonctions d’onde ¥(z) et I’énergie E sont des inconnues pour un potentiel V(z) donné
Généralement, le point de départ pour la résolution numérique des équations différentielles,
est toujours la discrétisation de 1’équation différentielle en question.

Les valeur discretes x,, de la variable continue z s’écrivent en fonction du parameétre de
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discrétisation h (appelé aussi le pas)

Ty = xo+h

T, = xo-+nh
De méme les valeurs discrétes W,, de la fonction ¥ continue s’écrivent :
U, =V (z,)

Les V,, peuvent étre considérer comme les composantes du vecteur ¥. On cherche donc a
déterminer les valeurs de ces composantes.

On se concentre sur le probléme de 'intégration de I’équation (3.1) pour une valeur donnée
de F .La méthode consiste a utiliser la méthode de Runge-Kutta du 4°™¢ordre (RK4) [5].

On définit la fonction k(z) tel :

k() = 27% (E -V (2)) (3.2)
L’équation (3.1) se réduit a :
2 (z
d ;;(2 ) _ k2 (2) W (z) (3.3)

Le point de départ de la méthode de Numerov [6] consiste & développer la fonction en série

de Taylor au quatriéme ordre au voisinage de x :

h? h3 ht
U (x+h) =T (z)+hV (z) + ?‘I/” () + E\Iﬂ?’) () + ﬁw (z) + ... (3.4)
De méme pour ¥ (z — h), nous avons :
, h2 " h3 3 h4 4
(x—h) =V (z) = h¥' + V" (z) - gw( ) (z) + ﬂw ) (z) + ... (3.5)

64



On ajoute terme & terme les deux équations (3.4) et (3.5) on obtient :

U (x4 h)+ U (z—h) =20 (z) + 20" (z) + ’f;qﬂ‘*) (z) + O (hS) (3.6)

D’ott on peut exprimer la dérivée seconde qui intervient dans ’équation de Schrodinger en

termes de la dérivée quatrieme U® (). Nous avons :

T — X Tr — 2
v (g = YEEN 22D EVED) By 4 40 (4) (3.7)

On veut fait apparaitre la dérivée quatriéme dans 1’équation de Schrodinger. Pour se

faire, on applique sur les deux membres de ’équation (3.3) I'opérateur :

h2 d2
Ty
On obtient comme résultat :
" h? (4) 2 h* d? 2

La dérivée seconde de k?(x)W (z) s’écrit (il est suffisant de s’arréter a I'ordre 2 car on a

besoin d'un terme d’ordre 4 assuré par la présence du facteur h? (3.3))

d2
da?

E2(x 4+ h)W (z + h) — 2k*(2)¥ (z) + k*(x — h)¥ (x — h)

[£*(2)¥(z)] = 2 (3.9)

En reportant l’expression de % [k*(2)¥(z)] equation (3.9).et celle U (z) +}1L—;\Il(4) (),

équation (3.7), dans I’équation (3.8), on obtient :
1 1
1+ Eh2k;2(a: + h)] U (z+h)+ [Zh%Q(gg) - 2] U (z) + [1 + Eh2k;2(a: —h)|¥(z—h)=0

D’ot on peut exprimer ¥ (z + h) en fonction de ¥ (z) et de ¥ (x — h) :

2 (1— Zh%k*(2)) U (z) — (1 + 5h%k*(z — b)) ¥ (z — h)
1+ Lh2k2(z + h)

U (z+h) = (3.10)
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Si on pose x = z, = xo + nh , et si on définit k, = k (z,) qui est bien déterminée pour une
valeur donnée de I’énergie on peut écrire :

2(1— 2h2k2) U, — (14 Hh%K2_)) ¥y

L+ 55h?k

Uy = (3.11)

C’est une relation de récurrence qui est a la base de la méthode de Numerov. En connais-
sant deux valeurs successives de U a savoir ¥,, 1 et ¥,, on peut déterminer la troisiéme valeur
W, +1 qui les suit. Il est donc nécessaire de connaitre au moins deux valeurs de ¥ pour déter-
miner toutes les valeurs qui restent. Ceci n’est pas surprenant car 'intégration d’une équation
différentielle du deuxiéme ordre fait apparaitre deux constantes arbitraires appelées constante
d’intégration (il ne faut pas oublier que I’équation de Schrédinger est une équation différentielle
du deuxiéme ordre). Dans la figure 19 nous présentons ’algorithme de la méthode de Numerov

écrit dans le logiciel Mathcad.

2
f(ELN) = [h -~ =
(ELN) N

E- E1
yo -0

yl - 0.016
X0 ™ Yo
X~y

for nT 1.N - 1

, N 7 -1 S
K- 2n%E - vin)tby + 81+ 2hZE - vinsn - D1ty
y g 12 an e 12 gn1i
n+l A 1 ()
&+ =h3E - Vihxn + D]H
e 12 a
Xn™ Y
n- n+1
return y

Figure 19 :Algorithme de numerov (avec Mathcad)

Dans ce qui suit, nous allons appliquer cette méthode pour quelque probléme quantique et
comparer les résultats obtenus numériquement avec les résultats exacte donnés au chapitre

précédent.
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Particule dans une boite & une dimension :

Le niveau fondamental (n =1)

Nous avons choisi un puis de potentiel de largeur L = 2 et le nombre de discrétisation
N = 200. Les valeurs des points de départ sont choisies Wo = yo = 0 et ¥; = y; = 0.016.

Une énergie d’essai est choisie puis ajustée de de telle sorte & avoir ¥y « 0,]’énergie sera

donc déterminée ainsi que toutes les valeurs ¥,, = y,, . C’est la solution numérique.

—— Yexac
XXX ynum X

Figure(20) : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le niveau fondamental

Nous avons obtenu la valeur numeérique F; = 2.467399 ( & comparer avec la valeur exacte

71.2

de ’énergie exacte du niveau fondamental E; = ﬁ)

Le Premier niveau excité (n = 2)

Nous avons obtenu la valeur numérique Fo = 9.86996 pour I’énergie du premier niveau
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2

" ™
excité (la valeur exacte est Fy = 4ﬁ ).
1
0.5
0 05 15 2

- 0§

— v(x)exac
XXX Y (X)num

Figure 21 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le Premier niveau excité

Le deuxiéme niveau excité :(n = 3)

De méme, nous avons obtenu la valeur numérique F3 = 22.210054 pour ’énergie du deuxiéme

2
. e 7T
niveau excité (la valeur exacte est Fo = 9ﬁ)
b
0.4
0.3
0 05 1 15 2 "

- 04

iy — v(X)exa

+++ Y (X)num

Figure 22 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le deuxiéme niveau excité
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L’entrée utilisée pour déterminer 1’énergie propre correspondant au premier niveau excité
E5 = 22.210054 (en pratique égal a la valeur exacte de E3).

L’oscillateur harmonique a trois dimensions :

Pour simplifier on peut travailler dans un systéme d’unités,ot h=1,w =1,m = 1.

Le niveau fondamental :(n = 0,1 = 0)

L’ajustement de la plus petite valeur de I’énergie (niveau fondamental) pour avoir la plus
petite valeur (en valeur absolue) de ¥y abouti & la valeur numérique Ey = 1.4998 pour

Pénergie (& comparer avec la valeur exacte Ey = 1.5).

1]

15

Figure 23 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le niveau fondamental

Le Premier niveau excité :(n=1,1=1)
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Pour le premier niveau excité nous obtenons E; = 2.49997 (la valeur exacte est Ej = 2.5).

1)

— Y(X)exac
+++ Y(X)num

Figure 24 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction donde pour le premier niveau excité

Le deuxiéme niveau excité :(n = 2,1 = 0)
Nous avons obtenu pour ’énergie propre correspondant au deuxiéme état excité la valeur

Ey = 3.499896 (E3 = 3.5 est la valeur exacte).

]

- 04

— v(x)exac
XXX Y (X)num

Figure 25 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction donde pour le premier niveau excité

Le potentiel Coulombien
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Apres exécution du code de la méthode de Numerov pour le probléme du potentiel Coulom-
bien et ce pour quelques valeurs de n et [ on a obtenu les résultats qui suivent :

Le niveau fondamental :(n = 1,1 = 0)

L’énergie obtenue pour le niveau fondamental est F; = —0.1250011 ( la valeur exacte est

By = —0.125).

[}

0g

0.6

Figure 26 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le niveau fondamental

Le Premier niveau excité :(n = 2,1 =0)

Nous obtenons pour I’énergie du premier niveau excité Fy = —0.01 56249 (a comparer avec
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la valeur exacte Fp = —0.015625).

09

- 09

— v(X)exa
+++ Y(X)num

Figure 27 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le premier niveau excité

3.3 Meéthode de tir

3.3.1 Introduction

Dans la résolution numérique des problémes de valeurs propres, on utilise la méthode de tir
avec la méthode de bissection afin d’obtenir & la fois les valeurs propres et les fonctions d’onde
soumises aux conditions aux limites [7].

Les résultats sont discutés et comparés aux les solutions analytiques respectives obtenues

par manipulation mathématique pure et argumentation physique.
3.3.2 L’algorithme de la méthode de tir

Considérons, I’équation de Schrodinger unidimensionnelle indépendante du temps :

5ot (V@) — E)¥(2) =0 (3.12)
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Il faut maintenant résoudre I’équation ci-dessus et déterminer les valeurs propres F et les
états propres ¥ (x) pour V (z) donné. L’idée est d’étendre les dérivés du second ordre en utilisant
la méthode des différences finies.

Schémas de différences finies

Les schémas de différences finies sont obtenus grace aux formules de Taylor :

Formule de Taylor d’ordre 1 :

flz+h) :f(:c)+hd{lf)+0(h> (3.13)

Formule de Taylor d’ordre 2 :

L T o 310

flx+h)=f(x)+h

En un point x € [a, b] et pour une valeur h du pas de discrétisation donné par h = IFT“,

tel que f est une fonction une fois dérivable.

La formule (3.13) nous permet d’approximer dfd(wx),
G@) _f@rh) —f@) @)~ f@—h) 1)
dx h h '
TR d*f (z)
En se basant sur(3.14) et (3.15) nous obtenons "approximation suivante de o
2 _ _
B (@) _ fth) =2f @)+ [ (@) 16

dx? h?
Maintenant en remplacant I’expression ci-dessus dans I’équation (3.12), on obtient :

—R2 [V (z+h) =2V (z)+ ¥ (x—h)

2m 2 +(V(z) - E)¥(2)=0 (3.17)
Par conséquent :
V(o h) =20 (2) + V(o h) = B[V (@) - ]V (o) (318
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En simplifiant I'expression, on trouve :

Qﬂh2

U(z+h)= 2

[(V(z)—E)+2]¥ (z) — ¥ (z—h) (3.19)

L’expression ci-dessus dit que si 'on connait ¥ (x — h) et ¥ (z), ¥ (z + h) peut étre déter-
miné pour toute énergie propre E. Lorsque le dernier point N est calculé, il peut étre comparé
a la condition aux limites de (3.12) pour évaluer la qualité de 1’énergie propre initialement
supposée E.Combiner cette approche avec un algorithme de bissection en devinant initialement
deux énergies, en tirant une trajectoire pour chacune, en déterminant lequel est le plus proche
de E, et en réduisant 'intervalle en conséquence, successivement se rapproche de E. [10].

En commengant par les deux valeurs connues de ¥ (), une troisiéme valeur est prédit, qui
doit étre utilisé dans la prochaine itération permettant la prédiction d’'une quatriéme valeur;
cette procédure est successivement appliquée par une énergie choisie E. Les solutions doivent

satisfaire les conditions aux limites ci-dessous

d
U(x—o00)—0 et %\I/ (x = 00)—0 (3.20)

Pour un V (z) symétrique, les états propres du probléme le sont aussi. Supposons un état de
parité impaire [9]. En supposant que nous connaissions ’énergie de 1’état que nous souhaitons
trouver, nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour mettre en ceuvre la méthode
de tir, il ne reste plus qu’a remesurer la solution du probléme de la valeur initiale afin que
la condition du terme de droite, ¥n_1 =~ 0 soit remplie. Mais les fonctions d’onde doivent
étre mises a I'échelle. Il s’avere que la réinitialisation de la normalisation est tout ce qui est
nécessaire pour s’assurer que la solution de la valeur initiale satisfait I’équation de Schrodinger

indépendante du temps, les conditions aux limites et la condition de normalisation.
U (0)=0,¥(h)=1 (3.21)

I1 faut maintenant trouver F, qui est la valeur qui garantit que W (x) satisfait les conditions

aux limites au-dessus. Puisque F est inconnu, ¥ est une fonction de = et E. Maintenant, il faut

74



chercher des solutions qui obéissent a :

U (00, E) =0 (3.22)

Dont les valeurs peuvent étre déterminées via n’importe quel solveur racine.
Dans le cas ou I’état propre a une parité paire, la fonction d’onde a une valeur non nulle a
x = 0 . Par conséquent,¥ (0) = 1 est un bon choix. De plus, ¥ (z) est symétrique, c’est-a-dire

U (—h) = ¥ (h), qui, lorsqu’il est remplacé par (3.19), donne :

U (h) = ﬁhQ [(V(z) — E)+2] — ¥ (h) (3.23)
Alors :
1{2m ,
¥ (h) = 3 ﬁh [V (z)— E] +2 (3.24)

3.3.3 La condition de normalisation

Puisque la fonction d’onde ¥(x) représente une amplitude de probabilité, nous avons besoin

& normaliser :

+oo
/ 0 ()2 do = 1 (3.25)

Comme nous travaillons avec une fonction d’onde discrétisée ¥, pour effectuer cette inté-
gration, nous devons utiliser une méthode d’intégration numérique (méthode du Trapéze) par

exemple, nous obtiendrons :

+oo
/ 0(2)2 da = A (3.26)
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1
Pour normaliser la fonction d’onde, elle doit étre multipliée par la constante facteur — .

VA

Initiaisation

Itération sur des états propres : démarrage 1

d'une nouvelle gamme d'énergie

!

Itération sur énergie : nouvelle énergie d'essal valeurs énergétiques J
valeurs
Snergétiqu No

1

[ Lancement de lavaleur des coordonnées et de la fonction adeux ondes W1 V2
¥

oul A a
[ Xn=Xo+nh itération sur coordonnée

!

atteintes ?

Calcul delanouvelle valeur delafonction

d'onde al'aide de deux valeurs précédentes

v No

Coordonnée atteinte infinie effective ?

Ou

i ?
Ein: W queue exponentielle ?

Obtenu 2 énergie E1, E2 avec signe de queue
opposé ?

Présentation des résultats

Tri delavaleur propre de l'énergie

Figure 28 :organigramme de la methode de tir
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3.4 Reésultats et analyse

Nous allons construire un programme (figure27) qui va nous permettre de résoudre I’équation

de Schrodinger (3.12), c’est-a-dire, de déterminer ’énergie et la fonction d’onde.

f(EL,N) = |h = —

X170 Y
fo nT 1.N -1

7
~n

. 2 )
Yoe1 7 &+ h XV(nh) - EVOY -y

1
Xn_'yn
n- n+1
regum y

Figure 29 :Algorithme de tir (avec Mathcad)

Particule dans une boite a4 une dimension :
Le niveau fondamental :

L’énergie du niveau fondamental E; est obtenue par la méthode de tir avec le résultat
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2 2

Ey = 2.467399 (énergie exacte ) = % = 72% = 2.4674).
- 04 v(x)exa
e y(X)num

Figure 30 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le niveau fondamental

Le premier niveau excité :

On obtient pour ce premier niveau excité une valeur pratiquement égale a la valeur exacte
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472
FEy = T2 = 9.86996.

e

Y(x)exa
000 v(X)num

Figure 81 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le Premier niveau excité

2

Le deuxiéme niveau excité :

De méme, la valeur obtenue pour ’énergie du deuxiéme niveau excité est trés proche de la
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2
valeur exacte Fs = 22.2090152 « 9% .

04

0.3

- 03

- 04 Y(x)exa
e y(X)num

Figure 32 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le Premier niveau excité

L’oscillateur harmonique a trois dimensions :
Le niveau fondamental (n =0, =0)

L’énergie obtenue par la méthode de tir pour ce niveau est Ey = 1.50001201 (& comparer
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avec la valeur exacte Eg = 1.5).

- — v(x)exa
°00 v(x)num

Figure 33 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le niveau fondamental

Le premier niveau excité :(n=1,1=1)

Pour ce niveau on obtient E; = 2.4998985 (pratiquement égale a la valeur exacte By = 2.5).

Y(x)exac
0oo y(x)num

Figure 34 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le premier niveau excité
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Le deuxiéme niveau excité :(n = 2,1 = 0)
Nous obtenons pour ce niveau Fy = 3.499902 (pratiquement égale a la valeur exacte Fy =

3.5).

“”. ."".
"'u.,.-“"‘
- — v(x)exa
©00 y(X)num

Figure 35 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le deuxiéme niveau excité

Le potentiel Coulombien
Le niveau fondamental :(n = 1,1 = 0)

L’énergie obtenue pour ce niveau fondamental est Ey = 0.12499902 (la valeur exacte est
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E; = 0.125)

03

v(x)exa

- 09 oo v(x)num

Figure 36 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le niveau fondamental

Le premier niveau excité :(n = 2,1 =0)

L’entrée utilisée pour déterminer 1’énergie propre correspondant le premier niveau excité
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E5 = —0.01557001 (en pratique égal a la valeur exacte s = —0.015625).

04

- 09

v(x)exa
oo v(x)num

Figure 37 : Comparaison de la solution exacte et de la fonction d’onde pour le premier niveau excité

3.5 La méthode de Multhopp

La méthode de Multhopp [1] est une méthode de résolution numérique des équations diffé-
rentielles aux valeurs propres telle que I’équation de Schrodinger radiale réduite

1 d2

gzl (N FE=Vers UG =0 >0, (3:27)

ou p, U (r) et E désignent respectivement la masse réduite du systéme, la fonction d’onde
radiale réduite et 'énergie correspondante. Vs (r) est le potentiel effectif qui est la somme du
potentiel d’interaction V (r) et du terme centrifuge ¢ (¢ + 1) /2ur?.

Généralement la résolution numeérique se base sur une division d’un domaine fini. Cependant,
le domaine de définition de la fonction d’onde radiale réduite U (r) solution de I’équation (3.27)

n’est pas borné (r € [0,00[), d’ou la nécessité de construire une bijection de [0, c0[ sur un
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domaine borné. Un exemple d’une telle bijection est

T
= 3.28
T=To - ( )
ou encore en inversant
r
= 3.29
Ty +1ry’ ( )

ou z € [0,1] est la nouvelle variable sans dimension et 79 est un paramétre de méme dimension
que 7 et qui doit étre choisi de I'ordre de grandeur du rayon de la fonction d’onde (par exemple

le rayon de Bohr dans le cas du potentiel Coulombien). Nous avons

d (z-1%*4d
—=— 3.30
dr ro dz’ (3.30)
et par conséquent
d? ~1)?* & ~1)° d
& Mi_i_ggi. (3.31)
dr? rs  da? rg  dx
Dans le but d’éliminer le terme en %, on va adopter le changement de fonction suivant
v(x) = (1\/_77(;)U (r(x)). (3.32)
L’équation (3.27) s’écrit dans la nouvelle variable z et la nouvelle fonction v (z) comme
1 (1—a2)! &
2,11(7'8)03:1:20 (@) + Vegp (r(z))v(z) = Ev(x). (3.33)

On remarque que v (0) = lim,_,; v (z) = 0. Il s’ensuit qu'un développement en série de Fourier

est possible
N
v(x):= > a;sin (irz), (3.34)
i=1

ol les a; sont les coefficients du développement. Pour IV fini, on peut diviser le domaine de

définition de v (z) [0,1] en N + 1 intervalles de méme largeur h = Toutes les informations

1
N+1-°
sur la fonction d’onde sont contenues dans les parameétres de poids a; et les valeurs v; de v (z) aux

points z; = (i+ 1) h
N
vj = Y a;sin (imx;) . (3.35)
i=1
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En utilisant le fait que

N T(G+1)\ . m(i+1) N+1
k§:1 sin < Nl > sin ( 1 5 0ij (3.36)

on peut inverser (3.35) pour obtenir les poids a; en fonction des v; et des z;

N
a; = 2h Y vjsin (inz;) . (3.37)
j=1

Toujours en faisant usage de la relation (3.36), ’équation (3.33) se simplifie en

1 (z—1)* NN
(@ ) S 3 K sin (kra;) sin (krwy) vj —

(N +1)r2 E —Vegy (r(x;))] dijv; =0, 3.38
p(N+1)rg iz = ; [ 1t (r (@) 0iv; (3.38)

L=

équation qui peut étre réécrite comme une équation aux valeurs propres

N
Z Aijvj = Evi, (339)
j=1
avec
) (1 — .’L'Z‘)4 N 2 . .
Aij=m hT Y- k7 sin (kma;) sin (kraxj) | 4+ 05V (1 (z4)) (3.40)
0 k=1

Notons que la matrice A n’est pas symétrique. Néanmoins, nous pouvons ramener le probléme
aux valeurs propres (3.39) a celui d’un probléme aux valeurs propres d’une matrice symétrique.

Pour ce faire, définissons un nouveau vecteur w d’éléments

1

wj; = —————50j.
R

(3.41)

En remplagant v par son expression en terme de w, ’équation aux valeurs propres (3.39) se
réduit a

N
Zl Bijw;j = Ew;, (3.42)
j:

ou la matrice B est maintenant une matrice symétrique dont les éléments B;; sont donnés par

2
Bij = wjg (1—z)*(1— CL’j)2 (é::l k? sin (kma;) sin (kmq)) + 645V (1 () . (3.43)
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La diagonalisation de la matrice B donne des valeurs approximatives pour les énergies des N
premiers niveaux et des vecteurs d’états correspondants. Il est bon de remarquer que les niveaux

les plus bas sont les mieux approximés.

3.5.1 Application

Nous allons construire un algorithme qui va nous permettre de résoudre I’équation de Schro-
dinger, c’est-a-dire, de déterminer ’énergie et la fonction d’onde correspondante.
On se restreint dans notre travail aux potentiels centraux en lois de puissances.
Il+1) 1
V(r) = ———= + =sign(v)r”
(r) = 5 + 5sign()
et pour simplifier, nous avons choisi (h =w =m = 1)
Dans la figure 38 nous avons construit un programme (Mathcad) permettant de résoudre

I’équation de Schrodinger radiale réduite par la méthode numérique de Multhopp :

q+1
N-q

E(N,EL,nu) := [r(q) =

AN L 2N L A2 €
FGij) - én - ) XN J)L)p)i

2 nu, ELXEL + D¢
(N+1)° &

L
)’ ¢

X S L 1)L}gn(?k’p>(J + 1)‘;H,J+—ld(i,j)vglnu| ()
) e N+1 0 e N+1 (1 2 énu
u

1 Qoz

1
M = matriXN,N,F)

P - eigenvds(M)

E - sort(P)

Y- eigenvec(M,Eo)

5

Figure 38 :Algorithme de Multhopp (avec Mathcad)

L’oscillateur harmonique a trois dimensions (v = +2)
On peut utiliser (h=1,w=1,m=1)
Dans le cas de 'oscillateur harmonique. On sait bien que le niveau fondamental corres-

pond & (n = 0,1 = 0), mais le premier niveau excité correspond a (n = 1,1 = 1) et le deuxiéme
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niveau excité correspond & (n =2,/ =0) ou (n =2,/ =2)

0| 0 | Epp=15

1] 1 E11 =25

0 Ey =35
2 Eoy =35

Tableau 6 :Energies correspondant aux trois premiers niveaux pour 1'oscillateur harmonique a trois dimensions

Le potentiel Coulombien (v = —1)
On peut utiliser (h=w=p=1,a0 =2)
Dans le cas du potentiel coulombien. On sait bien que le niveau fondamental correspond a

(n =1,1 = 0), mais le premier niveau excité correspond a (n =2,/ =0) ou (n =2,1l =1)

n l Enl

110 Ep=-0.125

21 0| By =-0.031

Tableau 7 :Les énergies correspondent aux deux premiers niveaux pour le potentiel coulombien

En général, les résultats obtenus sont completement identiques aux valeurs analytiques, et les

représentations graphiques des fonctions d’onde sont identiques.

88



Conclusion

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a la résolution numérique de ’équation de Schrodinger
stationnaire.

Nous avons commencé, au chapitre 2, par une illustration des différentes méthodes de réso-
lution numérique des équations différentielles ordinaires. La résolution analytique de 1’équation
de Schrodinger stationnaire pour quelques problémes simple fait I'objet du chapitre 3. Nous
avons proposé de d’examiner le probléme d’une particule dans une boite unidimensionnelle,
le cas de l'oscillateur harmonique quantique & une et & trois dimensions et le probléme d’une
particule chargée placée dans un potentiel Coulombien. Le spectre d’énergie et les états propres
sont donnés pour chaque cas avec illustration graphique. Dans chapitre 4, nous avons présenté
puis appliqué les différentes méthodes de résolution numérique I’équation de Schrédinger sta-
tionnaire. Il s’agit de la méthode du tir, la méthode Numerov et celle de Multhopp. Nous avons
appliqué ces méthodes pour des problémes admettant des solutions exactes permettant cepen-
dant de comparer leurs qualités. Nous avons mis ’accent sur les modifications & apporter pour
traiter les problémes qui présentent une singularité & l’origine tel le potentiel coulombien et
les états de moment orbital non nul de I'oscillateur harmonique & trois dimensions. Il s’aveére
que la méthode matricielle de Multhopp est la plus efficace et la plus fiable. Elle permet de
déterminer le spectre d’énergie et les états propres aprés une seule exécution de son programme
et de plus ne pose pas le probléme de la singularité a 1’origine qui présente un obstacle pour les

deux autres méthodes.
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Annexe A

Harmoniques sphériques

Nous avons maintenant des solutions pour les fonctions angulaires T'(p) et P(0).
Il est commode de les combiner en une seule fonction normalisée des deux angles. Ces

fonctions sont appelées les harmoniques sphériquesY;™ (6, ) et sont définies comme :
Y™ (0,0) =P(0)T (¢) (A.1)

2l—|—1 (1 —m)!

r 1+ m)!

Y0 (0,9) = \| 2o 1f (cost)

La définition des fonctions de Legendre associées au négatif m peut étre utilisée pour montrer

Y™ (0, ) le (cos @) e~ (A.2)

En particulier

que

(Y™ (0,9))" = (=1)" Y, (0, ) (A.3)
Les harmoniques sphériques satisfont la condition d’orthogonalité

2 T
| de [ dosing (57 0.0 (Y (6.6)) = b (A.4)
0 0

Nous donnons dans le tableau(8) les expressions explicites des Y, (6, ¢), appelées harmo-
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niques sphériques.

L]m Y™ (0, #)
0 | _ 1
0] 0 |Yy |= NG
T
1] 0| Y | =(&)2cos (9)
111 Y| = (SW) : sin () e’
1
1| =1 Y7 | =(&)2sin(

Tableau 8 :Premiéres harmoniques sphériques
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Résumeé

Dans ce travail, nous avons traité le probléme de la résolution
numeérique de I'équation de Schrddinger unidimensionnelle
indépendante du temps. Nous avons appliqué certaines méthodes
numeriques a savoir la méthode de tir, la méthode Numerov et la
méthode de Multhopp, dans le but de déterminer la fonction d'onde et
I’énergie correspondent pour quelques problemes ou la solution exacte
est connu . Ces methodes ont donné des résultats satisfaisants et
acceptables et tirée proche aux résultats analytiques.

summary

In this work we have with how to solve the time independent one-
dimensional Schrodinger equation . We applied some numerical
methods such as the shooting method, the Nemerov method and the
Multhopp method, in order to determine the wave function and the
corresponding energy for some problems where the exact solution is
known. These methods have given acceptable results very close to the

analytical ones.
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