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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions une nouvelle méthode modifiée du gra-
dient conjuguée non linéaire pour résoudre les problémes d’optimisation sans
contraintes. Cette méthode est proposée pour garantir la convergence globale
avec la condition suffisante de descente sous la recherche linéaire inéxacte,
cette nouvelle formule donne d’excellents résultat numériques en les compa-
rant & certaines méthodes traditionnelles .

Mots clés :

Gradient conjugué, Convergence globale, Recheche linéaire inéxacte , condi-]

tion suffisante de descente

Abstract

In this paper, we study a new modified nonlinear conjugate gradient Me-
thod for solving largescale Unconstrained problems. This method is proposed
to guarantee the global convergence with the sufficient descent condition un-
der the inexact linear search this new formula gives excellent numerical result
by comparing them to some traditional methods

Mots clés :

Conjugate gradient, Global convergence , inexact linear search, suffisante
descente.condition
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Introduction

Problématique :

Cadre Un probléme d’optimisation consiste, étant donnée une fonction
f:S — R, a trouver :

1) son minimum v (resp. son maximum) dans S

2) un point xy € S qui réalise ce minimum (resp. maximum) i.e. f(zg) = v.

Vocabulaire :

— f est la fonction objectif

— v est la valeur optimale

— xo est la solution optimale

— écriture du probléme : mingcg f () resp. max,cs f ()

Remarque 1) L’optimisation est une branche des mathématiques. Dans
la pratique, on part d'un probléme concret, on le modélise et on le résoud
mathématiquement (analytiquement : probléme d’optimisation, numérique-
ment : programme mathématique).

2) Lien minimum/maximum : soit f une fonction dont on veut trouver
le maximum. Le probléme max,cs f (z) renvoit(xg,v) alors que le probléme
mingeg f () renvoit (xg, —v). D’ou ce lien. Ainsi la recherche d’un maximum

peut toujours se ramener & la recherche d’un minimum.

Applications

L’optimisation intervient dans de nombreux domaines :

e en recherche opérationnelle (probléme de transport, “economie, gestion
de stocks...)

e en analyse num “erique (approximation/r “esolution de systémes linéaires,|
non linéaires...)

e en automatique (modélisation de systémes, filtrage...)

e en ingénierie (dimensionnement de structures, conception optimale de
systémes (réseaux, ordinateurs...))

On s’interesse dans ce mémoire au probléme (P) suivant :

Soit  f : R — R. On cherche a résoudre le probléme de minimisation
sans contraintes suivant :

(P): min{f(z):2z € R"} (0.1)

Parmi les plus anciennes méthodes utilisées pour résoudre les problémes
du type (P), on peut citer la méthode du Gradient conjugué. Cette méthode
est surtout utilisée pour les problémes de grande taille.Cette méthode a été
découverte en 1952 par Hestenes et Steifel , pour la minimisation de fonc-
tionsquadratiques strictement convexes.Plusieurs mathématiciens ont étendu
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cette méthode pour le cas non linéaire. Ceci a été réalisé pour la premiére
fois, en 1964 par Fletcher et Reevese (méthode de Fletcher-Reeves) puis en
1969 par Polak, Ribiére et Ployak (méthode de Polak-Ribiére-Ployak). Une
autre variante a été étudiée en 1987 par Fletcher (Méthode de la descente
conjuguée). Une nouvelle variante a été proposée en 1991 par Liu et Storey
(Méthode de Liu et Storey). Et enfin une derniére variante qui a été étudiée
en 1999 par Dai et Yuan (Méthode de Dai et Yuan) Toutes ces méthodes
générent une suite {}, .y de la fagon suivante :

Tp+1 = T + ozkdk (02)

Le pas a; € R est déterminé par une optimisation unidimensionnelle ou
recherche linéaire exacte ou inexacte.
Les directions dj, sont calculées de facon récurrente par les formules sui-

vantes :
—q sik=1
A = : 0.3
’ {_gk+ﬁkdk—1 sik>2 (0.3)

gr = Vf(zk) et By €R.
Les différentes valeurs attribuées a (3, définissent les différentes formes
du gradient conjugué.

T _
7S = ‘C;k (9% = 9-1) , Hestenes-Stiefel [1] , 1952. (0.4)
d_1(9k — gr-1)
i G
P = 2 Fletcher Reeves [2],1964 (0.5)
Ji—19k—1

PRP g;{(gk — Jk-1)
k == -~ Polak-Ribiére-Polyak [3, 4],1969 (0.6)

g |I?
BEP = — 9i 9 descent jugué
W= e, nte conjugué. [5], 1987. (0.7)
dkflgk—l
T _
LS _ _w, Liu-Storey [6],1991 (0.8)
dk_1gk—1
T
DY _ I, Ik Dai-Yuan  [7],1999 (0.9)

(96 — gr-1)" di1’
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Dans ce travail, on s'nteresse a la méthode de GC de wyl qui’a été pro-
posée par wyl en 2006.

gg’(gk _'”gfoHgk—1>

gnggk—1

B = (8 ] (0.10)

Le but de ce mémoire est la Recherche lineéaire non monotone est proposé
pour garante la convergence globale de la méthode du gradient conjugué sous
la condition suffisante de décent de la méthode W Y L gradient conjugué sous
la forte Wolfe de recherche linéaire

Ce mémoire comporte quatre chapitres.

Chapitre 1

On introduit dans ce chapitre les notions préléminaires de base concer-
nant 'optimisation sans contraintes.et.quelques notions sur les problémes de
minimisation sans contraintes et leurs algorithmes

Chapitre 2

On expose dans ce chapitre les grandes lignes des méthodes d’optimisa-
tion sans contraintes basées sur les directions de descente et les recherches
linéaires. Ces méthodes génerent des suites {x}, .y de la facon suivante :

Th1 = Tp + apdy,

On suppose connaitre la direction de descente dj, au point x;. La recherche
linéaire consiste & trouver oy de fagon a diminuer la fonction [ suffisamment
le long de cette direction

Chapitre 3

Dans ce chapitre on étudie la méthode de gradient conjugué . cas des
fonctions quadratiques strictement convexes. Et le cas des fonctions non qua-
dratiques

Chapitre 4

Ce chapitre est la partie la plus importante de ce travail, car il contient La
méthode de gradient conjugué de wei-yao-liu(wyl) sous la recherche linéaire
inéxacte de wolfe-powell fort et la comparaison des perfermance de cette
méthode avec certaines méthodes traditionnelles .
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Chapitre 1

optimisation sans contrainte

Nous allons exposer dans ce premier chapitre quelques concepts clés concer-}
nant 'optimisation ’effort définitionnel portera surtout sur la méthode du
gradient conjugué, ou les questions suivantes seront prises en considération
les problémes proposés comportent-ils des contraintes ?

- les fonctions en jeu sont-elles quadratiques ? sont-elles convexes ?

- les domaines de définition des fonctions sont-ils continus ou discrets ?

Chaque probléme posseéde sa structure spécifique et demande donc d’étre
traiter de maniére particuliére .Le présent projet ne se focalisera que sur les
probléemes d’optimisation sans contraintes et non linéaires.Ce probleme sera
formulé comme suit :

(P) min f(z) zeR" (1.1)

oi f:R" — R
La majorité des méthodes de résolution d’optimisation qu’on étudie par
la suite sont de nature itérative, c’est a dire qu’a partir d’'un point initial
x1, elles engendrent une suite infinie x1, o, ....., T, ..dont on espére qu’elle
converge vers la solution optimale.
Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait
appel a des processus itératifs du type :

Try1 = Tk + O{kdk, (12)

ou dj détermine la direction de déplacement a partir du point zj et ay est
solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel suivant :

minf (zx + ad),
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c’est a’ dire que oy, vérifié :
f (l’k + Oékdk) <f (.Tk + Oédk) ,Va >0 (13)

Le type d’algorithme permettant de résoudre le probléme (1.1) sera dé-
terminé dés qu’on définit les procédés de construction du imisation vecteur
dj et de calcul de oy a chaque itération.La fagon avec laquelle on construit
les vecteurs d; et les scalaires «; détermine directement les propriétés du
processus et spécialement en ce qui concerne la convergence de la suite {xy} ,
la vitesse de la convergence. Pour s’approcher de la solution optimale du pro-
bleme (1.1) (dans le cas général, c’est un point en lequel ont lieu peut étre
avec une certaine précision les conditions nécessaires d’optimalité de f )

on se déplace naturellement & partir du point z; dans la direction de la
décroissance de la fonction f.

1.1 Rappel de quelques définitions

Nous introduisons ici les principales définitions de base qui seront utilisées
par la suite.

Définition 1.1 (Convergence des algorithmes)

Un algorithme de résolution est un procédé qui permet, a partir de la
donnée du point initial x,, d’engendrer la suite x1,x5...,xg,....Un algo-
rithme est parfaitement défini par la donnée de l’application A qui associe
a xy le point xpy € A(xy). Ceci permettra de confondre un algorithme et
Uapplication A qui lui est associée.

Définition 1.2 (Convergence globale)

Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application multivoque A
est globalement convergent (ou encore : posséde la propriété de convergence
globale) si, quelque soit le point de départ x1 choisi, la suite {x} engendrée
par x4 € A(xy) (ou une sous suite) converge vers un point satisfaisant les
conditions nécessaires d’optimalité(ou solution optimale).

Définition 1.3 (Modes de convergence)

Soit {wp},en une suite dans R™ convergeant vers x*.
¢ S
[ .

li =
im sup T

T<1,
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On dit que {xy},.y converge vers x* linéairement avec le taux 7.

¢ 5i

k1]

— 0 quand k£ — oo,
[k — .|

on dit que la convergence est superlinéaire.
Plus précisément st Ip > 1 tel que :

e |71 = 2l
im sup—“p

< 400,

on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.
En particulier si

k+1 ¥

lim sup Hx

< +00
oo |2k — 2| ’

on dit que la convergence est quadratique (super linéaire d’ordre 2)
Définition 1.4 (Ensemble convexe).
Soit L’ensemble C C R™.C' est convexe si seulement si Va,y € C? Vt €

0,1, tx + (1 —t)ye C

olbjet convexe objet noa convexe

FiG. 1.1 — Objet convexe et non convexe

Objet convexe et non convexe
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Fic. 1.2 — Fonction convexe et non convexe

Fonction convexe

Définition 1.5 Soit C' C R" un ensemble convexe non vide. Une fonction
f:C — R est conveze si seulement si

Va,y € C2, YA€ [0,1], fOx+ (1 —Ny) <Af(z)+1-Nf(y)

Une fonction f est concave si —f est convexe. On dira que f est stricte-
ment convexe dans C si seulement si

Vao,y € C%,x £y, VA€ [0,1], fOa+(1—-Ny) <Af(x)+(1-Nf(y)

x
" (z) =2 — f convexe surR

(o) = a?
f'(x) =2
fla) =2
f(x) = 322
f(z) = 6z

— f convexe sur R
— f non convexe sur R
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f(x)=x*

£,
f(x)=x?
7/ X
/
/
I

Définition 1.6 (Fonction convexe deux foir différentiable).

Soit C' C R™ non wvide et f : R" — R est dite deux foix diférentiable au
point x* € int(C) s’il existe un vecteur V f(z*) et une matrice symétrique
H(z*) d’ordre (n,n) appelée matrice hessienne, et une fonction o : R™ — R
telles que

Ve € O f(r) = fa )49 f@) (o) 4 (o=t H ) a4 o — 2P (o )

(1.4)
ou :((z*,x — x*) — 0.0n peut écrire la matrice hessienne H(z*)
comme suit :

R P PREY)]
0xr10x7 011073 0x10x,
P P PR
H(l’*>: 81‘2’81‘1 61‘2'8$2 o 81‘281'”
Pra) PIe) PLE)
L 02,01 0,01, 0,01, ]

¢ La matrice H(z*) est dite semi-définie positive si

Vo € R : " H(z*)z >0

¢ La matrice H(z2*) est dite définie positive si

Ve € R 2 £0: 2" H(z")z > 0
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Théoréme 1.1 soit H(x*) la matrice hessienne, on note par {o;} ses

valeurs propres ( réelles ) on a les équivalences suivantes :

i=1...n

¢ Ha*)>0<=0,>0
¢ Hz*)>0<=0,>0

1.2 Conditions d’optimalité des problémes de
minimisation sans contraintes :

Considérons le probléme d’optimisatin sans contraintes (P)

(P)  min f(z)

TER™
ol f:R" — R

1.2.1 Minima locaux et globaux

Définition 1.7 1) z* € R" est un minimum local de (P) si et seulement
st il existe un voisinage V.(x*) tel que

f(z*) < f(x) : Vo € Vo(x¥) (1.5)

2) z* € R" est un minimum local strict de (P) si et seulement si il existe
un voisinage V.(x*) tel que

f(z*) < f(x) : Vo e Vo(a¥),x # ™ (1.6)
3) x* € R™ est un minimum global de (P) si et seulement si

flz*) < f(x): Yz e R" (1.7)

Remarque 1.1 Dans le cas d’une fonction objectif conveze, il n’y a pas de
distinction entre minimum local et global : tout minimum local est également
global, comme [’établit le théoréme suivant.
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Sans contrainte

f(x)y,
munim3 locaux |
nummum local strct l
| mmmum global strict
>
X
[
[
I|
1
."A\_ | \
[\ |
| \
\ |
, .-'I S I|
-, |
floct--9/ |/
| W/
I
I
1 \ I
w
] ’
i i
1
i i
zloe Tq

Fic. 1.1 — Optimum global et optimum local

Théoréme 1.2 . Soit f : R" — R une fonction convexe définie sur l’en-
semble convere X. Alors, tout minimum local de [ est également un mini-
mum global. St f est strictement convexe, alors il existe au plus un minimum

global de f



CHAPITRE 1. OPTIMISATION SANS CONTRAINTE

1.3 Direction de descente

Principes généraux : Considérons le probléme d’optmisation sans contraintes]

(P) : (P) min f(z),
T€eR™

ou'f : R" — R est supposé réguliére.

On note aussi Vf(x) et V>f(z) le gradient et le hessien de f en x pour
le produit scalaire euclidien sur R".

On s’intéresse ici a une classe d’algorithmes qui sont fondés sur la notion
de direction de descente.

Définition 1.8 Soit d un vecteur non nul de R". On dit que d est une
direction de descente de f en x € R" s

Vf(z)'d <o0. (1.9)

Ou encore que d fait avec l'opposé du gradient —V f(x) un angle 6 strictement
plus petit que 90° :

~Vf(x)r.d . [0 W[.

VTl < 2 (1.10)

0 = arccos '3

L’ensemble des directions de descente de f en x est le demi espace suz’vant{d eR":Vf(x)l.d< 0}
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demi-espace des dir

de desoente de fenx
||-lll-|

b _|‘ = ronstante

F1a. 1.3 — Demi-espace des directions de descente d de f en .

On voit que si d est une direction de descente, f(z + ad) < f(z), pour
tout a > 0 suffisamment petit, et donc que f décroit strictement dans la
direction d. De telles directions sont intéressantes en optimisation car, pour
faire décroitre f, il suffit de faire un déplacement le long de d. Les méthodes
a directions de descentes utilisent cette idée pour minimiser une fonction .
Elles construisent la suite des itérés {x;},~, , approchant une solution x;, du
probléme (1.1) par la récurrence : -

Tpy1 = T + agdg, pour k > 1
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Ou oy est appelé le pas et di la direction de descente de f en z;.Pour
définir une direction de descente il faut donc spécifier deux choses :

¢ dire comment la direction dj, est calculée, la maniére de procéder donne
le nom a l'algorithme;

¢ dire comment on détermine le pas ay, c’est ce que I'on appelle la re-
cherche linéaire.

Remarque 1.2 Par la suite l’angle 0, entre la direction dy, et —g jouera un
role important dans le processus de la convergence. Pour 0 on a la relation
classique suivante :—gi dy, = || gzl ||dx || cos 0y

Définition 1.9 Soit f: 2 CR" — R, 2" € R" ,d € R" est une direction
de déscente au point x* si et seulement si il existe o > 0 tel que

fE*+ad) < f(z*): Yae]0,0], (1.11)

donnons maintenant une condition suffisante pour que soit d une direction
de déscente.

Théoréme 1.3 Soit f : R" — R différentiable au point x* € R™ et d € R"
une direction vérifiant la condition suivante :

(et d) =V ()" .d<o0.
Alors d est une direction de déscente au point x*.
Proof. f est différentiable au pointa*.Donc
fa+ad) = f (@) +aVf (@) d+alld| ¢ (", d),

avec ( (z*,d) — 0 ceci implique que

a—0

¥ (o) i L 0D = F ()

a—0 o

=Vf ()" .d<0. (1.12)

La limite étant strictement négative, alors il existe un voisinage de zéro V(0)

tel que
f&" + ad) — [ (27)
a

<0, Ya € V(0). (1.13)

La relation (1.11) est particulierement vraie pour tout a € |—d,+4d[. On
obtient le résultat cherché en multipliant la relation (1.11) par & >0 =

10
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Algorithme (méthode a directions de descente- une itération)

Etape 0 :(initialisation)
On suppose qu’au début de 'itération k, on dispose d’un itéré x; €

R?’Z
Etapel :
Test d’arrét : si ||V f(zg)]| =~ 0, arrét de Ialgorithme ;
Etape2 :
Choix d’une direction de descente d;, € R";
Etape3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas a, > 0 le long de dj, de maniére
a "faire décroitre f suffisamment" ;
Etape4 :
Si la recherche linéaire réussie xy1 = o) + apdy;
remplacer k par k£ + 1 et aller a ’étape 1.

1.3.1 Schéma général des algorithmes d’optimisation
sans contraintes

Schéma général des algorithmes d’optimisation sans contraintes
Supposons que d soit une direction de déscente au point x.Ceci nous
permet de considérer le point x4, successeur de zy, de la maniére suivante :

Thy1 = Tk + Oékdk, o € ]0, +(5[

Vu la définition de direction de déscente,on est assuré que

f(@ri1) = fon + ardy) < f(x).

Un bon choix de dy et ap permet ainsi de construire une multitude d’algo-
rithme d’optimisation.

Exemple de choix de direction de descente :

Par exemple si on choisit d, = —V f(zy) et si V f(x) # 0, on obtient la
méthode du gradient. Dans le cas dy = —(H(x3)) "V f(x), on obtient La
méthode de Newton, ot la matrice hessienne H(xy) est définie positive.

Exemple de choix de pas oy, :

On choisit en général o, de fagon optimale, c’est a dire que «y, doit vérifier

f((Ek + akdk) < f(xk + Oédk) Vo € [0, +OO[.

En d’autres temps on est ramené a étudier & chaque itération un probléme
de minimisation d’une variable réelle.C’est ce qu’on appélle recherche linéaire

11
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1.3.2 Conditions nécéssaires d’optimalité

Etant donné un vecteur z*, nous souhaiterions étre capables de détermi-
ner si ce vecteur est un minimum local ou global de (P). La propriété de
différentiabilité de f fournit une premiére maniére de caractériser une solu-
tion optimale. Enoncons tout d’abord un théoréme, pour établir une premiere
condition nécéssaire d’optimalité.

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 1.4 Soit f: R" — R différentiable au point x* € R™.5i x* est
un minimum local de (P), alors V f(z*) = 0.

Proof. C’est une conségence directe du théoréme (1.2) .En effet, suppo-
sons que V f(z*) # 0. Puisque la direction d = —V f(z*) est une direction de
descente, alors il existe § > 0 tel que :

flz* +ad) < f(z¥) : Va €10, 9].

Ceci est contradiction avec le fait que z* est une solution optimale locale de

(P). m

Remarque 1.3 si f est convexe, la condition nécéssaire du premier ordre
est également suffisante pour que x* soit un minimum global. Dans le cas ot
f est deux fois différentiable, une autre condition nécéssaire est donnée par le
théoréme (1.5). Elle est appelée condition nécéssaire du second ordre car elle
fait intervenir la matrice hessienne de f (que nous noterons V2 f(x), dont
les éléments sont ses secondes dérivées partielles).

Conditions nécéssaires d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.5  Soit f : R" — R deux fois différentiable au point z* €
R™.Si x* est un minimum local de (P), alors V f(z*) =0 et H(x*) est semi
définie positive.

Proof. Soit x € R™ quelconque, étant f deux foix différentiable au point
x*, on aura pour tout o # 0

flz* +ax) = f(z*) + %()zQxTH(x*)x +a?||z|)* ¢(a*, az), ((z*,ax) — 0.

a—0
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Ceci implique

Sl ron) S0 Lot + ol (et van). (114

x* est un optimum local, il existe alors § > 0 tel que

fla® + o) — f(a")

a2

>0, VYo € =6, +4].

Si on prend en considération (1.12) et on passe a la limite quand o« — 0,
a # 0,on obtient :

vTH(x*)z >0, Ve € R".

1.3.3 Conditions suffisantes d’optimalité

Les conditions données précédemment sont nécéssaires (si f n’est pas
convexe), c¢’est-a-dire qu’elles doivent étre satisfaites pour tout minimum lo-
cal ; cependant, tout vecteur vérifiant ces conditions n’est pas nécessairement
un minimum local. Le théoréme (1.5) établit une condition suffisante pour
qu’un vecteur soit un minimum local, si f est deux fois différentiable.

Condition suffisante d’optimalité du second ordre

Théoréme 1.6 Soient f : R" — R deux fois différentiable au point x* €
R™. Si Vf(xz*) =0 et H(z*) est définie positive, alors z* est un minimum
local strict de (P).

Remarque 1.4 La matrice H est définie positive ssi toutes ses valeurs propred
sont positives
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CHAPITRE 2. RECHERCHE LINEAIRE EXACTE ET
INEXACTE

Chapitre 2

Recherche linéaire exacte et
inexacte

2.1 Recherche linéaire

2.1.1 Introduction

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes P.

(P): minf(x). (2.1)
ou f:R" — R.

Les algorithmes qu’on étudie par la suite suivent les schémas généraux
suivants.
Tl = Ty + Oékdk (22)

ol ¢y, est solution optimale du probléme d’optimisation unidimensionnel sui-
vant :

min f (zp + ady) ,
c’est a’ dire que «y, vérifie
f(xe + ardy) < f (g + adg) ,Ya > 0,

Tk, di sont fixes et la fonction a minimiser est une fonction d’une variable
réelle définie comme suit :

a— (o) = f(zx+ ady) . (2.3)

14
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Il faut noter que dans les probléme d’optimisation sans contraintes on a
besoin de résoudre a chaque Itération xp, un probléme d’optimisation dans
R

Dans ce chapitre nous allons décrire les différentes maniéres de déterminer
un pas oy > 0 le long d’une direction de descente dj.. C’est ce que 'on appeélle
faire de la recherche linéaire.

Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a’ I'optimisa-
tion unidimensionnelle :

» les recherches linéaires exactes.

» les recherches linéaires inexactes.

2.1.2 Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs :

Le premier objectif 4 faire décroitre f suffusamment, et pour cela on
cherche a vérifier I'inégalité :

flre + ardy) < fxr) + “un terme négatif” (2.4)

Le terme négatif joue un role-clé dans la convergence de I’algorithme.

Le second objectif 4 on choisit le pas oy > 0 d’étre trop petit, pour
assurer la convergence d’algorithme au point stationnaire .

Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car I'inégalité (2.4) est
en général satisfaite par des pas aj > Oarbitrairement petit. Or ceci peut
entrainer une “fausse convergence”, c’est-a- dire la convergence des itérés
vers un point non stationnaire,

2.1.3 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente (2.2), nécéssitent
la recherche d’une valeur de a; > 0 optimale ou non, vérfiant :

f(or + ardy) < f(a). (2.5)

Rappellons que si f est différentiable, le pas optimala* peut étre carac-
térisé par

o) < p(a), pour 0 < a < a,
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autrement dit, o* est un minimum local de ¢ qui assure de plus la décrois-
sance de f. En fait, dans la plupart des algorithmes d’optimisation modernes,
on ne fait jamais de recherche linéaire exacte, car trouver o* signifie qu’il va
falloir calculer un grand nombre de fois la fonction ¢, et cela peut étre dis-
suasif du point de vue du temps de calcul. En pratique, on recherche plutot
une valeur de o qui assure une décroissance suffisante de f. Cela conduit a
la notion d’intervalle de sécurité.

2.1.4 Intervalle de sécurité

Définition 2.1 On dit que [a,b] est un intervalle de sécurité s’il permet de
classer les valeurs dea de la fagon suivante :

¢ 5i a <a alors a est considéré trop petit.

¢ 5ib>a > a alors aest satisfaisant.

¢ 5i a > b alors t est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de fagcon numérique sur ¢ les trois conditions
précédentes, ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer a et
b. L’idée est de partir d’un intervalle suffisamment grand pour contenir [a,b],
et d’appliquer une bonne stratégie pour itérativement réduire cet intervalle.

2.1.5 Algorithme de base

Etape O : (initialisation)
a = b = 0,choisir a; > 0, poser k =1 et aller a I’étape 1;
Etape 1 :
Si ay, convient, poser a* = «y, et on s’arréte.
Si «ay est trop petit on prend agi1 = g, bgr1 =0,
et on va a ’étape 2 .
Si «y, est trop grand on prend by, = ag, ari1 = a,
et on va a I’étape 2 .
Etape 2 :
Si by 1 = 0 déterminer oy €lag 1, +00].
Si bry1 # 0 déterminer oy €|akt1, bgrals
remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.
Il faut maintenant préciser quelles sont les relations sur ¢ qui va nous per-
mettre de caractériser les valeurs de a convenables, ainsi que les techniques
utilisées pour réduire I'intervalle.
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2.2 Recherches linéaires "exactes"

Comme on cherche & minimiser f, il semble naturel de chercher a mini-
miser le critére le long de dj. et donc de déterminer le pas a; comme solution
du probléme

e ()

C’est ce que l'on appeélle la régle de Cauchy et le pas déterminé par
cette régle est appelé pas de Cauchy ou pas optimal Dans certains cas, on
préférera le plus petit point stationnaire de ¢ qui fait décroitre par cette
fonction :

ar =inf {a>0: ¢ (a) =0,¢p(a) < p(0)}.

On parle alors de régle de Curry et le pas déterminé par cette regle est
appelé pas de Curry. De maniére un peu imprécise, ces deux régles sont
parfois qualifiées de recherche linéaire exacte. Elles ne sont utilisées que

dans des cas particuliers, par exemple lorsque ¢ est quadratique, la solu-
tion de la recherche linéaire s’obtient de fagon exacte et dans un nombre fini
d’itérations.

2.3 Recherches linéaires inexactes

On considére la situation qui est typique pour 'application de la tech-
nique de recherche linéaire a I'intérieur de la méthode principale multidimen-
sionnelle. Sur une itération k de la derniére méthode nous avons l'itération
courante xp € R” et la direction de recherche d;, € R™ qui est direction de
descente pour notre objectif : f : R” — R

VTf($k>dk < 0.

Le but est de réduire “de facon importante”la valeur de l'objectif par
un pas Ty — Tpr1 = T + aipdi de xp dans la direction di. Pour cela de
nombreux mathématiciens (Armijo[ 9 |, Goldstein, Wolfe| 10], Albaali[11],
Touati-Ahmed[12], Lemaréchal, Fletcher...) ont élaboré plusieurs régles.

Schéma des recherches linéaires inexactes

Elles reviennent a déterminer, par tatonnement un intervalle [a ,b], ou
a* € [a ,b], dans lequel :

o, + apdy) < f(xg).

Le schéma de I’algorithme est donc :
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Algorithme (Schéma général des recherches linéaires inexactes)

Etape 0 : (initialisation)

a1 = by = 0, choisir oy > 0, poser k = 1 et aller & I’étape 1 :

Etape 1:

Si ay, est satisfaisant (suivant un certain critére) : STOP(a* = ay,).

Siay est trop petit (suivant un certain critére) : nouvel intervalle : [ag1 = oy, brr1 = 0] ]

et aller a ’étape 2.

Etape 2 :

Si bry1 = 0 déterminer a1 € Jagy1, +00[.

Si apy1 # 0 déterminer a1 € Jagy1, bria],

remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

I1 nous reste donc a décider selon quel(s) critére(s) est trop petit ou trop
grand ou satisfaisant

2.3.1 Caractérisation de ’intervalle de sécurité
la régle d’Armijo

Une condition naturelle est de demander que f décroisse autant qu’une
portion 6 € ]0,1[ de ce que ferait le modele linéaire de f en xj. Cela conduit
a l'inégalité suivante, parfois appelée condition d’Armijo ou condition de
décroissance linéaire :

Elle est de la forme (2.4), car ¢ devra étre choisi dans |0, 1[. On voit bien
a la figure (2.1) ce que signifie cette condition. Il faut qu’en «ay, la fonction
prenne une valeur plus petite que celle prise par la fonction affine

Reégle d’Armijo

¢ Sip(a) < p(0) +d¢'(0)a, alors o convient.

¢ Sip(a) > p(0) + ¢’ (0)a, alors a est trop grand.
On peut noter que 'on a

o(a) = fxg + ady)

o1(0) = V f ()" d.
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INEXACTE
=3
=%
W@ (0)
b A
\o'(0)

Fiz. 2.1 — La régle d"Armijo

[Algorithme 2.1 (Régle d’Armijo)|
Etape O : (initialisation)
a; = by = 0, choisir t; > 0, wy € |0, 1] poser k = 1 et aller a 'étape

1.
Etape 1 :
Si p(ax) < ©(0) + 69 (0)ay, : STOP (a* = ay).
Si () > @(0) + 69 (0)ay , alors

b1 =0, ap1 = oy et aller a ’étape 2.
Etape 2 :

Si byy1 = 0 déterminer a1 €] agyr, +00 [,

Si byy1 # 0 déterminer a1 €] agi1, bgrals

remplacer k par k + 1 et aller a ’étape 1.

Remarque 2.1

1) En pratique, la constante ¢ est prise trés petite, de maniére a satisfaire
(2.6) le plus facilement possible. Typiquement, § = 10~%.Notons que cette
constante ne doit pas étre adaptée aux données du probléme et donc que 1’on
ne se trouve pas devant un choix de valeur délicat.

1
2) Dans certains algorithmes, il est important de prendre § < §pour que

le pas a4, soit accepté lorsque xj est proche d’une solution.
3) Il est clair d’aprés la figure (2.1) que I'inégalité (2.6) est toujours vérifiée
si ay > 0 est suffisamment petit.
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\a’f_ 0}%

Fic. 2.2 — La régle de Goldestein

w2 '(0)

On a vu qu’il etait dangereux d’accepter des pas trop petits, cela pouvait
conduire a une fausse convergence. Il faut donc un mécanisme supplémen-
taire qui empéche le pas d’étre trop petit. On utilise souvent la technique de
rebroussement due & Armijo [9, 1966] ou celle de Goldstein.

La régle de Goldstein

La régle de Goldstein remédie & cet inconvénient (le pas a4, doit étre trop
petit ). Dans celle-ci, en ajoutant une deuxiéme inégalité a la régle d’ Armijo
on obtient la regle de Goldstein.

f(l’k) + (SOévaf(l'k)dk > f (HZk + Oékdk) > f(l'k) + O'Oévaf(CEk)dk, (28)

ol d et o sont deux constantes vérifiant 0 < § < o < 1, cette inégalité qui
empéche le pas d’étre trop petit.

la régle de Wolf :

La regle de Wolfe fait appel au calcul de @/(t), elle est donc en théorie
plus cotiteuse que la régle de Goldstein. Cependant dans de nombreuses ap-
plications, le calcul du gradient V f(x) représente un faible cott additionnel
en comparaison du cott d’évaluation de f(z), c’est pourquoi cette regle est
tres utilisée.

Nous allons présenter les conditions de Wolfe faibles sur o« > 0 :
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Reégle de wolf faible

f(ae + ady) < f(xx) + 00V fax)" . dy.

avec0<d<o<1.
Pour expliquer ces conditions posons

(@) = 6(0) + (0¢'(0))ar

Reégle de Wolfe faible
¢ Si o) < @(0) + dpr(0)a et pr(a) > opr(0), alors o convient.
¢ Sio(a) > ¢(0) + dpr(0)a, alors « est trop grand.
¢ Si g/(a) < op!(0), alors « est trop petit.
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pas de Wolfe (i)

} ~ /

pente o9 (0)

A

pente m;qp' (D)

Fic. 2.3 — La régle de Wolfe

[Algorithme 2.3 (Régle de Wolfe)|
Etape 0 : (initialisation)
a; = by =0, choisir t; > 06 €]0,1[,0 € ]0,1], poser k = 1 et aller
a I'étape 1.
Etape 1 :
Si ¢(ar) < ¢(0) + 00" (0)ax et ¢'(t) > 0¢'(0) : STOP(a* = ay).
Si ¢(ag) > ¢(0) + d¢'(0)ay , alors
bri1 = ap ,aps 1 = ai, et aller a ’étape 2.
Si ¢'(t) < 0¢'(0) , alors b1 = by , apy1 = ay, et aller a Iétape 2.
Etape 2 :
Si byy1 = 0 déterminer a1 € |agy1, +00[
Si bry1 # 0 déterminer oy €|ags1, bpr1-

Regle de Wolfe Forte On obtient des contraintes plus fortes si I’'on rem-
place (WW2) par

‘Vf(mk + Oédk)Tdk‘ S —an(xk)T.dk

Les (W1) et (W3) sont les conditions de Wolfe fortes. La contrainte (173)
entraine que 0¢'(0) < ¢'(a) < —0¢'(0) c-a-d.¢'(a) n’est pas“trop”
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Remarque 2.2

1) On voit bien que les conditions de Wolfe fortes impliquent les condi-
tions de Wolfe faibles,en effet :

’VTf(l"k + ardp)dy| < =V fay)dy

& oV f(a)dy < VT f(og + ardp)dy < —a V7T f(xy)dy

2) L’existence de valeurs a de vérifiant les conditions de
Wolfe faibles et fortes. est donnée par la Proposition suivante.

Proposition 2.1 .Soit f € C* et d une direction de descente de f en x ,on
suppose que [ est minorée . Alors, si0 < d < o < 1, il existe des intervalles
dans Ry qui vérifient les conditions de Wolfe faibles et fortes.

2.4 Convergence des méthodes a directions

de descente

2.4.1 Condition de Zoutendijk

Dans cette section on va étudier la contribution de la recherche linéaire
inexacte a la convergence des algorithmes a directions de descente. On dit
qu’une régle de recherche

linéaire satisfait la condition de Zoutendigk[13] s’il existe une constante
C > 0 telle que pour tout indice k£ > 1 on ait

flwrm) < flax) = C IV f(p)]|* cos® Oy, (2.10)
ou 0y est 'angle que fait dj, avec —V f(xy), défini par
—V" f () dy
cosl = ———-——
19| Il

Voici comment on se sert de la condition de Zoutendigk.
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Proposition 2.2 Sila suite {x;} générée par un algorithme d’optimisation
vérifie la condition de Zoutendijk (2.10) et si la suite {f(zx)} est minorée,
alors

Z |V f (2x)]|? cos® 0, < oo. (2.11)

k>1

Démonstration
En sommant les inégalités (2.10), on a

l
SV )l co b5 < = (FGon) — Flannn))-

k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constante C’ telle que pour
tout k, f(xr) > C".Il ya des propositions précisent les circonstances dans
les quelles la condition de Zoutendijk (2.10) est vérifie avec les régles de la
recherche linéaire exacte (Cauchy, Curry) et aussi les régles de la recherche li-
néaire inexacte (Armijo, Wolfe).

qui concernant la proposition qui est vérifie la condition de Zoutendijk avec
la regle de Wolfe.

Proposition 2.3 Soit f:R"” — R une fonction contiuvement différentiable
dans un voisinage de Q = {z € R": f(z) < f(x1)}.On considére un algo-
rithme & directions de descente dy, qui génére une suite {x} en utilisant
la recherche linéaire de Wolfe (wl1)-(w?2).

Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout k > 1, la condition
de Zoutendijk (2.10) est vérifiée.

Démonstration
Noton gy = Vf(2;) et grp1 = Vf(zr + ardy).
D’apres (W2)

91{+1dk > Uglicpdk

= (grp1 — o) d > (0 — 1) gLdy
= —(1—0)gidi=(1—0)|gidl
& (1-0)|ghde| < (gh1 — g1)" dy,
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et du fait que f est continement différentiable :
(1—0)|gidi| = (1—0)llgell lldill cos s
< lgrrr — gwll lldll
= (1 —0)llgrllcos O < Lo ||dy]|
1—0
= auldell < 227 i) costl.

en utilisant (wl), on aura :

f(xg + apdy)

b4 La

f
f
f

f(@p) + daggy dy
zp +ady) < f

f(
( x) + Sagld, < f(ar) + |(5agkdk}
(xk—f-adk S f
(
f(

()
) < flag) + 0o |gidy| < fax) — dagy dy
zp +ady) < f(ze) — oo [|gil| [|dil| cos O
et ad) < F) — D g P eos .

On en déduit (2.10).

25



CHAPITRE 3. METHODE DU GRADIENT CONJUGUE :

Chapitre 3

Méthode du gradient conjugué :

3.1 Optimisation quadratique sans contrainte]

3.1.1 définition et théoréme fondamentaux

Soit A est une matrice (n, n) symétrique et définie positive et b € R™.
On

appelle probléeme de minimisation quadratique sans contrainte, le pro-
bléme noté (P)

min {%xTAx — bTJ:} (p)

z€R™

Théoréme 3.1 Le probléme (P) a une solution unique x*. solution du sys-
téme linéaire Ax = b c’est-a-dire que x* vérifié

ot = A" (3.1)

Proof. Considérons f(z) = 327 Az — b"z. notons H(x) la matrice Hes-
sienne de f au point z . Ona m

H(z) = A, ¥z € R (3.2)

Rappelons le théoréeme de ’analyse convexe.

Soit f: S — R C R” convexe. Alors f est convexe sur S si et seulement
si H(z) est semi définie positive pour tout € S De plus si f est strictement
quadratique de la forme
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flz) = %ITAJ} — b

Alors f est strictement convexe si est seulement si H (z) est définie positive
pour tout x € R™ Pour
L 7 T
f(a:)zéx Az —b'x
on a H(z) = A, Vx € R". Par hypothése A est définie positive, donc
L 7 T
f(z) = 57 Az —b'x
est strictement convexe dans R".
Rappelons maintenant ce deuxiéme résultat de I'optimisation convexe.Soit]
S C R™ convexe et ouvert et f : S — R strictement convexe et (P) le pro-
bleme d’optimisation convexe suivant

min f(x) (p)

reR™

Alors z* € R™ est solution optimale de (P) si et seulement si

Vfix*)=0

De plus si z* existe, alors elle est unique. Appliquons ce résultat a notre
probléme.
L 7 T
flx) = 3% Az —b'z
est strictement convexe.
S = R™ est convexe et ouvert. x € R" est solution optimale de (P) si et
seulement si

Vf(z)=0
Or
Vi(x)=Ax —b
Donc
Viz)=0 <= Az —b=0 <= Az =1» (3.3)
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Donc z* solution optimale de (P)si et seulement si z* vérifie

Az =b (3.4)

A étant définie positive,alors A est inversible. Par conséquent x* solution
de (3.4) est donnée par

o= A" (3.5)

Calcul du pas obtenu par une recherche linéaire exacte

A est une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R" et

f(z) = %xTAx — b

considérons le probléme (P)

{min %mTAx — bTx} (p)

zeR™

de la maniére suivante
- On démarre par x; € R™ a l'itération k si on a x;, € R"
- Le successeur zj.; de x; donnée par la relation suivante
Tpp1 = T + apdy,
ou dr € R" est une direction de recherche et «; € R"™ est le pas de
recherche obtenu par une recherche linéaire exacte ou inexacte. Dans le cas
d’une recherche linéaire exacte oy, vérifie

f (o + ardg) = miglf (xr + audy) (3.6)
Notons
gr = V() = Az — b (3.7)

Théoréme 3.2 Soit A est une matrice (n,n) symétrique et définie positive
etbe R" et
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1

flz) = ia:TAx — b
. Considérons le probléme(P)
min f (z) = minleAx — bl (p)
zER™ z€R™ 2

Supposons qu’a l'itération k£ on a une direction d, de descente, c’est &
dire que dj, vérifie

gidy, = (Axy —b)'dy, < 0 (3.8)

soit ap > 0 obtenue par une recherche linéaire exacte c-a-dire que ay
vérifie

f (z + axdy,) = min f (z), + ady,)

a>0
Alors
T
Ir i
L = — 3.9
preuve :considérons
o (ag) = f(xp + ady) (3.10)

Donc a4, est la solution optimale du probléme unidimensionnel suivant

() = ming(a) (3.11)

a>0
A définie positive, Alors

flz) = %xTA:L’ — bz

est strictement convexe sur R.
Par conséquent

¢ (o) = f (21 + ady)

est strictement convexe sur |0, co[ qui est un ouvert convexe.
Donc a4, solution optimale de (3.12) si et seulement «y, vérifie
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o (a) =0
Or
ot (a) = Vf (2 + ady)" dy
A (Ik + Oédk) - b}T dk
AZEk —-b -+ OéAdk]T dk
= [gx + aAdy]" dy
= gf di + ad] Adj,

= |
= |

Donc
ol () =0 <= adi Ady = —g] d,
encore
_ gi .
dE Ady,

Remarque 3.1 Si A n’est pas définie positive mais seulement semi définie
positive, alors f n'est pas strictement conveze, et d} Ady peut étre égale
zéro. Par conséquent oy, ne sera plus définie par (3.9).

3.1.2 Méthode des directions conjuguées
Définitions et propriétés générales

Définition 3.1 Soit A une matrice (n,n) symétrique. Les directions dy,dy, ...dy |
sont dites A conjuguées si on a :

di Ad; =0, 0<i,j<k
Théoréme 3.3 Soit A une matrice (n,n) symétrique et définie positive. Si
les directions dy,dq,...d; avec k < n — 1 ,sont mon nuls et A conjuguées,

alors ils sont linéairement indépendants.

Proof. Supposons que m

Oéod() + Oéldl + ...+ Oékdk =0 (312)

Multiplions ’égalité (3.12) par df A, on obtient
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k
0= Z Oéjd?Adj = Oéjdedj (313)
i,j=0
Or
ajd;FAdj =0 = a5 = 0 (314)

car A est définie positive et par conséquent dJT Ad; > 0 est libre.

L’algorithme de directions conjuguées

Soit A une matrice (n,n) symétrique et définie positive et b € R™. Consi-
dérons le probléme de minimisation quadratique sans contrainte, (P), suivant

1
min {E:z:TA:c — bT:c} p

z€R™

Algorithme des directions conjuguées

a) Initialisation

On se donne zy € R quelconque et dy,dy,...d, 1A, conjuguées, Poser
k=0 et aller a

b) Etape principale

Pour &k >0
Calculez
a = — gi d
a7 Ad,
et

Tpy1 = T + dpoy
Poser £k =k + 1 et aller & b.

3.1.3 Meéthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisés pour résoudre les pro-
blémes d’optimisation non linéaire sans contraintes spécialement les pro-
blémes de grandes tailles . On 'utilise aussi pour résoudre les grands systémes
linéaires

I’idée initiale était de trouver une suite de direction de descente permet-
tant de résoudre le probleme
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min {f (z) : € R"} (p)
Ou f est réguliere (continument différentiable)

— Dans la méthode des directions conjuguées,les directions dy, ...d,,_1, sont
données a ’avance.

— Dans la méthode du gradient conjugué, On démarre d’un point zy € R"

do = —go

=V f(zo)
= ALL'O —b
les directions d, k = 1, .., n—1 sont calculés a chaque itération a l’itération
k
dg = —gr + B_1dr—1

B._, est obtenu de sorte que dj, et A soit conjugués avec les autres vecteurs
dj,i=0,..k—1

En d’autre terme on doit avoir

diAd; =0,i=0,..k—1 (3.15)

Dans I'appellation gradient conjugué, on trouve les deux mots gradient
et conjugué

a) Le mot gradient est utilisé car dj est calculé a partir du gradient au
point x,

b) Le mot conjugué est aussi justifié, car et comme on le verra plus loin,
les directions

{dy}7—, sont A conjugués

Algorithme du gradient conjugué . "cas quadratique"
Principe de P’algorithme

— On démarre d’un point quelconque xy € R”

— Calculez
do = —9o
b— A.’L‘O
_ gd'do
Qo = — P4
Supposons qu’a l'itération k£ on ait
calculer

xp et dp . Ceci nous permettra de

Tq
g = Az — b, oy, = T

O A T T + apdy, g1 = AT — b
k

32
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dpr1 = —Gut1 + Brdi (3.16)

B, est choisi de sorte que

dr  Ady, =0 (3.17)

Puisque

di+1 = — Gr+1 +Bxdk
alors (3.17) donne

(—Gks1 + Bydi)" Ady, =0

Ou encore
Bedf Ady, = g Ady (3.18)
et finalement
T
G Ady,
== 1

Cas quadratique
Soit A une matrice (n,n), symétrique et définie positive. On considére
dans ce paragraphe le probléme (P) suivant

min{f (z): 2z € R"} = {%xTAx — bz 2 € R"} (p)

Algorithme

Algorithme du gradient conjugué. Cas quadratique

1. choisir g € R™

2. Calculez g9 = A x¢g — b, go = 0 stop. sinon poser dy = —gg Poser £k =0

3. Calculez aj, = —

4. Calculez xpy1 = xp + apdy
5. Calculez gxy1 = A 231 —b si gpr1 = 0 stop

T Ad
6.Calculez 3, = gfl%z dkk
7. Calculez dj41 = — gut1 +5,dk
8. Poser k =k + 1 et allez & 3

Cas des fonctions non quadratiques
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On s’intéresse dans cette section a la minimisation d’une fonction f de
R™ dans R non nécessairement quadratique

min{f (z) : z € R"} (3.20)

Les méthodes du gradient conjugué pour réseaux cette probléme sont des
méthodes itératifs de la forme

Thy1 = Tk + Oékdk (321)

Le pas a € R étant déterminé par une recherche linéaire .la direction dj,
est définie par la formule de récurrence suivante (5, € R)

—90 si k=0
A = 3.22
’ {—9 + Bpde—1 st k> 1} (3.22)

Ces méthodes sont des extensions de la méthode du gradient conjugué
linéaire du cas quadratique , si 3, prend l'une des valeurs :

PRP HS QLS DY HCD QFR
kakakvkvﬁkak (3'23)

Remarque 3.2 Dans le cas ou [ n'est pas quadratique on a

PR £ BERE £ B £ BES £ BYY # BLP

Par conséquent, en appliquant ’algorithme du gradient conjugué non qua-
dratique , en utilisant les coefficients /3, , on obtient des suites{x} } . différentes ]
Que se passe t’il si f est quadratique strictement convexe et si «; est

obtenue par une recherche linéaire exacte .
Remarque :Dans le cas quadratique on a vu que :

HS _BPRP_ FR _ pCD __ DY
k+1 — FEk+1 T MEk+1 T FE+1 T ME+1

Algorithme du gradient conjugué non quadratique

Soit f : R™ — R non quadratique et (PNQ) le probléme de minimisation
non quadratique sans contrainte suivant

min{f (z) : x € R"} (PNQ)
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Pour construire ’algorithme du gradient conjugué cas non quadratique
, on peut s’inspirer de ’algorithme du gradient conjugué quadratique établi
au chapitre précédent. Contrairement au cas quadratique , on n’a pas de
matrice A. Par conséquent on n’a pas de direction conjugué comme dans
le cas quadratique , ’algorithme du gradient conjugué cas non quadratique
génére une suite {z}, 5y de la maniére suivante

Thy1 = Tp + apdy,

L’algorithme démarre d’un un point xy € R" quelconque a l'itération k

Supposons qu’on ait le vecteur x € R™ et la direction dy_; . Ceci nous
permet de calculer V f(xy) au lieu g, = Az — b dans le cas quadratique. Pour
avoir xj,1 , on a besoin de calculer ay, et dj calculer de dj

dk == —Vf(.??[()ﬁkfldk_l (324)

On a huit fagon pour calculer 3, _,
HS pPRP pFR DY LS aCD
k-1 k=1 Mk—1 Mk—=1> Mk—1>» k-1

Calculer de oy, :
Ayant obtenu dj, rappelons que «y, vérifie

f (fL’k + ade) = min {f (xk + adk) T € }O, OO[} (325)

Dans le cas ou
f(z)=LtaT Az — b2

2
A symétrique définie positive , aj solution de (3.26) est donne par la

relation suivan

1
" dT Ady,

(3.26)

Dans le cas ou f n’est pas quadratique, o ne peut pas étre calculée par
la form (3.26) . On calcule dans ce cas a4, par d’autre méthode. On utilise par
exemple la méthode du dichotomie ou la méthode de point fixe. Comme on
le verra plus loin , «j peut étre calculée par une recherche linéaire inexacte
d’Armijo ou Goldstien ou Wolfe.

3.1.4  Algorithme du gradient conjugué non quadra-

tique

Algorithme Etape 1
Choisir zg € R™ quelconque et € > 0
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Etape 2 Poser k = 0

Calculer gy = V f(zg) .Poser dy = —gy

Etape 3 Calculez oy, en utilisant une recherche linéaire exacte o inexacte
d’Armijo ou de Goldstien ou de Wolfe Forte

Calculer xp.1 = zp + dray

Etape 4

Si: [Vf(zrm)ll <e

stop,Sinon allez & étape 5

Etape )

Calculez gyy1 = Vf(xky1) Calculez §, par 'une des maniére suivantes

B = kHSOUBk: fRouBk: kPRPOUBkZEgDOUBk: ﬁsou
Br = kDY

Calculez di11 = — grr1 +5,dx
Posez k =k + 1 et allez a I’étape 3
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Chapitre 4

comparaison des performance
d’une nouvelle méthode de
gradient conjugué

4.1 1introdiction

La méthode de gradient conjugué (CG) a joué un role particulier pour
la résolution a grande problémes d’optimisation non linéaire en raison de la
simplicité de leur itération et leurs besoins en mémoire tres faibles. En fait,
la méthode de laC'G est pas parmi les algorithmes d’optimisation les plus
rapides ou plus robuste pour les problémes non linéaires disponibles aujour-
d’hui, mais il reste trés populaire pour les ingénieurs et les mathématiciens
qui sont intéressés a résoudre les grands probléemes .

La méthode non linéaire de gradient conjugué est concu pour résoudre les

probléemes d’optimisation sans contrainte suivant

min {f (z) : x € R"} (4.1)

ou f : R" — R est une fonction non linéaire, lisse dont le gradient est
symbolisée par la fonction ¢ :La formule itérative du la methode de gradient
conjugué est donnée par :

Try1 = Tk + akdk (42)

ol aygest une longueur de pas obtenu par une recherche linéaire unidimen-
sionnelle, et dj. est le sens de la recherche défini par

37



CHAPITRE 4. COMPARAISON DES PERFORMANCE D’UNE
NOUVELLE METHODE DE GRADIENT CONJUGUE

—a1 st k=1 s
d = . 4.3
k { —gr + Brdi—1......51 k > 2, } (43)
ou gr = Vf(xy) ; et B est un scalaire. Il ya au moins six formules pour
B ,qui sont donnés ci-dessous

T _
HS — _ %k (95 = 91-1) Hestenes — Stiefel [1],1952 (4.4)
d_1 (9k — Gr—1)
i Gk
PR = Tk— Fletcher Reeves [2],1964 (4.5)
Jk—19k—1

prp _ 9k (9r — gr-1)
K ==———"—= Polak — Ribiere — Polyak [3,4],1969 (4.6)

=y
91
oD — —di— descenteconjugué. [5] 1987 (4.7)
K—19k—1
T —
LS = —w Liu — Storey [6],1991 (4.8)
k—19k—1
9i 9k
A k Dai — yuan [7],1999 (4.9)

(gk—gr—1)" dp_s

Récemment, Wei et al. [8]a proposé une nouvelle formule

T __lgwll
ﬁwyl . Ik (gk Hgk—lﬂgk_l)
K =

T g 8] (4.10)

la formule WY L a non seulement agréable mais aussi des résultats numé-
riques est globalement convergent avec la recherche linéaire exact et les condi-
tions de recherche lineairé de Grippo — Lucidi [15]la méthode proposée est
globalement convergent. Donc, il est évidemment que la condition suffisante
de descente est important de la méthode WY L. Dans cet section nous allons
montrer que la formule WY L avec la recherche linéaire de Wol fe — Powell
forte posséder la condition suffisante de descente.Les o, vérifient les relations
de wol fe forte suivantes :
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‘9 (71 + akdk)T dk‘ <o |g;7;dk| (4.12)

Oud e (0,3) et oe(s1)

2

4.1.1 La preuve de la condition suffisante de descente

Le théoréme suivant montre que la formule WY L avec la resherche li-
neaire de SW P possédent la condition suffisante de descente

Théoréme 4.1 Supposer que les séquences {gi} et {dp} sont générés par la
méthode de la forme (4.2),(4.3) et (4.10) et le pas ay est déterminée par la
recherche lineaire de Wol f — Powell fort (4.11) et (4.12), si 0 < ; donc la
séquence {dy } possédent la condition suffisante de descente

giedr < —c|lgell” (4.13)

Proof. Nous avons d’abord prouver la propriété de descente de {d;} :Par

(43) m

nous avons gkdy, = — ||gel|* 462 gF di_1 combinant cette équation avec< ’Iléyl) ,nousl
avons
gids _ M(  glan )< gidr _ M( /1SN
lgxlI* =y lgell Ngn-all /)~ flgell* ~ (= 1gxll lgx—l

(4.14)

puisque g7'd; = — || gl||2 < 0 si g1 # 0 ,Supposons maintenant que d;;i =

1,23, .k —1

Sont toutes les directions de descente, Ex: gf'd;, < 0
De 'inégalité de C'auchy — Schwarz, nous obtenons

T
0<1— Tt g (4.15)
9]l lgr—1]
(4.14) et (4.15) en déduire
I d,_ I'd I d_
B P R g LU QO g PSS (4.16)
lgr-all™ " llgell [rsy|
En répétant ce processus et le fait ¢7d; = — ||gx|” ,nous avons
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k-1 ' Ty k—1 .
> @0y < B <94 N (20) (4.17)
=0 ”gk” §=0
puisque
k-1 ' (3] ]
S (20 < 30 (20 = 14
=0 =0
(4.17)peut étre écrite comme
1 I'd
- < Ik < oy (4.18)
1 =20 = gl 1—-20

En faisant la restriction o € (0, }1) nous avons g} dy < 0,Donc par induc-
tion Vk € Ng{'d), < 0 est vérifiée
Maintenant, nous prouvons la propriété suffisante descente de d;, .si o €
(0.4)
SetCZQ—ﬁ puis
0 < ¢ < let (4.18) s’aveére étre

T

d

c—2< % < ¢
llgxl

T4
c—2< Il (4.19)
(Al

1
1—20

= gid, < —c||g;€||2 ouC =-2+
ce qui signifie que (4.13) est vérifiée.

4.1.2 propriétés convergentes

Dans ce paragraphe ,nous allons réintroduire les propriétés de convergence
de la formule (4.10), (4.11) et (4.12)

Les résultats réintroduits sont donnés dans [16 — 19], de sorte que les
preuves de détail sont négligés.

Pour plus de commodité, nous avons d’abord introduire certaines hypo-
theses et des lemmes qui sont souvent utilisés dans les cours de méthodes de
gradient conjugué..

Maintenant nous donnons ’algorithme suivant to d’abord

.Etape 1 :point initiale

x1 € R" e > 0.fixe dy = —g1, si ||g1]| < e alors stop

Etape 2 :Calculer oy, par quelques recherches linéaires

oc=0.0letoc=0.1
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Etape 3 : defnir 41 = @ + apdy, , Si ||grr|| < € alors stop € = 1076

Etape 4 :Calculer 3 par quelques formules et générer djpar (4.3)

Etape 4 :poser K = k + 1,passez a étape 2.

Sur les études de méthodes de gradient conjugué la condition suffisante
descente (4.13)

joue un réle important. Malheureusement,cette condition ne peut étre
satisfaite pour de nombreuses.méthodes de gradient conjugué

Hypothéses A : L’ensemble €2 := {z € R"; f (z) < f (z1)}est borné ou
x1 € R"est le point initial.

Hypothéses B : Dans certains voisinage N de Q) , f (z) est contintiment
différentiable et son gradient est lipschitz continu, c’est-a-dire, pour toutes
x,y € N , il existe une constante L > 0 telle que

lg (z) =g Wl < Lz =yl (4.20)

Lemme 4.1 . Supposons que les hypothéses A et B ont vérifiée. considérer
la méthode sous la forme d’(1.2) et (1.3) ,0u djsatisfait gi d, < 0 , pour

tout k, et oy est obtenu par SWP (4.11) et (4.12) alors,

(9Fd) ?

2
K>1 ||dk||

< 400 (4.21)

Démonstration.
nous avons g3 dj, < 0 pour tout K > 1Nous avons aussi de (4.12) et(4.20)

—(1—0)gidy < (gry1 — gr)" di < Lag ||| (4.22)
—(1-o0) g,{dk

o > (4.23)
Lo dil?

laquelle associant (4.11), nous obtenons

s1—0) (ghdi)’
2
Lol

fxr) = o + axdy) > —dongy di > (4.24)

En outre,apartirde Hypothése(A) nous avons{ f (zy) }est une suite décrois-
sante et a une limite ci-dessous
dans Q , et montre limy_,oo f(zx41) < +00 et (4.24) présente
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o0 > flar) = Jim flosn) = 3 1f@n) = flawa)| 2 0572 Y (ﬁizfﬁi

(4.25)
Nous pouvons conclure que (4.21) est vérifiée.

4.2 Reésultats numériques et discussion

Dans cette section, nous présentons les résultats numériques de notre
méthode proposée basée sur la comparaison avec les méthodesCG de F'R,
PRP,HS,DY ,LS

Ces comparaisons sont basé sur le nombre d’itérations et le temps C' PU.

Nous avons examiné les performances numériques des formules proposées

sur quelques fonctions quadratiques et non quadratique ; Nous avons
considere ||gr|| < 107% comme critére d’arrét.d = 0.01, et ¢ = 0.1 Nous
utilisons la recherche linéaire inexacte et en utilisons matlab 2010

Fonctions testes :

Les résultats numériques ont été obtenus sur les fonctions suivantes :

Problémel :f(x,y) = x?+4y*—4x—8y avec 2o = (0,0),2* = (2,1), f(z*) =}

0

Probléeme2 :f (z,y) = (z — 2)*+(z — 2y)aveczy = (0,0),z* = (2,1), f(z*) =]
0
(z—2)*+(z—

(x+2y—T7)*+ 2z +y—5)?

la fonction f (z,y) = (z + 2y — 7)* + (22 + y — 5) (Bouth function) avec
z*=(1,3), f(z*) =0

application des méthodes de gradients sur fonction quadratique. Nous
testons

les six méthodes GC' suivantes :

PRP,FR,WYL ,DY, CD, LS

La condition d’arrét est ||gx|| < 1076

Dans cette partie, on adopter les notations suivantes :

CPU time : le temps

NI : nombre d’itérations

Il la norme du gradient

4.2.1 Probléme 3 :

Considérons le probéme quadratiqu suivante :
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f(m):x2+4y2—4x—8y:%xT(

i)

4
L

La solution optimal est(2.1)

la méthode du gradient a pas fixe, a pas optimal, puis le gradient conju-
guée pour comparer ces méthode on choisit de démarrer les algorithmes que
désencadrer au point de coordonnée xy = (0,0)

Méthode du gradient a pas fixe

Pour tester cette méthode, on pourra choisir par exemple un pas initial

alpha= 0,001, alpha= 0,8 , alpha= 0, 20

Tableau 1 : Résultats numériques de la méthode du gradient & pas fixe

alpha | NI | CPU time | la solution | ||g||
0.001 | 999 | 0.159 (1.72 0.99) | 0.5413
0.8 467 | 0.123 échoué échoué
020 |34 |0.003 (1.99:1) | 9x 107

la Convergence n’est pas assuré dans le cas 2 ou alpha= 0.8 (plus grand)
Dans le troisiéme cas la convergence vers la solution optimal (2.1) est
mieux

Méthode du gradient & pas optimale
9 9k
gt Agi
Tableau 2 : Résultats numériques de la méthode du gradient & pas op-

timale

(exacte)

alpha | NI | CPU time | la solution llgll
0,14705 | 25 0,0087 (1,99:1) [3,7x1077
lalgorithme converge vers le x* = (1,99 1) qui est trés proche du
point optimale détecte théoriquement z* = (2 1)
Méthode du gradient conjugué a pas optimale
ap = g‘?j;k (exacte)
Tableau 3 : Comparaison la performance de la méthode de wyl avec
d’autre
méthode | By |lepas ax | NI | CPU time | la solution
FR 0,1245 0,147 2 0,00147 (2,1)
PRP | 0,1245 0,147 2 0,00120 (2,1)
wyl 0,1245 0,147 2 0,001 (2,1)
HS 0,1245 0,147 2 0.03 (2,1)
DY 0,1245 0,147 2 0.002 (2,1)
CcD 0,1245 0,147 2 0.002 (2,1)
LS 0,1245 0,147 2 0.0021 (2,1)
Remarque 4.1 Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte on a
vu que fi" = Bt = B0 = B” = Br”
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Probléme:Le minimum de la fonction f(z,y) = (x — 2)* + (z — 2y)?
correspondant au point du coordonn a (2, 1)
Le gradient de cette fonction ce calcul de la maniére suivante :

w:4(g;_2)3+2(x—2y)

0f(z,y)
—— =4 (x—2
oy (z —2y)
La norme du gradient ce calcul de la maniére suivante :
lgll = /9 + 93

gz et g, représentant la composante en x et en y du gradient g
Méthode du gradient a pas fixe

Remarque 4.2 Tableau 4 : résultats numériques pour la fonctionf (z,y)

point initiale xo | le pas | NI | CPU time le min llgll

(—1.50; —0.0175) | 0.01 3674 9.0609 (1.934;0.96) | 9.98 x 10~*

(—1.40; —4.45) | 0.01 | 3686 | 9.0617 | (1.946;0.9673) | 9.99 % 10 *

(—1.65;—0.017) | 0.07 | échoué | 0.01756 échoué

Dans le tableau 4, nous notons que la méthode ne converge pas si le pas est
est trop grand comme dans le troisiéme cas. Généralement lorsque le pas est
fixée, nous avons besoin d’un grand nombre d’itérations, c’est 'inconvénient
de cette méthode

Méthode du gradient conjugué Le programme Matlab pour la mé-
hode du gradient conjugué trouvé a [14]

Résultats numériques pour la fonction : f (z,y) = (z — 2)* + (z — 2y)

xo = (—1,5;—0,5)

La condition d’arrét est ||gx|| < 107°

Tableau 5 : Comparaison la performance de la méthode de WY L avec

d’autre méthode des gradient conjugué

WYL FR PRP HS DY CD
NI 9 36 16 20 36 36
CPU 0.32 1.3864 0.58 0.86 1.43 1.43
Xoptimal | (1.99;1) | (1.96;0.98) | (1.9;0.99) | (1.93;0.97) | (1.95;0.98) | (1.95;0.98)
gl 25%1071 | 954107 | 3.04%107% | 877107 | 9.8%107% | 9.8 1074

La méthode WY L fonctionné mieux que d’autre méthode et converge
rapide

vers la solution optimale. Moins d’itération et moins de temps.

Il est clair que la méthode de WY L est un peut mieux que les autre
méthode Résultats numériques pour la fonction f(z,y) = (v + 2y — 7)% +
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(Bouth Function) WYL Methode x0=[-6 4]

(22 + y — 5)?( Bouth function) avec la méthode du gradient conjugué nous
avons utilisé le

code Matlab [30]

ro = (—6,4) la condition d’arrét est ||gx| < 1076

Tableau 6 : Comparaison la performance de la méthode de WY L avec
d’autres méthodes du gradient conjugué

WYL FR PRP HS ZDY CD LS

NI 41 99 49 échoué | échoué 53 23
CPU 0.1429 0.2448 0.3202 1.0045 | échoué 2.1136 0.9623
Xoptimal (1;3) (1;3) (1;3) (1;3) (1;3)
gl 1.1%1077 | 2.15% 107" | 8.042% 1078 3.48 %1077 | 2.79 % 10

Dans le tableau 6, on note que la méthode wyl est plus rapide que les
autres méthodes

Conclusion 4.2 Dans ce travail, nous avons etudie une nouvelle méthode(WY L)]
du gradient conjugué qui garante la condition suffisante de descente et nous
avons prouvé qu’elle converge globalement vers la solution optimale sous la
recherche linéaire inéxacte Les résultats préliminaires numériques montrent

que la performance de la méthode WY L
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