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Introduction

Historiquement, il y a eu de nombreuses recherches dans le but d’étudier les
systémes de la mécanique quantique déformés car ils ont un impact signifi-
catif sur I'absorption des infinis qui se trouvent dans les théories de champ
standard. Cela a été fait a travers le modeéle de snyder qui indique que
les mesures de la mécanique non commutative peuvent étre dirigées par un
principe d’incertitude généralisée (GUP) [1]. Ainsi, une échelle de longueur
fondamentale a l'ordre de la longueur de planck [2.], ce qui conduit & son
tour a une incertitude minimale non nulle dans la mesure de la position.
Cela était initialement motivé par des géométries non commutatives [3.MR-
Douglas], la relativit¢ doublement restreinte (DSR) [4.], les théories des
cordes[5.S.Capozzielloet la physique des trous noirs [5.].

Le probléme de l'oscillateur harmonique est 'un des sujets qui ont
été récemment étudiés en relation avec le formalisme de longueur minimale.
Ce probléme a d’abord été étudié par Kempf [2] qui a obtenu I’écart exact
des niveaux d’énergie du systéme cause par la longueur minimale dans le cas
unidimensionnel. Plus tard, Chang et al. Ont généralisé ’étude exacte a
des dimensions arbitraires. [6] Le modele de l'oscillateur harmonique peut
décrire parfaitement le mouvement de cyclotron d’un électron dans un piege

de PENNING.

L’oscillateur harmonique est I'un des plus utilisés, parmi les modeéles de
physique fondamentale, dans les études expérimentales pour expliquer le con-
finement car il est caractérisé par des états liés avec 1’énergie résiduelle non-
nulle. , qui explique 'effet de confinement quantique dans le domaine de la
physique nucléaire. Ce systéme posséde une solution analytique et qui est la
“brique de base” pour le développement de modéle plus complexes, notam-
ment pour la description de la dynamique des cristaux, et pour les vibrations
internes de molécules [7].

Depuis longtemps, ’équation de Schrodinger présentée par le physicien
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autrichien Erwin Schrodinger en 1926 a été reconnue comme un outil essentiel
pour I’étude des atomes, les noyaux, les molécules et leurs comportements
spectraux. Pour cela plusieurs efforts ont été déployés pour trouver la solu-
tion exacte (la fonction d’état) de cette équation non relativiste pour divers
potentiels décrivant la nature de liaison ou la nature de vibration des sys-
témes quantiques. Pendant les derniéres années, au niveau d’une échelle mi-
croscopique, beaucoup de chercheurs continuent d’étudier cette fascinante
équation ayant une large application sur plusieurs domaines de physique
théorique.

Le but de ce travail est de résoudre exactement 1’oscillateur de Schrodinger
unidimensionnel et D- dimension dans I’espace déformé obéissant & ’algébre
de Snyder-de Sitter qui donne lieu & ’apparition de I'incertitude minimale en
position ainsi que dans impulsion et aussi et en déduit les fonctions d’onde
normalisées et les spectre d’énergie. En régime de températures élevées

Dans ce mémoire, aprés une introduction générale nous avons articulé
I’essentiel de notre travail sur trois chapitres:

Le premier chapitre, est considéré comme un bref rappel sur rappelle sur
I’Oscillateur harmonique en mécanique quantique et ’équation de Schrodinger
dans 'espace ordinaire des positions .

Le deuxiéme chapitre est concentré sur la résolution exacte de I’équation
de dimensions arbitraires de ’oscillateur harmonique de Schrodinger avec une
relation d’incertitude de longueur minimale

Le troisieme chapitre est consacré a une étude explicite des systemes en
question qui ont décrit par les mémes équations des mouvements du chapitre
précédent dans le cadre de la mécanique quantique déformée via le modele
de Snyder.

A la fin on termine notre travail par une conclusion générale.



Chapter 1

Rappelle sur ’Oscillateur
harmonique
en mécanique quantique

1.1 Longueur minimal

Des études récentes en théorie des cordes et en théorie de la gravitation quan-
tique proposent des petites corrections la relation d’incertitude de Heisenberg
qui impliquent une incertitude minimale non nulle (Az)_. sur la position
correspondant cette longueur élémentaire[2]

min

.Cette incertitude minimale peut étre vue comme étant une conséquence
du caracteére "flou" (fuzzy) de 'espace temps des échelles de distances de lor-
dre de la longueur de Planck [ = 1073*m , ou aussi comme une limite naturelle
exprimant la nature non ponctuelle des particules élémentaires . En effet |
le caractére ponctuel des particules est un postulat de base en mécanique
quantique 'une des conséquences fondamentales, qui en découle est la local-
isabilité des particules : des énergies suffisamment grandes, la position d’une
particule peut etre mesurée avec une incertitude arbitrairement petite.Ceci
est traduit par la relation d’incertitude de Heisenberg habituelle . En fait,
cette description est idéaliste ; une relation d’incertitude généralisée, menant
une incertitude minimale non nulle, serait plus proche de la réalité physique.
Cest ce dernier point qui a poussé les physiciens ces derniéres années sin-
téresser cette notion de longueur élémentaire en essayant de I'introduire dans
le traitement des problémes physiques, en mécanique quantique, via des cor-
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rections aux relations de commutation canoniques. Le formalisme général de
cette nouvelle algébre de Heisenberg modiée a été étudié par Kempf et ses
collaborateurs . Dans la section qui suit, nous allons présenter une approche
qui généralise le principe d’incertitude de Heisenberg en tenant compte de
cette notion de longueur élémentaire.[8]

1.2 L’algébre de Heisenberg modifiée a une
dimension

Nous dans ce chapiter,nous considérans les relations de commutation entre
les opérateurs de position et d’impulsion:

(X, P] = h (14 Bp%) (1.1)

Ou [ est un parameétre positif. Cette relation de commutation déformée
conduit au principe d’incertitude généralisée suivant:

(82) (8p) > & [1+ 5 ()] (1.2

ce qui implique 'existence d’une incertitude minimale non nulle:

Une représentation explicite des opérateurs de position et de la quantité
de mouvement obéissant la relation (3.1.2) est donnée par:

r = h [(1+Bp2)(%+7p},P:p (1.4)

Ou v est une constante arbitraire . Son choix détermine uniquement la
fonction de poids dans la dénition du produit scalaire donnée par:

ww= [ ) (15)

o (14 8p%)' 7
Dans la suite, nous allons définir v = 0 an de simplier les calculs.Une
conséquence fondamentale de la longueur minimale est la perte de la notion
de localisation dans I’espace
de position depuis coordonnées spatiales ne peuvent plus étre calculés avec
précision plus que(Ax)min- [9]
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1.3 Le modéle quantique de Snyder:

Dans l’espace de Snyder, les relations de commutation entre les opérateurs
de position T; et les opérateurs de moment p; sont écrites comme suit :

Ewg | =By [Beni] =0 L [EE] = (8 + 8% (16)

Etude de quelques équations phénomenes physiques sous les relations d’incertitude
de la langueur minimale

D’apres ces relations de commutation déformées, il est facile de voir qu’ils
peuvent étre réalisés en introduisant des opérateurs auxiliaires I; et p;
obéissant & des relations de commutation canoniques comme.

F= V1= P Xy, B+ e (1.7)
V1- 3P

—~2
Le spectre de p; doit étre limité par Pr < %
Ou ces opérateurs quantiques vérifient la relation d’incertitude de Heisen-
berg suivante :

~ U SR h o~
Ar; A py = 5 ([Zi ,p; DI = 3 (6 + 82 Api A pi+ 82 () ()] (1.8)
ou (p) indique la valeur moyenne.
Dans le cas unidimensionnel, les relations d’incertitude se réduisent a:

h

ATD Bz SHE DD =5 B+ S0P+ A (19)

Ces incertitudes généralisées ont été étudiées de maniére approfondie dans
la référence [16], ou il a été montré qu’elles impliquent l’existence d’une
incertitude de la position minimale, donnée par:

Azy = hBy/1 - 3% (p)* (1.10)

Sa valeur minimale est obtenue lorsque (p) = 0 comme :
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Axo = hf (1.11)

En exploitant (1.10) , nous pouvons définir les opérateurs de position et
de moment agissant sur des fonctions définies dans un espace des moments,
comme :

PO (P) =i (P) = () 30 (P) = it/1 = g (1)

1.4 Oscillateur harmonique classique

Revenons tout d’abord & la mécanique classique. Le premier exemple de
l'oscillateur harmonique qui nous est enseigné est celui du mouvement d’une
masse m suspendue & un ressort de raideur K et écartée d'une longueur x
par rapport & sa position d’équilibre.

On sait qu’elle est soumise & une force de rappel :

f=—-Kuzx (1.15)

force qui dérive d’un potentiel dit parabolique :

* 1
:/ Kxdr = §K;1:2 (1.16)
0

L’équation de la dynamique s’écrit sous la forme générale ( E énergie
totale) :

1 1
§mv2 + §Kx2 =F (1.17)

Dont la solution est de la forme :

xr = xgcoswt (1.18)

s E e fE w

L’amplitude peut varier, la particule (autrement dit la masse suspendue
au ressort) oscillant entre— x( et + xg avec la fréquence constante :

Avec :
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LS (1.20)
V= — — .
2V m

1.5 Mouvement élémentaire en mécanique quan-
tique

1.5.1 Forme générale

Nous admettons que ’onde associée & une particule est une onde stationnaire:

W = 1)y (x) sinwt (1.21)
dont la pulsation est liée a ’énergie par :
E=hw (1.22)
et dont le carré de I'amplitude représente la probabilité de présence :

dP = |4 (z)* da (1.23)

dP étant la probabilité de trouver la particule dans le segment dzx.
Cette fonction 1) est solution de I’équation de Schrodinger qui s’écrit
(hypotheses d’une dimension et d’un potentiel parabolique) :

d*p  2m 1
E — Z K2 — 1.24
a t h2( 2 x)w 0 (124)

Cette solution doit nécessairement conduire & (normalisation) :
+oo
/ [ ()|* de = 1 (1.25)
—00

On cherche alors une solution de la forme :

¥ (z) = y () exp (az?) (1.25)

« est une constante arbitraire que nous saurons habilement choisir.
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1.6 L’équation de Schrodinger

Pour obtenir ’équation de Schrédinger prenons la formule de 'onde plant de
De Broglie:

W (r,t) = Ae~ (=7 F) (1.27)

Et on utilise les définitions suivantes de 1’énergie et le vecteur d’onde:

E = hw (1.28)
Et
P
K = - (1.29)

On remplace ces relation dans 1’équation de la fonction d’onde(1.27)on
obtient:

7L(Et7p*>r4')

W (r—,t) = Ae z (1.30)
ou
On dérive la relation(1.30) par rapport & r—, premier fois et puis deuxiéme

fois, on obtient:

Y rTt) _ (2) AL () v 6.1) (1.32)

or— h h
ou
0 0 — 0 — 0 - =
a—?:a—?z +8_?j +a—?k:V (133)
2. (7 2 2
0 Qg(%;’t) - —%Aee - —% (7, 1) (1.13) (1.34)
Et
2 2 2 2
00 0 T 9 gy (1.35)
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P = —h2A (1.37)

Dérive la relation (1.30) par rapport au temps, on obtient:

o) (rt)  (—iE\ U (iR .
5 = ( - )Ae = (7) Y (r7,t) (1.38)

o)
E =ih— 1.
Zh&t (1.39)

On a I’énergie totale du systéme quantique est donné par la relation :

E= . +u (7)) (1.40)

Remplace les expressions deE et p? dans cette relation et multiplie par
Y (r—,t) , on trouve:

_R (Tt AGH)

g u (7)Y (7, t) =ih ™ (1.41)
hQA T —’t—'ha Tt 1.42
(=584 () ¥ (7o) = it (7.0 (1.42)
ou
h? -

H = —%A—l—u(r) (1.43)

Alors
Hy (r—,t) = By (7, 1) (1.44)

Cette relation est 1’équation de Schrodinger [10,11].
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1.7 L’oscillateur harmonique de Dirac

L’équation de Dirac, est déja un grand pas, dans 'avancée de la Phyqiue,
puisque les mystérieuses particules quelle décrit, sont présentes dans toutes
les structures de la

matiére, et depuis des lointains milinaires grace a leur stabilité, et qui
transversent les champs de toutes les diciplines. La fabuleuse idée eue par
les physiciens méxcicains, M.Moshinsky et A Szczepaniak dans leur arti-
cle soumis un 8 juin 1989 [12] ne manque pas de génie ni de grandeur,
I’établissement de ’oscillateur harmonique dit de Dirac,

est un succes énorme quion présente dans cette séction de notre travail.
Rappelons dfabord la forme de ’équation linéaire de Dirac

.0
za—zf = apy +mpy (1.45)
ot est le temps et
‘ 0 o I 0
P = —ZV ;= . 0 7/8 — ‘ 0 —_[ ’ (1'46)
o o sont les matrices de pauli qui vérifient la propriété suivante
0,05 = 05 + €10 (1.47)

Maintenant on passe & la substitution,qui est le génie de ce travail et qui
se traduit
comme suit
p — p— imwpr (1.48)

Appliquons cela , directement dans I’équation (1.45), on a

z%—f = o (p — imwpr) + mpB| Y (1.49)

On peut rapidement remarquer, que l'opérateur entre cochet est hermi-
tique, et en
introduisant la fonction d’onde de Dirac comme

= ( 22 > (1.50)



1.7. L’OSCILLATEUR HARMONIQUE DE DIRAC 9

on peut appeler la composante 1);comme composante superieure, et 1,
comme la

composante inférieure du spineur de Dirac.

Et aprés le développement on retrouve, en explicitant d’abord la substi-
tution

LIUIT 0

TmwWr = )
0 —imwr

" (1.51)

en regroupant les formules on obtient

()=

Io‘:

0 a(p+imwr)’+‘m 0 H(%)

o (p — imwr) 0 0 —m (%
(1.52)
ce qui nous permet d’écrire
(E—m)Y, = o(p+imwr)i, (1.53)

(E+m)yy = o(p—imwr)i,

On résout ce systéme, en multipliant la premiére équation par (E + m);
puis utilisons la deuxiéme et la définition (3.3) on obtient I'expression de
I'énergie ayant la forme[13]

(E* —m?) ¢, = [(p2 + mw?r?) — 3hwm — 4m%L.s] Uy (1.54)

ol L = r % p est le moment cinétique orbital, et s = 2o est le moment

2
cinétique
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Chapter 2

Oscillateurs de Schrodinger
avec le modéle
de longueur minimale

2.1 Tloscillateur harmonique en unidimension-
nel

Nous représentons les opérateurs de position et moment dans l’espace de
moment par:

z=ih {(1+5p2)§p+7p (2.1)

P=p (2.2)

Le choix de la constante v détermine la fonction de poids r est donné par
produit:

(f/g) = / (d—pf (n) 9 (») (2.3)

1+ Bp?)

ou

(2.4)

w2

11
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Cette définition assure ’hermiticité de X. Dans ce qui suit, nous garderons
la valeur arbitraire 7 , bien que nous découvrirons finalement que les niveaux
d’énergie ne dépendent pas de la valeur 7 .

L’équation de Schrodinger pour I'oscillateur harmonique avec Hamiltonien
H

Hiy = E (2.5)
et
H = 1mcuZX2 + iP2 (2.6)
2 om )
alors
1mcu2X2 + Lp2 v =FE (2.7)
2 2m

nous calculons X2t comme suit :
nous avons:

X*p = X (X¢) = [’th [(1 + Bp?) 8% + VPH [ih [(1 + Bp?) a% + w} VY (p)]
(2.8)

On remplace les relations (2.1) , (2.2) et (2.8) dans I’équation (2.7) on
obtient la relation suivante :

_mhw{<(1+5p2) 8%>Q+27p<(;;—25p2) a%) —|—’7(6+*y)p2—{—’7}+ U (p) = %\P(p)
mhw
(2.9)

Maintenant pour résoudre 1’équation (2.9) , nous utilisons le changement
suivant dans la variable p

arctan (\/Bp) (2.10)
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Ou l'intervalle de nouveau changement variable est : p € |—o00, +00[ donc

I’equation devient

22 4 (2 9 L ol 2
o () ) (o 153)
o +mhwy}
(2.11)
on definie les paramaters sans dimension par :
e= L k= mhop; 6=1; <=2, (2.12)
m’ ) /B ) hw )
I'equation (2.11) devient :
O o0 L sV S )| v =0 @13)
o¢? c ¢ k2 2 N '
Ou
c =coskf — g—g —ks (2.14)
s =sink — g—z —kc (2.15)
Nous utilisons la transformation suivante :
V(&) = f (s) (2.16)

Ou M\ est une constante & déterminer ultérieurement Grace a cette sub-

stitution , I’équation différentielle pour f (s)
se réduit a la forme suivante

=

(1=5%) £ (5)-(2A+ 1) sf' (5)+ {{ P

jr

5 re=0
(2.17)

1

{Au—1) =

|

La variable est maintenant —1 < s < 1. Notez que

de ’équation. nous fixer \ en faisant disparaitre
le coefficient du terme tangent au carré :

(

5=

ol
B

est éliminé
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AA=1)—==0 (2.18)

La résolution de relation pour A donner:

1 1 1
A=gEy Tt (2.19)

D’apres I'expression (2.16), nous voyons que f (s) doit étre non singulier
a s = =41, doncla bonne valeur de A est:

11
LRI L 9.9
5T V1 (2.20)

Cela simplifie I’équation.(2.17) a

A:

(1= s2) f"(s) — 22+ 1) sf' (s) + (% ~A) f(5) =0 (2.21)

De méme, f(s) doit étre non singulier & s = 1. Nous avons donc besoin

d’une solution polynomiale pour ’equation (2.21).
Cette exigence impose la condition suivante au coefficient de f:

€
" A=n(n+2\) (2.22)

ol m est un entier non négatif [15]. Eq. (2.21) devient

(1=5%) f"(s) = @A+ 1)sf' (s)+n(n+1)f(s)=0 (2.23)

dont la solution est donnée par le polynéme de Gegenbauer

f(s)=Cp(s) (2.24)

Les valeurs propres énergétiques de la condition equation (2.22)

en = k> [n® + (2n 4+ 1) A] (2.25)
=k*(n tntg +(2n+1) 1+Z (2.26)

ou plus explicitement
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(n+ 3 )\/1+L] (2.27)

E, = hw
+ (n? 4+ 1) Bule
].

Ce résultat est en accord avec Kempf [2]. Les fonctions propres de

I’énergie normalisée sont:

n—i—>\
T, (p) = 2T (A ,/ “5 A ( 2.28
2rI’ n+2)\ ( )

ou

¢ =cos/Bp = \/%ﬁpz (2.29)
s =sin+/Bp = ;/fpﬁpQ (2.30)

2.2 Tl’oscillateur harmonique en 1 dimmension
dans le cas ordinaire

Pour la configuration {x},en utilisant le principe de correspondance suivant

E — /Ji%, r—x (2.30)
et 5
e — —h— 2.31
e (2.31)
I'equation.(2.1)devient :
R0 1,
- - 4z = .32
( 5 5 + 5T ) v (x) = By (x) (2.32)

ou

by v = ) (233)

Soit maintenant :
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E, 2
e = 500 =\ Sty (2) = 6 (5) (2:34)
on obtient alors I’équation différentielle :
02 62 B
(-om+2) o) =20 (2.35)

C’est une équation différentielle d’ordre 2 , semblable & I’équation de
Legendre de type :

62 62
220+ {e -2 hom -0 (2:30
avec
= L 2.37

Les solutions globales de cette équation sont

¢ (B) = C1Dy (B) + C2D_,_1 (B) (2.38)

ou D, () est la fonction Hermite : pour que D, () soit une série, la
condition suivante doit étre bien vérifiée

i 0(8) =0 (2.39)
Ainsi,nous obtenons
¢(B) = CiD,8 (2.40)
avec
Dy, (8) = He, (B) = (2.41)
et dont
H,, (8) = 2% H, (V28) (2.42)

Enfin,les solution spropres sont :
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b, (2) = Che 3o H, <f/%x) (2.43)

1
La condition de normalisation Cn se calcu lpar la relation
+oo
Y (z)Y* (r)de =1 (2.45)
soit
2
VA
2= "1 (2.46)
2n

Passons au calcul du parameétre de Fisher dans la configuration {x}.

2.3 Polynomes de Gegenbauer(ou ultras-
phériques)

Intervalle fondamental : [—1,1]. Mesure : du(z) = (1 — 22)* 2dz, a > —1
Normalisation standard (si o # 0) :

I'(n+2a)

G (W) =" (2)

n

(2.47)

Coeflicient An de la relation de récurrence avec cette normalisation :

2(n+2a)

2.48
n+1 ( )
Carré de la norme du polyndéme normalisé :
21—2aF 2
7T (n +2a) (2.49)

n(n+a) T (a))2

Equation différentielle :

(1-2?)y" —(2a—1)zy' +n(n+2a)y =0 (2.50)
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Les premiers de ces polyndémes sont :

cl =1 (2.51)

' = 20z (2.52)

i = —a 420 (14 a) 2° (2.61) (2.53)

Cl = —20(1+ )z + Za (1+a)(2+a)z®(2.62) (2.54)

Les polynomes de Gegenbauer sont un cas particulier (o« = ) des polynomes
de Jacobi

2.4 la constante de normalisation

la solution de I’équation peut étre exprimée en termes de polynomes de
Gegenbeuer [15]

f(u) = RC; (u) (2.55)

ou R est constente de normalisation.
pour déterminer la constente R en appliquant la formule :

/i/%w (p) Y (p)=1 (2~56)

Puis en utilisant ’indentité suivant

w2172 (20 — n)

Jar(—a) ey = TR (2:57)
B 2”*1a2% I'(2v—n) 3
B [n! (n+v) [T (v)]? (2.58)

Nous obtenons pour la fonction d’onde énergétique normalisée I’expression



2.4. LA CONSTANTE DE NORMALISATION

_ 2”_1a§ ['(2v —n) ()
/37 Ln!(n+v) [T ()] "

NG

Y (p),

ou

u = sin kp

v =-coskp

19

(2.59)

(2.60)

(2.61)
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Chapter 3

Solution exacte de ’oscillateur
de Schrodinger

avec ’algébre de Snyder de
Sitter

3.1 Revue de la relation de la mécanique
quantique déformée

Dans le modéle de SdS non relativiste, 1'algebre de Heisenberg déformée dans
le cas tridimensionnel
est défini par la relation de commutation suivante

[XZ', IDZ] =1h (51] + O(lXin + OCQPin + \2/ [e51e%) (XZPJ + X]PZ)) (31)

[, Py] = ih@lfzjkLK (3.3)

Ou ajet agsont de petits parameétres positifs définissant la déformation
provenant de l’algebre de Snyder et l’espace de Sitter respectivement et
€, XiPj désigne les composantes de I’angle operateur de moment satisfaisant
a ’algebre habituelle :

21
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[Lia Xj] = mfz‘ijk (3-4)
[Li, P]] = ihfijkPk (3.5)
L, L;] = &L (3.6)

De la méme maniére que dans la mécanique quantique ordinaire, la re-
lation de commutation (3.1) donne lieu & des incertitudes des relations de
Heisenberg

(7 = (¥a1 (X3) + /a2 (P)) = 0) (3.7)

(3.8)
De son coté la relation(3.2)implique 'apparition d’un longueur minimale
non nulle en position et incertitude de moment :

=R a2(1+7) 2 O51<1+’y)
i 1 + 2«%0&10&27 1 + 2\2/041052

Les opérateurs non commutatifs X; et P; satisfaisant a ’algebre SdS cor-
respondent (3.1) & la relation d’incertitude (3.4)dans ’espace de position
et d'impulsion. Afin d’étudier les problémes de mécanique quantique, nous
représentons ces opérateurs comme des fonctions des opérateurs X;et P;, sat-
isfaisant les relations de commutation canoniques
habituelles de la mécanique quantique ordinaire. Nous écrivonsX; et P; en
fonction de P; et Jp, avec les transformations suivantes et nous utilisons le
terme " moment " pour ces transformations:

(AX;) (AP, = h (3.9)

(9 (0) P
X; = th{/1— PP~ + A3 =2 ————
op a1 /1 —aP?

a1 5 0 p?
P, =1hg]—+/1—aP?— 1= ) —m—m A1
! L (D) a2 8P * ( ) y 1-— OéQP2 (3 )

(3.10)
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Ou p varie dans le domaine —] \2/1672, \2/1072[ et A est une constante réelle

arbitraire.

3.2 Solution exacte de ’oscillateur de Schrédinger
a une dimension

On définit I’équation générale de 'oscillateur harmonique dans un cas unidi-
mensionnel par la forme suivante :

1 1
{§w2X2+%P2}w:Ew (3.12)

Ou m est la masse de la particule, w est la fréquence de l'oscillateur
classique.

En utilisant la relation de commutation (3.1) et la réalisation de ’espace
de moment des operateursX etPNous calculonsX?W¥comme suit :

Nous avons :

0? as [ 14+ asp ay O 9 p?
X2 =X (XU)=—r2{(1—- ) — AN — | —= AN —p— 4+ N2 [
( ) {( Q2p ) op? + o (1 — pp? * alp(?p + a; \ 1 — app? v
(3.13)
Nous calculons P?¥ comme suit :

2 (1 - ap?) 2+ (1- ) /2 (F22) + (1) .
o 2 2
apl+(1-X)" =&

1—agp?

P2 =P (PV) = —K

(3.14)
On remplace les relations(3.13), (3.14)dans I’ “équation(3.12)on obtient la
relation suivante :

2 . .
ar 0 21 0 1hE2 A0 1—AX asp?
—h— (V1 — agp>— — =0
{ < @b (9]9) * \2/6Y1Oé2pap * AN * a0 * Qo 2 te v )
(3.15)
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(8%
(3.16)
avec
= (1—|—2mw2 a—2>,QCz1(’y’y A—1) (3.17)
1
1—X A ih 1hQ)
= Q.e=2mF — ——
1 Qo (OélOéz * \2/041042) © " ALY

Maintenant pour résoudre I’équation(3.16), nous utilisons le changement
suivant dans la variable p :

1
p—p=g arcsin (y/asp) et k = hy/ayy* (3.18)

Ou lintervalle de nouveau changement variable est :p € |—o0, +00[ Donc
I’équation devient

0? 0 9
{8_}92+25tan(kp)8_p — ntan® (kp) —I—»S}@D(p) =0 (3.19)
ou 5
i
5= B —— (3.20)

Nous utilisons la transformation suivante :

¢(p) = (1—u2) 20 £ () (3.21)

Ot u est une constante a déterminer ultérieurement et v = sin (kp). Grace
a cette substitution (3.21)
, Péquation différentielle pour f(u) se réduit a la forme suivante :

(1—u2)aa—;—(2u+1)u%+%—(u—i—%)]f(u):O (3.22)

Ou nous avons choisi :



3.2. SOLUTION EXACTE DE L’OSCILLATEUR DE SCHRODINGER A UNE DIMENSION25

kE\k k?

Afin d’éviter des valeurs propres complexes de &, nous devon imposer la
condition € = 0 pour éliminer la partie imaginaire en (3.12)cela fixe la la
valeur du parameétre arbitraire A:

v(v—1):§(§+1)+ﬁ (3.23)

1
A== (3.24)

yyr mPwiag + oy

Cela ameéne également I’équation différentiel (3.22) a la forme Gegenbauer
[391.S.Gradshteyn | .
(1—u2)a—2—(20+1)u2+n(n+2v) f(u)=0 (3.25)
ou? ou

Ou n et v satisfont les relations:

——v=n(n+2w)et(v—1)= ”:i(ﬂ—m@ (3.26)

k2 k2 k2 \m2wiay + oy

La résolution de la deuxiéme relation pour v donner:

1 4 m2w?
=—|1+{1+—=|——— —mhw 2
YT ( \/ * k? <m2w2a2+a1 " )) (3:27)

D’apres Pexpression(3.14), nous voyons que f(u) doit étre non singulier
a u = +1 , donc la bonne valeur dev est:

1 4 m2w?
=—(1+¢1+=|—F"——mhw 3.28
! 2( +\/ +k2 (m2w2a2+a1 " )) (3:28)

En insérant les expressions de v et € on obtient le spectre d’énergie dé-
formé F,, est :

En = hw (n + 1) \/(a2 + m2w2) <m2£’bzu;2-i-a1 + hzTZQUJz (Oég + m2w2)>+
(n +n+ ) e (OQ + m2w2)
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En raison de la modification de I’algebre de Heisenberg, ces expression du
spectre d’énergie contient un terme de correction supplémentaire provenant
de la déformation et ses valeurs augmente avec les deux paramétres a;et as .
Ici, il convient de noter que, selon la dépendance n? de niveaux d’énergie
qui explique le confinement dans la zone de haute énergie, notre résultat est
similaire aux énergies d’un particule quantique non- relativiste se déplacant
dans un potentiel de
puits carré. La forme de notre spectre d’énergie peut étre testée comme suit:
En utilisant la lim,, o, nous obtenons les mémes résultats que dans le cas
du loscillateur de Schrodinger a une dimension (SchO) avec la présence
d’une longueur minimale equ [13] (avec 8 = s et). Par la suite, lorsque les
parametres déformés sont absents, c’est-a-dire a; = ay = 0, le résultat est
strictement cohérent avec l'oscillateur de Schrédinger ordinaire en 1-dim cad

B, = hw (n + %) (3.30)

3.3 Terme de normalisations

La fonction d’onde ¥(p) compléte doit satisfaire aux exigences suivantes de
normalisation :

¥ (p)=A(1—u?)? ¢ (u) = A (1 — ap®)* ¢ (Jazp) (3.31)
On peut obtenir la constante de normalisation A en appliquant la condi-
tion de normalisation déformée :

/ T o) =1 (3.32)
oo (1= agp?)?

Puis en utilisant I'identité suivante [15] :

" ) 112 (9 & 1
[ et =ToE e e
nous obtenons :
N 2%a] /! (n +v) [ ()] (3.34)

o I'(2v +n)
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Ceci complete la détermination des fonctions d’onde(3.23) Vérifions main-
tenant ces solutions en étudiant les limites oy — 0 et ap — 0 0 & partir
de(3.22). En utilisant les relations suivantes[15] :

. _v ¢ 2 1 . I'v+a)
lim v 2¢2 | 2y\/— | = H,(z), im —————= 3.35
V00 < ’U) /9 ( ) V—00 T (U) ( )

Avec la formule du doublement :

2v—1
NG

Et nous limiter au premier ordre de ((1 — agpg)% = exp (— 5 T’:;;i)) ,IOUS

['(20) =

I ()T (U + %) (3.37) (3.36)

obtenons directement la fonction propre de ’espace de momentum du scho
habituel (sans déformation) :

3.4 Solution exacte de ’oscillateur de Schrédinger
a D- dimensions

On définit ’équation générale de I'oscillateur harmonique & D-dimension par
la forme suivante :

1
{2 2X2+ 5 }¢ Ev (3.37)

En raison de la symétrie rotationnelle de cette équation, nous pouvons
séparer la partie angulaire
et la partie radiale de la fonction d’onde de moment comme suit

G ) =Y ()2 (D) (3.38)

ouym™ sont des harmoniques ultra-sphériques D-dimensionnelles

! Dol
(D—1)--+l2l1
; cela nous permet de faire les remplacements suivants dans ’espace de

moment ([ est le nombre quantique orbital):

= (3.39)

i o2 a? L D-10 I
— p Op p?
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sz > p@p (3.40)

L*=1(1+D-2)1=0,1,2..

En utilisant la dentition de la réalisation d’espace de moment des opéra-
teurs X et P en (3.10) et (3.11), on obtient I’équation suivante dans 1’espace
de moment déformé :

2
h?Slyy* (1 - azpm) + (1 — azp?) (DT§ -5

2ihQ _ masp?
<1/a1a2p8p 1—agp? + 6)

>_ Y(p)=0

(3.41)

o, les expressions de , ) et 7 sont donnée dans(3.12) et € est défini par :
Dih{2

Zaq g

Maintenant, pour résoudre (3.31) nous utilisons la méme transformation
(3.13)du cas 1-dim pour obtenir :

(3.42)

€E=¢& —

F¥aias
(u — mwh) tan? (kp) + ¢

a2

Z+ (k: (D — 1) cot (kp) — ~212_ tan (k )) O k2 (1+ D — 2)cot? (kp) — )0

(3.43)
Afin de simplifier cette équation, nous utilisons les ansatz suivants:

()= (1—-¢)2df(q) (3.44)

Ou p est une constante a déterminer et g = sin (kp)Ce faisant, I’équation
différentiel pour f(q) (3.35) est écrite comme :

204D —1] 0 €
——— |t

82
{(1—q2)a—]ﬂ+{—(2u+2l+D)CI+ . a — (20~ D)u—l}wp

(3.45)
Ou p est choisi pour simplifier cette équation comme:
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u(p—l)—%(lo;)\—mwh) =0 (3.46)

A partir de Pexpression(3.36), nous voyons que f(q) doit étre non singulier
lorsque ¢ = *+1, ce qui implique :

1 4 m2w?
=—(1+¢1+—=|—F——mhw 3.47
a 2( +\/ +k2 (m2w2a2+a1 " )) (3.47)

Nous notons que 1'équation (3.37) posséde trois points singuliers ¢ =
0,1, —1. Afin de réduire cette équation & une classe d’équations différentielles
connues avec une solution polynomiale, nous utilisons un autre changement
dans la variable; nous écrivons z = 2¢2 — 1 et imposons la condition suivante

1€
T — T b 1 = — _—
n.=(n.+a+b+1) 1 L5z
ol n est un entier non négatif (nombre quantique radial) et nous avons
également défini:

(2l — D) p— z] (3.48)

1 D

Maintenant, I’équation différentiel (3.48) se transforme en la forme Jacobi
suivante :

(1—22)@—i-[(b—a)—(a+b—|—2)z]d—g+nr(nr+a+b+1)g(z):0

dz? dz
(3.50)

Les solutions sont données par les polynomiaux de Jacobi g(z) = ple) (2)
et donc la fonction d’onde radiale ¢, ;) (p) est:

01 (1) = N (1= agp?) ® (agp?)? ple? (2a2p2 - 1) (3.51)

Pour déterminer la constante de normalisation N, nous utilisons la con-
dition de normalisation déformé dans I'espace D-dim des fonctions d’onde
radiale :
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7w DpPld
IR ey ) =1 (3.52)
0 (1 — agp?)?

et la relation d’orthogonalité polynomiale de Jacobi[15] :

o \a b [, (ab) 2
1 dy (1= y)*+(1+y)” [P (v)] T nl(a+B+1+420)T (a+B+n, +1)

(3.53)

/+1 w22 (a4, + )T (B+n+1)

donc nous obtenons 1’expression:

a 1
v 208 (nCnap i BT ot ptl+ 57 N (3.54)
/2 DU (n,+p+3H T (n.+1+2) '
Maintenant, pour trouver les énergies, nous substituons les relations (3.34)
et (3.39) dans la condition (3.40)et nous définissons le nombre quantique prin-
cipal n par =2n, + [ , de sorte
que nous obtenons le spectre d’énergie comme suit:

B —nw| 43 \/ (02 + 535) (it + 2252 (00 + 538) )+
| (12 4nD -+ § 1) 2 (o + 52

2 m2w?

(3.55)

L’expression montre que nous avons le méme terme que dans le cas 1-dim
avec un petit offset et une nouvelle correction contenant le nombre quantique
orbital 1; I souléve la dégénération des énergies qui reste, cependant (21 + 1)
. La relation (3.46) montre également que les contributions provenant de la
des déformations augmentent avec la dimension de I’espace D mais diminuent
avec le nombre quantique /. Cette forme du spectre d’énergie peut étre testée

en prenant la limite a; — 0 et as — 0 on obtient le résultat exact du D-dim.
Du ShO sans déformation cad E,, = Aiw (n + %)

3.5 électron dans piége de PENNING

La dépendance n? des niveaux d’énergie de I'oscillateur harmonique, serait
une signature sans erreur des relations de commutation modifiées Eq. (3.1)
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ou (3.2). Meéme si as (a; = 0) était petit, I’écart par rapport a la dépen-
dance n habituelle devrait étre manifeste pour un n suffisamment grand. Le
mouvement cyclotron d’un électron dans un piége de Penning [14] est en
fait un oscillateur harmonique unidimensionnel. En recherchant des change-
ments dans ses niveaux d’énergie, nous pouvons étre en mesure de placer une
contrainte sur az. A Dordre principal dans ay etn, la déviation des niveaux
d’énergie de l'oscillateur harmonique par rapport au canonique hw (n + %)
et donnée par

AFE asmhw
o (2 n? (3.56)
hew 2
qui croit rapidement avecn. Notez que la combinaison de parameétres qui
est contenue par une mesure de % est fmhw . La fréquence cyclotron

d’un électron piégé dans un champ magnétique de force B est (en unités SI)

eB
we = (3.57)
Donc
mehw. = (eh) B = (1.7 x 107%kg*m?/s*/t) B (3.58)

qui est indépendante de la masse d’électrons me. Pour une force de champ
de piégeage
de B = 671, on obtient

mehwe = ehB = (1.0 x 10~%kg*m?/s°) B (3.59)

Méme si nous prévoyons que mesurer avec précision les niveaux d’énergie
pour un trés grand n serait difficile, supposons pour les besoins de I'argumentation
que des écarts aussi
grands que hw, seraient détectables. Alors, I’absence d’un tel écart pour le
n-iéme niveau d’énergie impliquerait

hB
(O‘QZ ) n? <1 (3.40)
2 \ 1  20x10%m?/j2s?
g I A1
@2 = (ehB) n? n? (3:41)

Cela se traduit par
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1 2 1 1. 10~8
oo (2L L5x10Tm (3.42)
N eB ) n? n

comme limite de la longueur minimale, Eq.(1.3), et

1 ehB
2/ 9 —27 _
N >4/ 5" (7.1 x 107*"kg m/s) n = (13ev/c)n (3.43)

pour I’échelle de moment de la chaine. En dehors de la question technique
pour savoir si on peut mesurer avec précision les niveaux d’énergie pourn
grand, nous devons exiger
que n satisfaire

nhw,

MeC?

<<1 (3.44)
pour que notre électron reste non relativiste. Ceci conduit & la contrainte

me®  (mec)” 1o
n << how ~ (em B 10 (3.45)
Cette condition maintient également le rayon du mouvement cyclotron
de ’électron pour étre bien dans la géométrie du piége de Penning. Par con-
séquent, la valeur maximale
den pouvant étre utilisée pour contraindre as serait n ~ 10® si nous au-
torisons une correction relativiste de 10%. Le meilleur limite on ay qui peut
étre atteint sera donc

1
Ay = hy/az <107°m , — > 1G 3.46
x Qg m N ev/c (3.46)

Obtenir une meilleure limite serait difficile car améliorer la limite de /o
d’un ordre de grandeur nécessite d’améliorer la limite de as de deux ordres
de grandeur



Conclusion

Dans ce mémoire, Nous avons étudié, avec un calcul explicite dans la représen-
tation de ’espace de moment 'oscillateur de Schrodinger dans une dimension
arbitraire dans le cadre de la mécanique quantique déformée avec des rela-
tions de commutation Snyder-de Sitter; ces déformations conduisent a une
incertitude minimale non nulle dans la mesure de la position et de I'impulsion
de la particule .

En premier lieu nous avons étudié 1’oscillateur harmonique unidimension-
nel de Schrodinger dans, ’expression exacte des niveaux d’énergie est obtenue
et la fonction d’onde est exprimée avec les polynémes de Gegenbauer. Le
spectre d’énergie associé est trouvé avec une correction supplémentaire a la
normale; cette correction dépend des paramétres de déformation de ’algébre
de Snyder et de I'espace de Sitter.

En second lieu nous avons généralisé la méme étude dans le contexte de la
mécanique quantique déformée par le formalisme de Snyder de Sitter . Dans
ce cas, les solutions exactes sont obtenues en terme de polynomial de Jacobi.
Concernant les niveaux d’énergie associés, nous avons trouvé un terme en
fonction du nombre quantique orbital [ qui était absent dans le cas non dé-
formé.. Finalement, nous avons constaté que 'influence de la déformation de
I’espace due a la modification de I'algebre de Heisenberg standard a provoqué
des changements considérables au niveau de nos résultats.

Ce travail a permis d’ouvrir quelques perspectives théoriques en partic-
ulier I’étude de solution de I’équation de I'oscillateur harmonique de Schrodinger
en présence d'un champ électromagnétique uniforme dans le modéle de Sny-
der de Sitter.
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Résumé:

Dans ce travail on a étudié les effets des relations de commutation de Snyder-de Sitter sur une
particule non relativistes en résolvant analytiquement dans la représentation de 1'espace de
moment l'oscillateur de Schrodinger en dimensions arbitraire. Le spectre exact des états liés et
les fonctions correspondantes des ondes de 1'espace de moment sont obtenus en utilisant des
polynomes de Gegenbauer dans l'espace a une dimension et des polyndmes de Jacobi dans le
cas des dimensions D. Enfin, Nous parlerons également de 1'¢lectron dans un piége penning et
de sa relation avec se systéme.

Mots Clés: Mécanique quantique non relativiste, Equation de Schrodinger, Oscillateur
harmonique, algebre de Snyder-de Sitter
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Abstrat :

In this work the effects of Snyder-de Sitter switching relations on a non-relativistic particle
were investigated by analytically resolving the Schrodinger oscillator in the representation of
the moment space in arbitrary dimensions. The exact spectrum of the related states and the
corresponding functions of the moment space waves are obtained using Gegenbauer
polynomials in the one-dimensional space and Jacobi polynomials in the case of the D-
dimensions. Finally, we will also talk about the electron in a penning trap and its relation with
its system.

Keywords: Non relativistic quantum mechanics ,Schrodinger equation; Harmonic oscillator
Snyder-de Sitter algebra



