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Notation

p : un nombre premier.

F,: le corps p_Z

(.,.): le produit scalaire.

C[n,k,d] : un code de longueur n , de dimension k et de distance minimale d .
Ct : le code orthogonale de C .
H,.(Fy) :  Code de Hamming binaire.
Cn(F2) :  Code cyclique.

G : matrice génératrice .

H :  matrice de controle.

wt(x) : le poids du vecteur .

d(.,.): distance de Hamminyg.

d(C) : distance minimale du code C.

e : nombre d’erreur.

ec - la capacité de correction.

eq . la capacité de détection.

M, (K) : Despace des matrices carrées.



Introduction

La théorie des codes correcteurs d’erreurs, dont 1’origine remonte a la fin des années
40, permet de transmettre de fagon fiable de I'information, codée au moyen de mots binaires
d’une longueur donnée, sur des lignes plus ou moins bruitées. La transmission de I'informa-
tion binaire sur des lignes bruitées présentant un risque d’erreurs variable selon les cas, il
s’agit de trouver un moyen de les corriger a la réception de I'information
En 1948, ClaudeShannon posait la premiere pierre de ce qu’il a appelé une théorie mathématique
de l'information, Dans les années 1940 RichardHamming a reconnu que 1’évolution futur
d’ordinateur requis une plus grande fiabilité. En particulier la capacité a détecter et a corriger
les erreurs, il a crée les codes correcteurs d’une seul erreur (les codes de Hamming ) .
Voyons schématiquement le probleme posé par la transmission sur un canal bruité.

PERTURBATION

SOURCE |—Codage [ oaya  -Decodage pESTINATION |

L’étude de notre présent mémoire est organisée en 3 chapitres :

Le premier chapitre se consacre aux notions fondamental d’algebre en générale, ensuite le
deuxieme qui décrit les codes en blocs en général et des exemples de ces codes qui existent
avec leurs principes de codage et décodage, et enfin, Dans le troisieme chapitre on donne une
caractérisation des codes cycliques. une définition général et des exemple de ce type de code
avec une application sur ce code.
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Chapitre 1

Notions fondamentales d’algebre

1.1 Groupes
Définition 1.1.1 soit G un ensemble non vide muni d’une opération * :

x: GxG —G
(z,y) ——axxy

Alors, on dit que (G ; ) est un groupe si et seulement si :

e x est associative : (x*x y ) *x z =z * (y* z),pour tout x,y,z € G.

e il existe un (unique) élément neutre e € G tel que © % e = e x x = x, pour tout x € G.
o tout élément x € G a un (unique) inverse x= € G tel que x xx™' =7 'x z = e;

Un groupe (G ;) s’appelle abélien si l'opération x commutative :

Vrz,yeG, rxxy=yx*x

Exemple

e (N: 4+ )et (N;.)nesont pas des groupes car 'opposé et 'inverse d'un nombre naturel ne
sont pas des nombres naturels;

o (Z;+),(Q;+), (R;+) et (C; +) sont des groupes abéliens avec élément neutre = zéro 0;

e si on note Z* = Z\{0} (et méme chose pour Q, R et C), 'ensemble (Z*; . ) n’est pas
un groupe, alors que (Q*; . ),(R*; . ) et (C*; . ) sont des groupes abéliens avec élément
neutre = unité 1.

e (Q;.), (R;.)et(C;.)nesont pas des groupes car 0 n’est pas inversible.
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Propriétés immédiates

1) L’élément neutre d’un groupe est unique;
2) Le symétrique d’un élément est unique;
3) Va;b € G, (ab)™ =b"ta! , sila loi est multiplicative (.).

1.1.1 Sous-Groupes

Définition 1.1.2 Soit G un groupe muni d’une loi de composition interne : et soit H un sous
ensemble non-vide de G. On dit que H est un sous-groupe de G lorsque les deux conditions
sutvantes sont vérifiées :

1) H est stable pour la loi : (ce qui signifie x.y € H pour tous z; y € H ),

2) H est stable par passage la linverse (ce qui signifie x=' € H pour tout = € H).

Dans ce cas, la restriction la H de la loi . de G définit une loi de composition interne dans
H, pour laquelle H est lui-méme un groupe.

1.1.2 Sous-groupe engendré par une partie

Définition 1.1.3 Soit X un sous-ensemble d’un groupe G, l'intersection de tous les sous-
groupes de G contenant X est un sous-groupe appelé sous-groupes engendré par X, on le
notera (X).

Il est clair que (X) est le plus petit sous-groupe de G contenant X.

Définition 1.1.4 Un groupe G est monogéne si G admet un unique générateur a € G
d.e,G = (a),
de plus G est fini alors G est cyclique.

1.1.3 Homomorphismes, Isomorphismes de groupes

Proposition 1.1.1 Une application f : G — G’ d’un groupe G dans un groupe G' est un
homomorphisme de groupe si :

V xy € G fzy) = f(a)f(y)

Un homomorphisme de groupes f : G — G’ est dit isomorphisme de groupes si f est bijectif.
Dans ce cas on dit que G et G' sont isomorphes.
Un isomorphisme de G dans lur méme est appelé automorphisme.
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1.2 Anneaux

Définition 1.2.1 soit A ensemble muni de deux opérations +; x : A x A — A telles que :
(A; +) est un groupe abélien, avec élément neutre noté 0 € A et appelle zéro de l’anneau,
o x est associative : (T y)* z = x % (y * z), pour tout x; y € A,
e ['opération x est distributive par rapport la l'opération + :
— (z+y)*x z=1x%z+ yx* zpour tout x; y; z € A.
— Tx(y + 2) = x*y +x % 2 pour tout x; y; z € A.

Un anneau (A ; +; %) s’appelle commutatif si l'opération * est commutative.
Un anneau (A; +; *) s’appelle unitaire si ['opération x a un élément neutre noté 1 € A est
appelé unité de l'anneau.

1.2.1 Sous-Anneaux

Définition 1.2.2 Soit A un anneau. On appelle sous-anneau de A toute partie non-vide B
de A qui vérifie les deux conditions suivantes :
1) B est un sous-groupe du groupe additif A.
2) B est stable par la multiplication de A, c’est-a-dire que l'on a :
xy € B quels que soient x € B ety € B.

Exemple

Pour K =Z;Q;Ret C : les ensembles (K ; +; . ) sont des anneaux commutatifs et unitaires,i.e :
e Silaloi (.) est commutatif, on dit que ’anneau est commutatif.

e Silaloi (.) possede un neutre bilatére, on dit que 'anneau est unitaire.

1.2.2 1Idéaux

Définition 1.2.3 Soit A un anneau et I une partie de A. On dit que I est un idéal a gauche
(resp. a droite) de A si :

a) I est un sous-groupe du groupe additif A.

b) Quel que soit a € A et quel que soit x € I, on a ax € I/(resp.xa € I).

On dit que I est un idéal bilatére ou simplement un idéal de A si I est a la fois un idéal a
gauche et un idéal a droite de A.

Notons que dans un anneau commutatif, tous les idéaux sont bilateres.

Exemple

Dans tout anneau A, les sous-groupes triviaux A et 0 sont des idéaux. Tout idéal de A autre
que A et I'idéal nul 0 s’appelle un idéal propre de A.
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1.2.3 Anneaux quotient

Théoreme 1.2.1 Soient A un anneau et I un idéal bilatére de A.
Alors la relation définie par aRy <= x —y € I est une relation d’équivalence sur
A, compatible avec les deux lois de A. L’ensemble quotient, noté A/I, muni des deuz lois

quotients est un anneau appelé anneau-quotient de A par I.
Si, de plus, A est commutatif, l’anneau A/l est commutatif.

1.2.4 Anneaux integres

Définition 1.2.4 Un élément a d’un anneau A est un diviseur de zéro s’il est non nul et sl
existe b € A non nul tel que : a.b =10

Définition 1.2.5 Un anneauz A est intégre ssi A # {0} et si A n’a pas de diviseur
de zéro , autrement dit si on a :

1.2.5 Homomorphismes d’anneaux

Proposition 1.2.1 Une application f d’un anneau A dans un anneau B est un homomor-
phisme d’anneau ssi :

1) f(lA) =1p

2)V(z,y) € AX A fz+y) = f(z)+ fy)

) V(z,y) e Ax A: f(zy) = f(z).f(y)

Si de plusf est bijective, on dit quef est un isomorphisme d’anneaux.

1.3 Corps

Définition 1.3.1 on appelle corps commutatif tout anneau commutatif unitaire dans lequel
tout élément non-nul est inversible.

En notant,pour tout anneau A commutatif unitaire A*=AN{0}

on a donc :(A corps )<= (U(A)= A*)
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1.3.1 Sous- Corps

Définition 1.3.2 Soit (K, + , . ) est un corps, un sous-corps de K est sous-anneau F' de K
tel que pour tout élément non nul z de F, on a xz=' € F;(F, + , . ) est un corps.

Exemple

L’anneau (Z,+,.) n’est un corps.

e Pour K=Q ;R etC sont des corps commutatif pour les lois usuelles.

e Pour tout entier n > 2 (Z/nZ est un corps)<=> (n est un nombre premier).
On note F,, = Z/nZ; n est un nombre premier.

Tout corps fini est commutatif.

1.4 Espace Vectoriels

Définition 1.4.1 On appelle espace vectoriel sur K, tout ensemble £ muni de deux loi :
1. Une loi interne appelée addition, notée + tel que (E; +) soit un groupe abélien.

2. Une loi externe qui a tout couple (A;z)€ Kx FE fait correspondre un élément de E
noté \.x, cette loi vérifiant les quatre propriétés suivantes :

Vxe £, 1x =x,

V x,y€ B, VA € KA. (x+y)=Ax+\.y,

V x€ E, VA u € K,( A p) x=AXx+pu.x,

V xe B, V\u € K, (Ap).x=\(u.x),

Les éléments de E s’appelle vecteurs, ceux de k scalaires.

1.4.1 Sous-Espace Vectoriels

Proposition 1.4.1 une partie non vide F' d’un k-espace vectoriel E est un sous-espace vec-
toriel de E st seulement st : ¥V x,y € F, VA €k :a+ye€ F et Az € F.
Ou encore ¥ x,y € F, VY \,u € k : Ae+py € F.

Proposition 1.4.2 Soit F' une partie non vide d’un K-espace vectoriel E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) F est un sous-espace vectoriel de E.

2) Ve, y € E.N A, p € K, x+puy € F.

Définition 1.4.2 On dit qu’un systéme fini (z1,x2, ..., x,) de vecteurs d’un K-espace vecto-
riel E est libre si toute combinaison linéaire de x1, T, ..., x, est triviale :
St A1, Ao, ..., N\, € K, tels que 1 Mz + Aoxs + . A\, =0, alors : My == ...= X, =0;
On dit qu’un systéme fini (x1,2s,...,x,) de vecteurs d’un K-espace vectoriel E est lié s’il
n’est pas libre . Ce qui revient a dire qu’il existe des scalaire \i, Ao, ..., A, tous non nuls tels
que

AT+ Aoxy + A2, =0
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Définition 1.4.3 On appelle espace vectoriel de dimension finie tout espace vectoriel en-
gendré par un systeme fini de vecteurs. Dans le cas contraire on dit que [’espace vectoriel est
de dimension infinie.

Un systéeme (x1, T, ..., x,) de vecteurs d'un K-espace vectoriel E est dit base de E

st (x1, X9, ..., x,) est libre et générateur de E.

Exemples

1) Une base de K™ est (1,0, ...,0),(0,1,...,0),...,(0,0, ..., 1) dite une base canonique.
2) Les polynomes 1, x, 22, ..., 2" forment une base de l'espace vectoriel K"[z] des polynomes
de degré inférieur ou égal a n.

Définition 1.4.4 Soient E, E' deux espaces vectoriels sur K et f une application de E dans
E'. On dit que f est linéaire, si :

Df(v+w) = fv) + flw); Yo,weE,

2)f(\) =Af(v), Yve E,VA e K.

Remarque 1.4.1 Pour toute application linéaire f, on a f(0) =0 puis-que [ est un homo-
morphisme de groupes.

1.5 Matrices associées aux application linéaires

Soient E et [E’ deux espaces vectoriels sur K, de dimension n et p respectivement et

[+ E — E’ une application linéaires. Choisissons {(e1, €z, ..., €,) } une base de E et {(e}, €5, ..., €,
une base de E', les images par f des vecteurs ey, s, ..., €, se décomposent sur la base (e}, €5, ..., el :
fler) = aney + aney + ... + ape),

fle2) = aine] + anehy + ... + ape),

f(en) - alnell + a2n6/2 + ...+ apnG;.
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Définition 1.5.1 On appelle matrice de f dans les bases (eq, s, ..., €,), (€], €5, ...,€)) la ma-

trice notée M(f) dont les colonnes sont les composantes des vecteurs f(ey), f(e2), ..., f(en)

dans la base (€}, €, ...,€l)

- €p
11 diz2 ... dip

M(f) _ 921 Q922 ... Qop

Qp1 Ap2 ... App

I1 est claire que la matrice associée a f dépend du choix des bases de E et E'.

Exemples

1) Soit E un espace vectoriel de dimension n finie et idg : E — E Papplication qui associe
x a x ,on considere une base {(e;,i =1,...,n)} de E.

On a:
1 0 ... 0
M(idK) _ o 1 ... 0 s
0O 0 .. 1

Cette matrice est dite la matrice d’'unité de M,,(K) I'espace des matrices carrées.

Définition 1.5.2 Une matrice carrée est une matrice dont le nombre de lignes est égal au
nombre de colonnes. Ce nombre s’appelle l’ordre de la matrice.
Notons M,,(K) l’ensemble des matrices carrée d’ordre n a coefficients dans K

1.5.1 Rappels sur F, = Z/pZ

Soit p un nombre premier. Nous savons que 'anneau Z/pZ des entiers modulo p dans ce cas
est un corps. C’est-a-dire que tout élément non nul de Z/pZ est inversible.
Si on décrit les classes de Z/pZ par leur représentant appartenant a 'intervalle d’entiers :

Z/pZ ={0,1,....,p — 1}.

Alors on voit que tout élément non nul a € F, vérifie a?~! = 1[p]

1.5.2 Le groupe multiplicatif Z/pZ*

Les éléments générateurs

Nous avons vu que lorsque p est premier, le groupe multiplicatif Z/pZ* est égal a Z/pZ — {0},
ce groupe est cyclique, plus précisément .

Théoréme 1.5.1 Soit p un nombre premier. Alors, le groupe multiplicatif Z/pZ* est cy-
clique. c’est-a-dire ce groupe peut étre engendré par un élément générateur ” dit aussi élément
primitif” il existe un élément « tel que :

Z/pZ* = {1,a,0?, ..., a2},



1.5 Matrices associées aux application linéaires 16

1.5.3 Polynome Irréductible

Soit F,[z] I'ensemble des polynomes en x a coefficient dans [, un polynéme g(x) de Fp[x]
est dit irréductible sur I, s’il ne se décompose pas en un produit de polynomes non triviaux,
c’est-a-dire polynomes de degrés strictement positifs de F,[z].

Exemples

Le polynome p(z) = 1 + x + 2% est irréductible sur Fs.
Le polynome f(z) = x + 23 n’est pas irréductible sur Fy car f(z) = z(1 + 22).

1.5.4 Période d’un polynome

Tout polyndéme a une période, est la période d’un polynome irréductible de degré n est 2™ —1.
Tout polynome irréductible sur Fy de degré m divise z' + 1 avec [ = 2™ — 1.

Exemple

3+ x+1divisex" +1oneffet, 22 —1=72"+1= (2 + 22+ 2+ 1)(23 + 2+ 1).

1.5.5 Polynéme primitif

Un polynéme p(x) de degré m est dit primitif si le plus petit entier n pour que g(z) divise
" +1est n=2"—1.



Chapitre 2

Codes,codes linéaires, codes de
Hamming

RichardW esleyHamming, né le 11 février 1915 a Chicago (Illinois) et décédé le 7 janvier 1998
a Monterey (Californie) est un mathématicien célebre a qui on doit les codes deHamming et
la distance de Hamming. Il regut le Prix Turing en 1968.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les codes linéaires sur un corps fini FF,. Méme si I'on ne
s'intéresse ultérieurement qu’aux codes binaires, il est nécessaire de considérer dans certaines
constructions des codes sur des corps finis plus généraux.
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2.1 Code en blocs; distance de Hamming

En général un mot code est x = (x4, ..., x,) € A™ de longueur n ou A est un ensemble appelé
alphabet

I’ensemble des mot de de code forment le code C

pour z € C, si le vecteur transmit =’ on dit qu’il y a erreur, pour corriger I’erreur ou on
cherche un élément dans C qui soit le plus proche de 2’ ¢ C, pour cela on doit faire intervenir
de distance

exemple

le codel S BN ’International Standard BookNumber, ce code est utilise pour le catalogue des
livre dans ce cas le mot de code est de longueur 10

x = (x1,29,....,x10) ou z; € 0,1,2,....;9, x telle que x = 10 & condition : 2110:1 kxy = 0[11]
ISBN : 0-387-54894-7 "Introduction to codage theory de H.var.limit”
(0x1)4+(3%2)+(8x3)+(7x4)+(5x5)+(4x6)+(8xT)+(9x8)+(4x9)+(7x10) = 341 = 0[11]

Définition 2.1.1 soitA un ensemble fini et n un entier naturel n # 0; un code en bloc est
une partie C de A" ; A est appelé alphabet de C, tout élément de Cest dit mot de code
un code C est linéaire si A= {0;1}

2.2 Distance et poids deHamming

Définition 2.2.1 Soit x = (x1, 22, ...,x,) € A", le poids de Hamming de x, noté wt(x) est
égal au nombre de coordonnées non nulles de x.

wt(x) =card{i: 1 <i<njx; #0}
On définit une application :

d: A" x A" — Ry
(z,y) +— d(z,y)

d(x,y) = card{i: /x; # y;} est le nombre d’indice pour lequel les composantes de = et y sont
distinctes.
Cette distance vérifie les propriétés usuelles des distances :
Symétrie : d(z,y) = d(y, )
Positivité : d(x,y) > 0
dz,y) =0 x=y
Inégalité triangulaire : d(z,y) < d(z, z) + d(z,y)
Cet distance est appelée la distance de Hamming.
alors :
d(z,y) =wt(x —y) =card{i: 1 <i<n/x; # vy}
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Le support d’un élément = € A" est I’ensemble des indices i tels que x; # 0.

Le poids de x est donc le cardinal de son support, il faut remarquer que la distance de
Hamming est une vrai distance au sens métrique du terme.

La boule de centre = et de rayon r est par définition I’ensemble :

Bla,r) ={y:y € A"/d(z,y) <r}

On peut remarquer que : y € B(z,r) <=y —x € B(0,r).

exemple

x = (a,b,b);y = (a,c,d) alors d (z,y) =2

Proposition 2.2.1 d est une distance appelé distance de Hamming

preuve

on a d donnée par :
d(z,y) = card{i/z; # y;}

soit z,y € A" telle que :x = (z,x,...,2),y = (Y, Y, ..., y)
1) d(z;y) = 0 car : card{i/z; # x;} =0

2)
d(z;y) = d(y; )
= card{i/z; # y;}
= card{i/y; # x;}

3) soit x,y,z € A"

A = {i/x; =y}
posons : B = {i/y; =z}
C = {i/z; =z}

On va démontrer 'inégalité triangulaire suivant :
d(z;2) < d(z;y) + d(y; 2)

On e C°C (AN B)©
card(C) < card(A) + card(B)
d(w; z) < d(z;) + d(y; 2)

@ Q
LY

ﬁB_C
C AU

Ql b

donc d est une distance de hamming
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Définition 2.2.2 Soit C C A™ un code en bloc et "d” la distance de Hamming, on appelé
distance minimale de C le nombre :

d(C) =min{d(z,y) /z # y;v,y € C}

exemple

soit C = {a,b,c}, tel que : a =(0,1,1,1,0) ,b=(1,0,1,0,1), ¢ =(1,1,0,1,1)
d(a,b) =4

d(a,c) =3
d(b,c)=3
donc d(C) =3

2.3 Deécodage et correction

supposons que x = (x1, X2, ..., T,) € C est transmis en ' = (2,2}, ..., 2} ;' doit appartenir

a C; sinon il y a au moins un erreur, d (x,z’) représente le nombre d’erreurs.
pour retrouver le mot initial x; on cherche un mot de C le plus proche de z’

exemple
C ={a,b,c};oua = (01110),b = (10101),¢ = (11011),

si ' = (10011) est le vecteur transmis
ou calcule d (2',a) ;d (2/,0) ;d (2', c)
C est le plus proche de 2/, donc 2" est décodé par ¢
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d—1
Proposition 2.3.1 Notons e = [——], les boules B(x,e) avec x € C sont deuxr d deux

disjointes, et e est la valeur mazximale du rayon pour cette propriété.

On dit que C détecte d — 1 erreurs et corrige e = [——]

Proposition 2.3.2 soit C un code de longueur n sur [’alphabet A .
on dit que C corrige e erreurs ,si pour tout x € A" il existe au plus un mot ¢ de C tel que
d(z,c)<e
on dit que C est de capacité e, si C corrige e erreurs et ne corrige pas e + 1 erreurs
Proposition 2.3.3 Ccorrige e erreurs <= Ve, € C,c £ ¢,

B(c,e)NB(d,e) =2

tel que B (z,1) ={y € A"/d (z,y) <1} ,est appelée la boule de centre x est de rayon r

preuve

si C ne corrige pas e erreurs;alors o € A™;de,d € C;c # ¢
d(z,c) <ed(x,d) <e<= donc B(c,e)NB(d,e) # &

Proposition 2.3.4 soit C un code de longueur n et de distance minimale d ; alors :
d—1
e=|——
2

x € A" supposons qu’il existe ¢, ¢ € C tel que :

preuve

d(z,c) <eetd(x,d) <e
d(c,d) <d(z,c)+d(z,d)<2e<d

ce qui signifie contradiction car d(c,c) > d, il reste a montre que C ne corrige pas e + 1
erreurs

soient = (x1, Ta, ..., T,) € C,y = (Y1, Y2, ..., Yn) € C tel que d (z,y) =d

on peut supposer x1 # Y1, To # Yo, ..., Tg # Ygq €t ; = y; pour i > d

on pose z = (21, 22, ..., 2n) tel que z = (Y1, ., Ye + 1,2 + 2, .o, g, kg + 1, ...25)

d(z,z) =e+1,d(z,y) =n—(e+1) <e+1=z2¢€ B(r,e+1)NB(y,e+1) donc C ne
corrige pas e + 1 erreurs
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Remarque

si le nombre d’erreurs est inférieur a e alors C corrige les erreurs
si le nombre d’erreurs dépasse e; C ne peut pas corrige les erreurs, car il peut exister plusieurs
élément de C proches de = vecteurs recu

Isométrie

Définition 2.3.1 soit (A", d) un espace de Hamming ,une isométrie de Hamming est une
application :

frAT— A
tel que : ¥V (x,y) € A", d(f (z), f(y) =d(z,y)

exemple

soit o une permutation de o, :

“—(0(11) 0(22) N azln))

soit f: A" — A" définie par f(xy,...,x,) = (xo.(l), - a:a(n)) alors f est une isométrie

2.4 Code équivalents

Deux codes C,C’ C A", sont dit équivalents,s’il existe f une isométrie de A™,
tel que C' = f(C)

Remarque

les propriétés métriques sont conservées par équivalence ,donc deux codes équivalents ont
méme distance minimale don méme capacité de correction

2.5 Code linéaire
soit K un corps fini ag élément ,donc K = [, est commutatif

Définition 2.5.1 Soit K un corps fini et soit n > 0. Le K-espace vectoriel K™ est muni
de la métrigue de Hamming. Un code linéaire est un K-sous-espace de K™. Ses paramétres
sont : sa longueur n, sa dimension , sa distance minimale . Ces deux derniers parametres sont
notés généralement k et d. On dit que le code C est un code n,k,d| ;alors C est de cardinal
¢"; |K|=q
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exemple

1. K=F={0;1}
C = {(xy,m2,23) € K3/21 + 19 + 23 = 0} = 23 = 21 + x5 donc (z1, T, 11 + 29) =
21(1,0,1) + 25 (0,1,1) = C = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,1), (1, 1,0)}
C est [3,2,2]

2. K™; {0} sont codes linéaires triviaux
V={((1,..,1) ={(a,...,a);a € K} code répétition V' = [n, 1,n| code linéaire .

2.5.1 Poids de Hamming

Définition 2.5.2 soit x = (x4, ...,z,) € K" ;on appelle poids de x,le nombre

wt (z) = card{i/xz; # 0} = wt (x) = d (z,0)

on déduit :

- d(z,y) =wt(z—y)
~wt(x)=0&2=0

—wt (\x) =wt (x) , A € K —{0}
—wt (z+y) < wt(z)+ wt(y)

Proposition 2.5.1 La distance minimale d’un code linéaire C est égale au plus petit
poids non nul de ce code :

d(C) = min{wt (x) Jxr € C —{0}}

preuve
posons d =d (C) < d(x,y);Vx #y €C,
a =min{wt (x);x # 0} = a = min{d (x,0) # 0}

alors
d<d(z,0)=d<a (1)

wt (z) =d(x,0),wt (z —y) =d(z,y)

a<uwt(z—y)=>a<d(z,y),Vr,yeC=a<d (2)

donc, de (1) et (2) ona:d=a
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2.6 Matrice génératrice , de controle de parité

On a deux fagons de représenter un code linéaire a ’aide des matrices. Soit en utilisant un
homomorphisme dont le code est 1’espace vectoriel image , on obtient ainsi la notion de ma-
trice génératrice.
Soit on introduit un homomorphisme dont le code est le noyau , on aura ainsi la notion de
matrice controle.

Matrice génératrice

Pour connaitre le code en tant que sous espace , il suffit de lui déterminer une base, celle ci
est le plus souvent représentée sous la forme d’une matrice k x n sur K, la matrice génératrice
du code , dont les lignes sont les vecteurs de cette base.

Pour former un mot de code, on calcule le produit d'un vecteur-ligne (uq,...,ux) et de la
matrice génératrice :

g1 gi12 -~ YGin
(U, ..., ug) = (21, ..., Tk)
gkl 9k2 -+ Gkn

Propriétés

Soit C un code linéaire sur un corps K.

1/ On dit qu’une matrice est une matrice génératrice de C si et seulement si elle est matrice
k x nsur K | avec k < n dont le rang est k.

2/ Un code possede plusieurs matrices génératrices.

3/ Les mots de C sont tout les combinaisons linéaires des lignes d’une matrice génératrice. Si
G est une matrice génératrice de C[n, k, d| sur K , alors :

4/ les matrices génératrices de C sont de la forme A x G, ot A est une matrice carré inversible
k x k sur K.

5/ si ¢y, Ca, ..., ¢, sONt les vecteurs colonnes de G les mots du code C sont tous sous la forme :
my, = ((Ch u>7 <027u>7 sy <cn7 ’LL>),
avec u € K¥ et (.,.) désigne le produit scalaire usuel de K*

Remarque 2.6.1 Soit C un code linéaire [n, k,d] , Uencodage se fait en multipliant le mot
source par la matrice génératrice du code

Définition 2.6.1 Une malrice génératrice d’un code C est normalisée ou canonique si la
matrice formée par les k premiére colonnes est la matrice d’unité : G = [I1| A].
St un code est définit par une matrice génératrice normalisée , on dit que ce code est systématique

Remarque 2.6.2 Tout code linéaire est équivalent a un code linéaire systématique.
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Code dual et matrice de controle

Une autre maniere pour définir un code linéaire est de donner une application linéaire dont
il est le noyau.
On obtient ainsi une matrice H telle que :

Le code dual du code C est son espace orthogonal , on désigne par (.,.) le produit scalaire
usuel : (z,y) = > 2;u;.
i=1

Le code dual du code C est son espace orthogonal :
Ct={y:yeK"/Ve eC, (z.y)}

Une matrice de controle de parité de C est une matrice (n — k) x n génératrice de C*+ .

Remarque

1/ Le dual de C* est C lui méme; (Ct)* =C
2/ Un code est dit auto dual sil est égal a son dual c-a-d : C*+ =C

Proposition 2.6.1 Soit C un code linéaire de matrice génératrice G, supposons que G soit
de la forme dite canonique ou systématique G = [Ix|A], alors une matrice de contréle de
parité est H = [— A" 1,—].

Conséquences

G est une matrice génératrice de C alors :
1/ si H une matrice de controle de parité de C , alors : G'H = 0.

T
2/ ¢1, ..., ¢, colonnes de H, alors : H : =xic1 4+ ... +xp0c, =0

L,
Donc C contient un mot de poids au plus d,ssi 'l existe une combinaison linéaire a coefficients
non-nulles de d colonnes de H qui est elle méme nulle.
3/ Ainsi, un code C est de poids d si et seulement si, il existe d colonnes de sa matrice
de controle de parité linéairement dépendante, tandis que d — 1 colonnes quelconques sont
indépendantes.
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2.7 Les codes de Hamming

Dans ce paragraphe ,on construit une famille des codes qui ont pour propriété de corriger
une erreur.
On travaille dans F%.

Définition 2.7.1 Le code de Hamming est un code linéaire défini par sa matrice de controle
de parité dont les colonnes sont tous les vecteurs de Fs — {0}.

donc on peuz définir le code de Hamming de longueur 28 — 1 par une matrice de contréle
dont les colonnes sont les vecteurs de F§ — {0} ordonnés par l'ordre lexicographique

00 0 .. 1

000 .. 1
H =

011 .. 1

1 01 1

alors :
H € ka(gk_l).

Exemple :
pour k£ = 3, on obtient pour matrice de controle :
0001111 1001 011
H=10110011 ]| doncH=|0101101
1010101 00 1/]01 11
Alors la matrice génératrice est :
1101000
a_ 0110100
1010010
1110001
Alors C = [7,4,3] donc C*+ =[7,3,4] . Le code C est :
C = {(0000000); (1000011); (0100101);
(0001111); (0011001); (0010011);
(0010110); (0110011); (0110111)
(0101111); (1000011); (1011010)
(1110000); (1001100); (1100110);(1111111)}
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Proposition 2.7.1 Pour tout k > 3 , le code de Hamming est de distance minimale égale
a 3.
Par conséquent il est capable de corriger une seule erreur.

Preuve: Supposons x,y deux mots dans code binaire de Hamming , soit H sa matrice de
controle, comme C est un code linéaire alors z —y € C.

Supposons que d(x,y) = 1, alors x — y est un vecteur de la base canonique donc H(x —y) est
un colonne de H , commexz —y # 0 car tous les colonnes de H sont non nulle , mais z —y € C

, alors H(z — y) = 0 contradiction.

Supposons que d(x,y) = 2, alors H(x —y) = 0 si et seulement s’il existe deux colonnes de H
qui sont linéairement dépendants.

Ce n’est pas le cas d’ou d(z,y) > 3, pour tous les mots de code z,y.

Tout matrice de controle d’un code binaire de Hamming aura trois colonnes qui sont linéairement
dépendante , donc en fait des mots de code sont de distance 3 Il

Conséquence

Le code binaire de Hamming est capable de corriger une seul erreur.

2.8 Code équidistant

Définition 2.8.1 Un code C a poids fixe, est un code dont ses mots non nulle ont le méme
poids :
Ve #yeCx#0,y#0,wt(r) = wt(y).

Définition 2.8.2 Un code C équidistant , c’est un code ou la distance entre deur mots
différent est fize :
Ve #ye€C,d(x,y) = fize.

Proposition 2.8.1 Soit C un code linéaire , alors : C est équidistant si et seulement si C est
a poids fize.

Preuve: : Soit C un code linéaire équidistant donc d(z,y) = cst alors :
pour y =0, d(z,0) = c¢st , donc wt(z) = est donc C est a poids fixe.
La réciproque :

Soit C un code linéaire a poids fixe alors :

Ve, y € C,d(z,y) = wt(z — y),

posons z = x —y € C donc wt(z) = cst = d(x, y).

Alors : C est un code a poids fixe.
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Remarque 2.8.1 La proposition (2.8.1) est vrai seulement pour les codes linéaire.
Voici un contre exemple :

C = {x = (110100); y = (001011); 2 = (111000)}

C est un code non linéaire de poids fize wt(z) = wt(y) = wt(z) = 3 mais :
d(xz,y) =6,d(y,z) =4

L’inégalité triangulaire wt(u + v) < wt(u) + wit(v) détient , mais comme ’exemple suivant
montre qu’il est trop faible pour raconter toute I’histoire .

v 0 V1 |V | V3 | V1 + V2 | V1 + V3| U2+ V3| U1+ Vg + U3
wt@) [0 T [ 11| 2 2 2 1

2.8.1 Deécodage par syndrome

Soit C un code linéaire [n, k, d] sur K | Soit H une matrice de controle de C.

Définition 2.8.3 Pour x €¢ K" , x € C <= zHT =0
xHT est appelé Syndrome de x .
On défini une relation d’équivalence dans K" par : 2Ry < (x —y)HT =0;
alors :
rHT = yH? <— (z—y)H' =0
TRy <— x—yecC.

L’ensemble des classes est ol {z + clz € K} , alors : |F| = K" _ g n—k

A
Soit u un représentons de la classe T = x + ¢ de poids minimum , u est appelé le leader de .
Soit {uy,ug, ..., uy } Uensemble des leaders dans K™.

Principe de décodage par syndrome

1/ On détermine les leaders wuy, ug, ..., Up, -
2/ On construit le tableau standard :

leader u; =0 Uy | e U,
syndrome | S(uy) = u H' | S(ug) = ugH' | ... S(t) = upm H'

3/ Soit y € K" le message regu , y affecte au moins de e erreurs.
4/ On calcule S(y) = yHT.

5/ On cherche u; un leader d’une classe de méme syndrome que y.
6/ On décode le mot regu pour z = y — u;.
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Exemple

Soit C un code de longueur 6 de matrice génératrice
100101 11

0100
G=|1010111}|;alosH= 011010 |,
001011 111001
d=3;alorse=1

leader 0 e1 e es ey es eg | estes

syndrome | (000) | (101) | (111) | (011) | (100) | (010) | (001) | (110)

Soit y(011111) un mot regu

1 01
1 11
011
Sy) =yH" = (ouuu1n) | | oo | = (01),
010
0 01
x =1y —u; alors x = (011111) — (001000) = (010111)

Cas ou il y a au plus d’une erreur

Soit C' le mot envoyé et x le mot regu, d(x,c) = nombre d’erreurs.
T — ¢ = Ae;, e; étant un élément de la base canonique.

(x —c)HT = 2HT — cHY = 2 HT = \e;HT car c€ C.

alors :

\e; HT = \e;

tel que : ¢; est la ¢ eme colonne dans H, donc 'erreur est commise dans la ¢ éme colonne

Exemple sur code de Hamming

Soit le code binaire de Hamming , C[7,4, 3].
Soit v = (1001) € T3, soit G’ une matrice génératrice de ce code tel que :

1 000/011
G 01001 01 7
001 0|1 10
00011 11
donc vG = c € C' ,alors :
1 000[0 11
01001 01
vG = (1001) 00 10l110l7 (1001100).
000 1|1 11
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La matrice de controle H qui convient a G est

H =

— = O
_ o =
o~
— =
[en RN eIl
S = O
_ o O

Sachant que le mot requ est x = (0001100), alors on obtient le mot envoyée comme ci dessus :

rH' = (0001100) = (011)

oo R~ R~ O
O R O = O -
—_ 0O = O

7
donc c’est la 1 ere colonne de la matrice de controle H , alors l'erreur est commise a la

premiere position .
Donc le message envoyé est ¢ = (1001)

2.8.2 Les codes ”Maximum Distance Séparable” (M D.S)

Soit C un code linéaire [n, k,d] (i.e. de longueur n, de dimension k et de distance minimale
d) sur un corps fini K. Soient H sa matrice de controle et G sa matrice génératrice. Alors
le rang de H est égal a n — k . Donc il y a au plus n — k colonnes dans H linéairement
indépendantes. Il existe donc dans C des mots de poids n — k + 1. On obtient :

d <n—k+ 1. Cette relation entre les parametres du code C est la borne de Singleton.

Définition 2.8.4 Le code C est dit "maximum distance séparable” est un code M DS

si et seulement sid =n —k+1; i.e. sa matrice de contréle est de rang d — 1 (ou encore sa
matrice génératrice est de rangn —d + 1).

Il est dit M DS trivial lorsque k =1 ou k >n — 1.

Exemple

On peut aisément construire un code M DS trivial binaire de type [n,n—1,2] . Nous donnons
ci-apres un exemple de matrice génératrice pourn = 6 ; la généralisation, pour toute longueur,
est évidente. Le code de matrice génératrice

100 001
01 0O0O01
G=| 001001 est M DS trivial.
000101
000O0T1]1
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Citons les propriétés immédiates de ces codes :
1) C est M DS si et seulement si chaque ensemble de n — k colonnes de sa matrice de parité
H est de rangn — k ;
2) Si C est MDS, alors C+ l'est aussi;

3) C est M DS si et seulement si chaque ensemble de k colonnes de sa matrice génératrice G
est de rang k.

On a certaines informations sur les codes M DS ; ainsi ils constituent une classe de codes
dont on connait la distribution des poids.



Chapitre 3

les codes cycliques

Définition 3.0.5 soit k un corps commutatif fini ,un code linéaire C de longueur n est dit
cyclique si :

(x1;29; 5 p) € C = (Tp;21;..;20-1) €C

Remarque

soit P la matrice de permutation correspondante au cycle (1;2;...;n) alors :

01 0 . 0
0O 0 1 . 0
P=|:
0 00 1
1 00 0
donc
010 . 0
0 01 0
= (x1;..;20,).P=(21;..50,) | *+ = (Tp, T1y ooy Tp1)

0 00 1
1 00 0

C cyclique <=z €C = z.Pc(C

Proposition 3.0.2 soit C un code linéaire de matrice génératrice G et de matrice de controle
H ,alors :

C est cyclique <= GP'H =0
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3.1 Polyndome générateur et polynome de controle

soit C un code cyclique de longueur n et de dimension m sur k

alors il existe un polynéme unitaire unique g de Klz| de degré n — m divisant 2" — 1
telle que : C est l'idéal de éi[i% engendré par @

donc les éléments de C sont des multiples de g(z)mod[z™ — 1]

le polynome g est dit : 7 polynome générateur de C ”

Le polynome h(z) telle que g(z)h(z) = 2™ — 1 est appelé le polynome de controle C.

Réciproquement

Tout polynome g de dégrée n — m ,divisant ™ — 1 est un polynome générateur d’un code
cyclique de longueur n est de dimension m

lemme 1

Chaque élément de R, est représente par une seule polynome de dégrée < n

pour prouver le lemme, on utilise le fait suivant :

Fait ( division avec le reste )

pour tout f(z) € Fy[z], g(x) € F,[z]\{0}, il existe unique Q(z),r(z) € F,[z] tel que :

F(@) = g(2)Q(x) + 1(z) et deg(r(x)) < deg(g(x)) (pent étre r(z) = 0)

Dans ce cas, le polynéme Q(x) est le quotient, et r(z) le reste, de f(x) lorsqu’il est divisé par
g(x).

peur trouver Le quotient et le reste, en utilisant I'algorithme de ”longue division de
polynémes”. Exemple de division longue : diviser z° + 1 par x* + z + 1 dans Fy[z], trouver :

1|22 +ar+1
P4t | P+t +1
241
(L’4—|—$3+(L'2
x?+1

2 4+r+1
X

Donc 2° + 1 = (22 + 2 + 1)Q(z) + r(z) dans Fy[z], avec Q(z) = 2® +2® + 1 et r(z) =z .

cet exemple montre une longue division de polynoémes sur Fy. ( Division par un binaire fixe
polynomial est largement implémenté dans les circuits électroniques au niveau matériel, au
moyen de registres a décalage . Nous verrons bientot pourquoi de telles implémentations sont
nécessaires).
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preuve de lemme

Prenons un élément de R,,, représenté par un polynéme f(z). Alors le méme élément deR,,
est également représenté par le polynomer(z) = f(z) — Q(z)(z™ — 1) ou r(z) est fourni par
Long Division de sorte que deg(r(z)) < n.

Par conséquent. tout élément de R, =F,[z] /(2" — 1) est représenté par un polynéme de
degré < n.

Deux polynomes r; = ry de degré< n ne peuvent pas représenter le méme élément de
mathcal R,,

deg(rl — r2) < n signifie que r; — 5 ne peut pas étre un multiple du polynéme z™ — 1

Lemme (Prange, 1957)

Codes cycliques C C F, , sont les idéaux de 'anneau R,, .

Preuve

Soit C C F}' est un code cyclique. Par définition, C est linéaire, donc est un sous-groupe
additif de R,,.

De plus, xC' C (' parce que C est fermé sous le décalage cyclique. Itérer, nous obtenir
22C = x(2C) C 2C CC,23C C C,..z""'C C C. Depuis 1,x,...,2" ! base de R,, , cela montre
que R,C C C d’ou C est un idéal. Pour classer les codes cycliques dans F' , nous devons
classer les idéaux de R,, . Ceci est fait avec le aide du suivant.

Théoréme 3.1.1 (structure des idéaux de R, )

Si C est un idéal deR,, alors il existe un unique polynéme unitaire g(z) telles queC est
représenté par l'ensemble des multiples de g(x) de degré inférieur an , D’ot C = gR,.

Le polynome g(z) est un diviseur de ™ — 1 dans Fy[z|, tel que F,[x].

preuve

(Ezistence de g(z)), soit g(x) € F,[x] est un polynéme non nul de degré inférieur qui
représente un élément de C. Faire g(z) unitaire en le divisant par son coefficient.

Tous les multiples de g(x) représentent les éléments de C ; car C est un idéal. Réciproquement,
si f(x) représente un élément de C, on écrit r(z) = f(x) — g(z)Q(z) ol deg r(x) < deg g(x).
De sorte que r(z) représente également un élément de C. Mais g(x) a degré inférieur parmi
les polynomes non nuls avec cette propriété, d’ou r(z) =0 et f(z) = g(z)Q(z).

Nous avons prouvé que tous les polynomes qui représentent les éléments de C sont des mul-
tiples de g(z).

On a deux conclusions :

2™ — 1 est un multiple de g(x). Deuxiémement, par le Lemme 1 chaque élément de C est
représenté par un multiple de g(z) de degré<n.

Unicité de g(x) : soit un autre polynome g;(z) avec ces propriétés doit étre un multiple de
g(x) et g(x) doit étre un multiple de g;(z), donc, les deux polynémes sont unitaires,

alors ¢1(x) = g(z).



3.2 matrice génératrice et matrice de controle pour un code cyclique 35

Remarque

pour déterminer les codes cycliques de longueur n;il suffit de déterminer les polynomes de
degré n — m divisant ™ — 1

dimC =n —deg(g) =n—(n—m) =m

Proposition 3.1.1 soit C un code cyclique de longueur n et de dimension m et de polynome
générateur g ;on pose h = “"”ng—’l de degré m,alors

beC <= bh=0[z"—1]

h est appelé polynome de controle de C

3.2 matrice génératrice et matrice de contrdle pour un
code cyclique

Définition 3.2.1 soit C un code cyclique de longueur n est de dimension m sur k ;
g(x) =go+ g+ ... + g_mx™ ™ , son polynome générateur

h(z) = ho + hix + ... + hp,z™ , son polynome de contréle

alors une matrice génératrice de C est donnée

9 9 - Yp-m O - 0
0 g ... gn_m ...
G — . ’ . . e men;
0 e go g1 o Gn-m
une matrice de controle de C est donnée pas :
By hpi -+ ho 0O --- 0
0o h, - ho -+ 0
H = . . . . S Mnfmxm
0 hm hm—l hO
Exemple

rappellent que le code Fj ; telle que Es = {000;110;011; 101} C F3 considérée comme un idéal
de Rs, est représentée par le code polynomes 0,1+ z, 2z + 2% = z(1 +z) et 1 + 2> = (1 + z)?,
de degré < 3. Le polynome de code unitaire degré inférieur est 1 + x. Observer que tous les
polynomes de code sont des multiples de 1 + x qui est donc le polynome générateur du code
cyclique Fs .
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Exemple

Utilisent le théoreme (3.1.1) et le théoreme (3.2.1) pour trouver tous les codes binaires cy-
cliques de longueur 3.

Solution : Les polynomes générateurs sont facteurs unitaire de =™ — 1 dans F,[z] Le pre-
mier pas est de factoriser 2™ — 1 dans polynémes unitaire irréductibles dans F,[z] Un
polynome est irréductible s’il ne peut étre écrit comme un produit de deux polynomes de
degré positif.

Notez que le polynéme ™ — 1 est ne pas irréductible dans [F,[z], pour tous n;p > 1 .
Effectivement,z”" — 1= (z — 1)(z" ' + ... + 2 + 1).

Nous travaillons sur le corps Fy et observez :

P —l=(-D@*+z+1)

Le polynome x — 1 = x + 1 est irréductible, car il est de degré 1.

Pouvons-nous factoriser le polynomez? + x + 1 dansFa[z]?

Si nous pouvions, nous aurions un factorisation (z + a)(x + b).

Mais alors ab = 1 ce qui signifie a = b = 1 dans F,.

Notez que (z + 1)? = 22 + 1 dans Fy[z] Nous avons montré que z? + x + 1 est irréductible
dans F[z] Donc, les facteurs unitaire possibles de z* — 1 dans Fy[x] sont :

Ll4+zl4z+2%1+28

Nous pouvons maintenant lister tous les codes cycliques 3 comme idéaux de Rz généré par
chacun des ci-dessus polynomes.

Pour chaque code, nous donnons une matrice de générateur GG, indiquer la distance minimale
ré et un nom bien connu du code, et souligner son double code (qui est aussi cyclique).

1
G=| 0
0

o = O
_ O O

ce qui correspond a la code binaire trivial de longueur 3 :
{000, 100,010,001, 110,101,011,111} = F3 avec d = 1.
Le dual de code de F3 est le code zéro (voir ci-dessous)

e g(z) =1+u,
110
(017)
01 1

c’est {000, 110,011, 101}=FE;5 ce qui correspond & la code binaire trivial de longueur 3 :qui a
d = 2. Le dual de Ej3 est C[3,2] (voir ci-dessous).
0 gx) =1+ 1422

G=(111)

c’est {000,111} = C[3, 2], le code de répétition de longueur 3 avec d = 3.
Ce code est (E3)*.
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e g(z) =1+ x3, Théoreme (3.2.1) renvoie la matrice G avec k = 3 — 3 = 0 rangées, G = |[]
Le seul code de dimension 0 est le code zéro, {000}. C’est un code inutile, mais formellement
c’est un code linéaire et cyclique, donc nous devons I’autoriser pour des raisons de cohérence.
La distance minimale du code zéro est indéfinie. Ce code est (IF3)~+

Fin de 'exemple.

Application

on va déterminer tous les codes cyclique de longueur 7 sur Fy
1=+ D@ +z+1)(23+22+1)

1) glz)=x+1
1100000
0110000
0011000

alors G= g g g 1 1 g g
00001710
0000011

h(l‘):i;f =2+ +at+ 3+ +1

alors H = (1111111)
H admet 2 colonne liée et toute famille a une colonne libre donc d = 2

C1 = [7;6;2]
2) g(x) =1
100 0 O0O0O0
010 0 0O0O
G=1": . | =1
000 0 010
000 0 O 1

C={x.G;x e Fl} =TF}

h(z)=2"—1;alors H=7Tx0=d=1

Cy = [75 7; 1]
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3) g(x) =27 — 1 alors G =0
alors C3 =0
C3=[7;0];H=1I;

4) g(z) =2 +2*+1
1 01 1000
0101100
alors G=106 10110
0001011

h(z) = (z+ 1)(2® + 2% + 1)
=+ +r+a+r+1
=zt + P 428+ 1

alors
1110100
H = 01 11010
0011101
C1+Cco+cg= 0

d < 3 chaque famille de deux colonne est libre alors d = 3

Cy = [T;4;3]

5) glx) =2 +x+1
h(z)=(z+1)(a®+2>+1)=a*+2?+ 2z +1

1101000
gl 0110100

0011010

0001101

1011100
H=(0101110

0010111

Co+ Cg+Cc7r = 0
d < 3 chaque famille de deux colonne est libre alorsd = 3

Cs = [7; 4; 3]
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6)gx)=(z+ 1) (23 +22+1) =z + 2>+ +1

1110100
G=(0111010
0011101
h(z)=a2*+2+1
1011000
01 01100
= 0010110
0001O0T1T1

c1+ ¢y + ¢y + ¢ =0 donc
d < 4 chaque famille de 3 colonne est libre

Ce = [73 3; 4]

Tglx)=(x+1)(@*+z+1)=2*+2°+ 2>+ 1 alors

1 01 11060
G=(0101110
0010111
h(z) =23+ 22+ 1
1101000
01 10100
= 001 1010
0001 1O0T1

01+C4+C6+C7IO s donc
d < 4 chaque famille de 3 colonne est libre = d=4

Cr = [7§ 3; 4]
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alosG=(1111111)

h(x)= x+1
1100 0 00
01 10000
001 10O0O0

i = 0001100}’
0 00O0T1T1O0
000O0O0OT1]1

ci+ce+...+c;=0doncd <7

Cs = [73 I; 7]

Remarques

1) L’orthogonal des codes précédents :
dimC + dimC*+ = dimE = n

C [Ci[C|Cs[CalCs]Cs]Cr]Cs
CTlCs[Cs|Ca|Cr|Cs|CsCalCh
dl 12| /1313447

comme d(Cy) = d(Cs) = 3 alors C4 ou Cs le code de Hamming de longueur 7

1110100

He,=(0111010
0011101
Lo L1100 1234567
He=| 0101110 |=P=(]7%:¢329-
0010111

C4 et C5 sont équivalents

2) C; : n-k+1 = 7-6+1 = 2 = d alors C; est un M.D.S code
Cy : n-k+1 = 7-7+1 =1 = d alors Cy est un M.D.S code
Cs : n-k+1 = 7-1+1 = 7 = d alors Cg est un M.D.S code
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Résumé

Les télécommunications sont devenues indispensables dans notre vie quotidienne, cet
échange numérique d’informations se fait par le biais de canaux de communication comme le
cable, la fibre optique, le wifi, les satellites ...etc.

Ces canaux ne sont pas tous fiable 100%. la théorie des codes correcteurs d’erreurs
s’est développée pour répondre a ce genre de probleme.

Le principe des codes correcteurs d’erreurs est de rajouter une information supplémentaire
redondante de maniere a détecter et éventuellement corriger de possibles erreurs de trans-
mission.

La genese de ces codes consiste a effectuer deux opérations a savoir le codage et le
décodage. La premiere consiste en I’adjonction des bits de redondance, tandis que la deuxieme
essayera de détecter et corriger les erreurs en passant par plusieurs étapes.

La théorie des codes correcteurs ne se limite pas qu’aux communications classiques
( radio, télévision, etc.) mais également aux supports pour le stockage comme disque com-
pact, Pour le code cyclique défini sur Fgy est plus largement utilisé pour les CD ROM.

Notre travail est seulement une entrée sur le code cyclique qui est un cas particulier
de code quasi-cyclique, cette recherche de congé aux personnes intéressée dans ce domaine.



Abstract

Telecommunications have become indispensable in our daily life, this digital exchange
of information is done through communication channels such as cable, optical fiber, wireless,
satellites...

These channels are not all reliable 100%. the theory of error correcting codes was
developed to meet this kind of problem.

The principle of error-correcting codes is to add additional redundant information to
detect and correct any possible transmission errors.

The genesis of these codes is to perform two operations : the encoding and decoding.
The first is the addition of redundant bits, while the second will attempt to detect and correct
errors through several stages.

The coding theory is not confined only to traditional communications ( radio, television,
etc...) but also for storage media like compact disks, for cyclic code set to Fgy is most widely
used for the CD ROM.

Our work is only one entry on cyclic code which is a special case of codes almost
cyclical this search for leave to people intersted in this area.
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