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Abstract

In this thesis, we introduce a new de�nition of an E-di�erentiable convex function, which

transforms a non-di�erentiable function to a di�erentiable function under a map E : Rn →

Rn. By this de�nition, we can apply Kuhn-Tucker and Fritz-John conditions for obtaining

the optimal solution of mathematical programming with a non-di�erentiable function.

Keywords : E-convex set ; E-convex function ; semi E-convex function ; E-di�erentiable

function

Résumé

Dans ce mémoire, nous introduisons une nouvelle dé�nition d'une fonction convexe E-

di�érentiable, qui transforme une fonction non di�érentiable en une fonction di�érentiable

sous une application E : Rn → Rn. Par cette dé�nition, nous pouvons appliquer les condi-

tions de Kuhn-Tucker et Fritz-John pour obtenir la solution optimale de programmation

mathématique avec une fonction non di�érentiable.

Mots clés : Ensemble E-convexe ; fonction E-convexe ; fonction semi E-convexe ; fonction

E-di�érentiable



Notation

R : Ensemble des nombres réels.

xT : La transposé d'un vecteur colonne x.

B(x, r) : Boule ouverte de centre x et le rayon r.

B̄(x, r) : Boule fermée de centre x et rayon r.

∇f : Vecteur de dérivées partielles dé�ni sur Rn (gradient de f).

∇2f = H : La matrice des dérivées partielles du second ordre dé�ni sur Rn (Hessienne)

Conv(A) : Enveloppe convexe d'un ensemble A.

Id : Application identité.

x̄ : La solution optimale d'un problème de minimisation

⟨·, ·⟩ : Produit scalaire.

∥ · ∥ : Une norme.
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Introduction

L
'Optimisation, également connue sous le nom de programmation mathématique, en-

semble de principes et de méthodes mathématiques utilisés pour résoudre des problèmes

quantitatifs dans de nombreuses disciplines, notamment la physique, la biologie, l'ingénie-

rie, l'économie et les a�aires. Le sujet est né de la prise de conscience que les problèmes

quantitatifs dans des disciplines manifestement di�érentes ont d'importants éléments ma-

thématiques en commun. En raison de cette similitude, de nombreux problèmes peuvent

être formulés et résolus en utilisant l'ensemble uni�é d'idées et de méthodes qui constituent

le domaine de l'optimisation.

Les problèmes d'optimisation comportent généralement trois éléments fondamentaux. La

première est une quantité numérique unique, ou fonction objectif, qui doit être maximisée ou

minimisée. L'objectif peut être le retour attendu sur les coûts de production ou les béné�ces

d'une entreprise. Le deuxième élément est un ensemble de variables, qui sont des quantités

dont les valeurs peuvent être manipulées a�n d'optimiser l'objectif. Le troisième élément

d'un problème d'optimisation est un ensemble de contraintes, qui sont des restrictions sur

les valeurs que peuvent prendre les variables. Dans ce cadre général, les problèmes d'opti-

misation peuvent avoir di�érentes propriétés mathématiques. Les problèmes dans lesquels

les variables sont des quantités continues nécessitent une approche di�érente des problèmes

dans lesquels les variables sont des quantités discrètes ou combinatoires.

Une classe importante d'optimisation est connue sous le nom de l'optimisation convexe

qui joue un rôle central dans plusieurs branches de mathématiques appliquées. Mais dans

plusieurs cas, des fonctions non convexes interviennent dans la modélisation de problèmes

réels. Une question fondamentale est donc de savoir si ces fonctions, malgré qu'elles soient
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non convexes, conservent certaines propriétés caractéristiques des fonctions convexes. Dans

cet axe Youness dans [19] a introduit une classe d'ensembles et de fonctions appelées en-

sembles E-convexes et fonctions E-convexes en assouplissant la dé�nition des ensembles

convexes et des fonctions convexes. Ce type de convexité généralisée repose sur l'e�et d'une

application E : Rn → Rn sur les ensembles et le domaine de dé�nition des fonctions. De

plus, dans [20] Youness a discuté des critères d'optimalité de la programmation E-convexe.

Xiusu Chen [17] a introduit un nouveau concept de fonctions semi-E-convexes et a discuté de

ses propriétés. Yu-Ru Syan et Stanelty [21] ont introduit certaines propriétés d'une fonction

E-convexe, tandis qu'Emam et Youness dans [7] ont introduit une nouvelle classe d'en-

sembles E-convexes et de fonctions E-convexes, appelés ensembles fortement E-convexes, et

des fonctions fortement E-convexes, en prenant les images de deux points x et y sous une

application E : Rn → Rn en plus des deux points eux-mêmes. Dans [13] Megahed et al.

introduit une approche interactive combinée pour résoudre la programmation non linéaire

multi-objectif E-convexe. De plus, dans ([10],[11]). introduit les ensembles géodésiques E-

convexes, les E-convexes géodésiques et certaines propriétés des fonctions semi-E-convexes

géodésiques.

Le mémoire est répartie en trois chapitres.

� Le premier présente des résultats d'analyse convexe, d'optimisation et convexité.

� Le second chapitre illustre les principaux concepts de la théorie d'E-convexité pour les

ensembles et les fonctions.

� Le troisième chapitre est consacré au problème d'optimisation pour les fonctions E-

di�érentiables.
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Chapitre 1

Préliminaires et dé�nitions

Dans ce chapitre , nous rappelons des dé�nitions et des résultats préliminaires essentiels de

la convexité et la di�érentiabilité .... etc, pour notre travail.

1.1 Ouverts et fermés dans Rn

Soient x ∈ Rn et r > 0. On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r l'ensemble :

B(x, r) = {y ∈ Rn : ∥y − x∥ < r}

Dé�nition 1.1.1. [15] Un ensemble M de Rn est dit ouvert si pour tout x ∈ M , il existe

une boule ouverte B(x, r) de centre x et de rayon r incluse dans M . Un ensemble F de Rn

est dit fermé si son complémentaire est un ouvert.

Proposition 1.1.1. [15] Soit F ⊂ Rn. F est un fermé si et seulement si toute suite conver-

gente d'éléments de F a sa limite dans F .

1.2 Ensemble borné, compacte

Dé�nition 1.2.1. [15] Soit M un ensemble non vide de Rn. M est dit minoré, s'il existe

un élément m1 tel que tout élément x de M soit supérieur ou égal à m1.

- M est dit majoré s'il existe un élément m2 tel que tout élément x de M soit inférieur ou

égal à m2.

- M est dit borné s'il est en même temps minoré et majoré.
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Dé�nition 1.2.2. [15] Soit M une partie d'un espace métrique E. On dit que M est com-

pacte si il véri�e la propriété :

Propriété de Borel-Lebesgue de tout recouvrement de M par des ouverts on peut extraire un

sous recouvrement �ni.

Proposition 1.2.1. [15] Soit M une partie de Rn. Alors M est compacte si et seulement

si M est une partie fermée et bornée.

1.3 Problème d'optimisation

Un problème optimisation[3] consiste, étant donné une fonction f : M ∈ Rn → R, à

trouver :

1. Son minimum α (resp, son maximum) dans M .

2. Un point x̄ ∈ M qui réalise ce minimum (resp, maximum)

c-à-d : f(x̄) = α.

Écriture du problème : minx∈M f(x) (resp, maxx∈M f(x)). Les variables x = (x1, . . . , xn)

sont appelées variables d'optimisation ou variables de décision. La fonction f : M → Rn est

appelée fonction objectif et l'ensembleM ensemble des contraintes ou ensemble des solutions

réalisables du problème. Le problème est dit réalisable si M ̸= ∅.

Remarque 1.3.1. [3] Lien minimum/maximum : soit f une fonction dont on veut trouver

le maximum. Le problème maxx∈M f(x) renvoit (x̄, α) alors que le problème minx∈M f(x)

renvoit (x̄,−α). D'où ce lien. Ainsi la recherche d'un maximum peut toujours se ramener à

la recherche d'un minimum.

1.3.1 Minimum local, global

Dé�nition 1.3.1. [3] Soit f : M → R une fonction.

1. x̄ ∈ Rn est un point de minimum local de f sur M si

4



x̄ ∈ M et ∃r > 0 : ∀x ∈ M ∩B(x̄, r), f(x̄) ≤ f(x).

On dit alors que f(x̄) est un minimum local de f sur M .

2. x̄ ∈ Rn est un point de minimum global de f sur M si

x̄ ∈ M et ∀x ∈ M , f(x̄) ≤ f(x).

On dit alors que f(x̄) est un minimum global de f sur M .

1.4 La di�érentiabilité

Soient f : E → F , et x̄ un point de E.

Dé�nition 1.4.1. [2](Di�érentiabilité au sens de Fréchet)

On dit que f est Fréchet-di�érentiable au point x̄ s'il existe une application linéaire continue

Lx̄ : E → F telle que :

∀h ∈ E f(x̄+ h) = f(x̄) + Lx̄(h) + ∥h∥ϵ(h)

avec limh→0 ϵ(h) = 0

Dé�nition 1.4.2. [2](Di�érentiabilité au sens de Gâteaux )

Soit f : E → F . On dit que f est Gâteaux-di�érentiable au point x̄ s'il existe une application

linéaire continue Lx̄ : E → F , telle que :

limh→0
f(x̄+ h)− f(x̄)

h
= Lx̄(h)

Remarque 1.4.1. [2] f est Fréchet-di�érentiable =⇒ f est Gâteaux-di�érentiable.

Remarque 1.4.2. [2] Pour E = Rn et F = R. L'application Lx̄(h) = ⟨∇f(x̄), h⟩.

1.5 La convexité

Dé�nition 1.5.1. [3] Un ensemble M est dit convexe lorsque, pour tous x et y de M , le

segment [x, y] est tout entier contenu dans M , c'est-à-dire :

∀x, y ∈ M ∀t ∈ [0 ; 1] t x+ (1− t) y ∈ M.
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Dé�nition 1.5.2. [3] Soient f : M ⊂ Rn → R une fonction et M un ensemble convexe. La

fonction f est dite convexe si pour tout x, y ∈ M , et tout t ∈ [0, 1], on a

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

Elle est dite strictement convexe si l'inégalité ci-dessus est stricte et véri�ée pour tout

x, y ∈ M , x ̸= y, et tout t ∈]0, 1[.

Dé�nition 1.5.3. [3] Soient f : M ⊂ Rn → R une fonction, et M un ensemble convexe de

Rn.

1. On dit que la fonction f est quasi convexe sur M , si pour tout x, y ∈ M , et tout

t ∈ [0, 1], On a

f(tx+ (1− t)y) ≤ max{f(x), f(y)}

2. On dit que la fonction f est strictement quasi convexe sur M , si pour tout x, y ∈ M

avec f(x) ̸= f(y), et tout t ∈]0, 1[, On a

f(tx+ (1− t)y) < max{f(x), f(y)}

Remarque 1.5.1. [3] Si f est convexe, alors f est quasi convexe.

1.6 Quelques dé�nitions

Dé�nition 1.6.1. [3] Soit M un ensemble non vide de Rn et x̄ ∈ M . L'ensemble

D(x̄) = {d ∈ Rn\{0}/∃t̄ > 0,∀t ∈] 0, t̄[, x̄+ td ∈ M}

est appelé l'ensemble des directions admissibles en x̄

Dé�nition 1.6.2. [3] Soient f : Rn → Rune fonction, et d ∈ Rn \ {0}. On dit que d est

une direction de descente de f en x̄ ∈ Rn, s'il existe ϵ > 0, tel que

f(x̄+ td) < f(x̄), ∀t ∈]0, ϵ[

i.e., localement la fonction f décroit en e�ectuant un déplacement dans la direction d à

partir de x̄. En d'autres termes, un petit déplacement le long de la direction d à partir de x̄,

réduit la valeur de f .

6



Dé�nition 1.6.3. [3] On dit que la contrainte en inégalité gj est active en x∗ ∈ M

où M ⊂ Rn est l'ensemble de contrainte qui peut prendre la forme particulière : M ={
x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1.p

}
.

1. Si gi(x
∗) = 0. On note I (x∗) = {i ∈ {1, . . . , p}/gi (x∗) = 0} l'ensemble d'indices des

contraintes actives.

2. Si gi(x
∗) < 0, i = 1.p, alors gi est dite inactive en x∗.

Lemme 1.6.1. [3] (Lemme de Gordan)

Soit {a1, ..., ap} ⊂ Rn, avec p ≥ 2. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ∀a∗ ∈ Rn, tel que ⟨a∗, ai⟩ ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , p}.

2. 0 ∈ conv {a1, . . . , ap}.

7



Chapitre 2

E-convexité

E-convexité est une généralisation de la convexité. Dans ce chapitre nous présentons

quelques propriétés des ensembles E-convexes, des fonctions E-convexes, et prouvons cer-

taines de leurs propriétés et caractérisations.

2.1 Les ensembles E-convexe

Soient M ⊂ Rn un ensemble non vide, E : Rn → Rn une application.

Dé�nition 2.1.1. [19] Un ensemble M est dit E-convexe si :

tE(x) + (1− t)E(y) ∈ M.

Pour chaque x, y ∈ M et t ∈ [0, 1].

Notez que les ensembles E-convexes sont considérés comme une généralisation des en-

sembles convexes dans le sens suivant.

Proposition 2.1.1. [19] Chaque ensemble convexe M est un ensemble E-convexe.

Preuve

Soit M un ensemble convexe, alors

∀x, y ∈ M, ∀t ∈ [0, 1] : tx+ (1− t)y ∈ M

8



en prenant l'application E : Rn −→ Rn comme l'application identité

(i.e) E(x) = x, alors

∀t ∈ [0, 1] : tE(x) + (1− t)E(y) ∈ M

D'où M est un ensemble E-convexe.

Proposition 2.1.2. [19] Si M est un ensemble E-convexe, alors

E(M) ⊆ M .

Preuve

Soient M un ensemble E-convexe, alors ∀x, y ∈ M , et t ∈ [0, 1], on a :

tE(x) + (1− t)E(y) ∈ M

Pour t = 1, E(y) ∈ M . D'où E(M) ⊆ M

Proposition 2.1.3. [19] Soient E(M) est un ensemble convexe et E(M) ⊆ M . Alors, M

est un ensemble E-convexe.

Preuve

Soient x, y ∈ M , alors E(x), E(y) ∈ E(M). Comme E(M) est un ensemble convexe,

alors pour chaque t ∈ [0, 1] on a :

tE(x) + (1− t)E(y) ∈ E(M) ⊆ M.

D'où M est un ensemble E-convexe.

Nous donnons un exemple d'un ensemble E-convexe, qui n'est pas convexe.

Exemple 2.1.1. [19] Soit E : R2 → R2 dé�ni comme suit E(x, y) = (0, y). Alors, l'en-

semble :

M = { (x, y) ∈ R2 : (x, y) = λ1(0, 0) + λ2(2, 1) + λ3(0, 3)
}

∪
{
(x, y) ∈ R2 : (x, y) = λ1(0, 0) + λ2(0,−3) + λ3(−2,−1)

}

9



Fig 1. Exemple 2.1.1.

L'ensemble M est E-convexe, mais n'est pas convexe.

Avec λ1, λ2, λ3 ≥ 0,
∑3

i=1 λi = 1 est un ensemble E-convexe, mais n'est pas un ensemble

convexe ; voir Fig 1.

Exemple 2.1.2. [19] Soit E : R2 → R2 dé�ni comme suit E(x, y) = (
2y − x

3
,
y + 4x

3
). On

considère l'ensemble M donné dans l'exemple 2.1.1. il est claire que E(M) = M , n'est pas

un ensemble convexe et n'est pas un ensemble E-convexe, car

tE(0, 3) + (1− t)E(−2,−1) /∈ M pour chaque t ∈ ]0, 1[

Proposition 2.1.4. [19] Soient M1, M2 deux ensembles E-convexes, alors M1 ∪M2 est un

ensemble E-convexe.

Preuve

Soient M1, M2 deux ensembles E-convexes, alors

tE(x) + (1− t)E(y) ∈ M1, ∀x, y ∈ M1, ∀t ∈ [0, 1].

tE(x) + (1− t)E(y) ∈ M2, ∀x, y ∈ M2, ∀t ∈ [0, 1].

Donc
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tE(x) + (1− t)E(y) ∈ M1 ∩M2, ∀x, y ∈ M1 ∩M2, ∀t ∈ [0, 1].

D'où M1 ∩M2 est un ensemble E-convexe.

Remarque 2.1.1. [19] Si M1 et M2 deux ensembles E-convexes, alors M1 ∪M2 n'est pas

nécessairement E-convexe ; voir l'exemple suivant.

Exemple 2.1.3. [19] On considère l'application E : R2 → R2 dé�ni comme suit

E(x, y) = (
2y − x

3
,
y + 4x

3
).

Soient les deux ensembles :

M1 = {(x, y) ∈ R2 : (x, y) = λ1(0, 0) + λ2(2, 1) + λ3(0, 3)}

M2 = {(x, y) ∈ R2 : (x, y) = λ1(0, 0) + λ2(0, 3) + λ3(−2,−1)}

Avec λ1, λ2, λ3 ≥ 0,
∑3

i=1 λi = 1. Les deux ensembles M1 et M2 sont E-convexes, mais

M1 ∪M2 n'est pas E-convexe ; voir Figs 2 et 3.

Fig 2. Exemple 2.1.3.

Les ensembles M1 et M2 sont E-convexes.

Lemme 2.1.1. [19] Soit M un ensemble E1- et E2-convexe, alors M est un ensemble

(E1 ◦ E2)- et (E2 ◦ E1)-convexe.

11



Fig 3. Exemple 2.1.3.

L'ensemble M1 ∪M2 n'est pas E-convexe.

Preuve

Supposons que M est un ensemble E1-convexe et M est un ensemble non (E1 ◦ E2)-

convexe.

M est un ensemble non (E1 ◦ E2)-convexe, alors

∀x, y ∈ M,∀t ∈ [0, 1] : t(E1 ◦ E2)(x) + (1− t)(E1 ◦ E2)(y) /∈ M.

∀x, y ∈ M,∀t ∈ [0, 1] : tE1(E2x) + (1− t)E1(E2y) /∈ M. (1)

D'après la proposition 2.1.2. E2x, E2y ∈ M et comme M est un ensemble E1-convexe, alors

∀x, y ∈ M, ∀t ∈ [0, 1] : tE1(E2x) + (1− t)E1(E2y) ∈ M.

Contradiction avec (1), d'où M est un ensemble (E1 ◦ E2)-convexe.

Supposons que M est un ensemble E2-convexe et M est un ensemble non (E2 ◦ E1)-

convexe.

M est un ensemble non (E2 ◦ E1)-convexe, alors

∀x, y ∈ M,∀t ∈ [0, 1] : t(E2 ◦ E1)(x) + (1− t)(E2 ◦ E1)(y) /∈ M.

∀x, y ∈ M,∀t ∈ [0, 1] : tE2(E1x) + (1− t)E2(E1y) /∈ M. (2)

12



D'après la proposition 2.1.2. E1x, E1y ∈ M et comme M est un ensemble E2-convexe, alors

∀x, y ∈ M, ∀t ∈ [0, 1] : tE2(E1x) + (1− t)E2(E1y) ∈ M.

Contradiction avec (2), d'où M est un ensemble (E2 ◦ E1)-convexe.

Lemme 2.1.2. [19] Soient E : Rn → Rn est une application linéaire, M1, M2 ⊂ Rn deux

ensembles E-convexes. Alors M1 +M2 est un ensemble E-convexe.

Preuve

Soient p + q, x + y ∈ M1 + M2, où p, x ∈ M1 et q, y ∈ M2. Comme M1 et M2 deux

ensembles E-convexes, alors

∀p, x ∈ M1,∀t ∈ [0, 1] : tE(p) + (1− t)E(x) ∈ M1.

∀q, y ∈ M2,∀t ∈ [0, 1] : tE(q) + (1− t)E(y) ∈ M2.

L'application E est linéaire, alors pour tout t ∈ [0, 1], on a

tE(p+ q) + (1− t)E(x+ y) = tE(p) + (1− t)E(x) + tE(q) + (1− t)E(y) ∈ M1 +M2.

Donc

∀p+ q, x+ y ∈ M1 +M2,∀t ∈ [0, 1] : tE(p+ q) + (1− t)E(x+ y) ∈ M1 +M2.

D'où M1 +M2 est un ensemble E-convexe

2.2 Les fonctions E-convexes

Soient M ⊂ Rn un ensemble non vide, E : Rn → Rn une application.

Dé�nition 2.2.1. [19] Une fonction f : Rn → R est dite E-convexe sur un ensemble M si

l'ensemble M est E-convexe et ∀x, y ∈ M , ∀t ∈ [0, 1]

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ t(f ◦ E)(x) + (1− t)(f ◦ E)(y)
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Elle est dite strictement E-convexe si l'inégalité ci-dessus est stricte et véri�ée pour tout

x, y ∈ M , E(x) ̸= E(y), et tout t ∈ [0, 1].

Remarque 2.2.1. [19] chaque fonction convexe f sur un ensemble convexe M est une

fonction E-convexe, où E = Id.

Remarque 2.2.2. f est une fonction strictement E-convexe implique que elle est E-convexe.

Les deux exemples suivants donnent des fonctions E-convexes qui ne sont pas convexe.

Exemple 2.2.1. [19] Soient M ⊂ Rn tel que :

M = {(x, y) ∈ R2 : (x, y) = α1(0, 0) + a2(0, 3) + a3(2, 1)}

avec αi > 0,
∑3

i=1 αi = 1, E : R2 → R2 une application, tel que : E(x, y) = (0, y) et la

fonction f : R2 −→ R tel que :

f(x, y) =

 x3, si y < 1

xy3, si y ≥ 1

est E-convexe sur M, mais n'est pas convexe.

Exemple 2.2.2. [19] Soit f : R −→ R tel que :

f(x) =

 1, si x > 0

−x, si x ≤ 0

et soit E : R → R tel que : E(x) = −x2, alors R est E-convexe et f est E-convexe, mais

n'est pas convexe ; voir �g 4.

Théorème 2.2.1. [21] Soient f , g deux fonctions E-convexe sur un ensemble E-convexe M

et α > 0, alors f + g et (αf) sont des fonctions E-convexe sur M .

Preuve

1. On va montrer que : f , g deux fonctions E-convexes sur un ensemble E-convexe M ,

alors f + g est une fonction E-convexe.
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Fig 4. Exemple 2.2.2.

La fonction f est E-convexe, mais n'est pas convexe.

Soient f , g deux fonctions E-convexes sur M , alors ∀x, y ∈ M ,

∀t ∈ [0, 1]

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ t(f ◦ E)(x) + (1− t)(f ◦ E)(y)

g(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ t(g ◦ E)(x) + (1− t)(g ◦ E)(y)

En additionnant ces deux inégalités membre à membre, il vient :

f(tE(x) + (1− t)E(y)) + g(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤

t(f ◦ E)(x) + (1− t)(f ◦ E)(y) + t(g ◦ E)(x) + (1− t)(g ◦ E)(y)

Donc, ∀x, y ∈ M , ∀t ∈ [0, 1]

(f + g)(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ t((f + g) ◦ E)(x) + (1− t)((f + g) ◦ E)(y)

Ainsi, la fonction f + g est E-convexe.

2. maintenant, on va montrer que : f est une fonctions E-convexe et α > 0, alors (αf)

est une fonction E-convexe.
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Soit f est une fonction E-convexe, alors ∀x, y ∈ M ,

∀t ∈ [0, 1]

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ t(f ◦ E)(x) + (1− t)(f ◦ E)(y)

Soit α > 0, en multiplant cette inégalité par α, il vient :

αf(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ αt(f ◦ E)(x) + α(1− t)(f ◦ E)(y)

Donc, ∀x, y ∈ M , ∀t ∈ [0, 1]

(αf)(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ t((αf) ◦ E)(x) + (1− t)((αf) ◦ E)(y)

Ainsi, la fonction (αf) est E-convexe.

2.2.1 Les Fonctions quasi E-convexes

Dé�nition 2.2.2. [14] Une fonction f : Rn → R est dite quasi E-convexe sur un ensemble

M si l'ensemble M est E-convexe et ∀x, y ∈ M , ∀t ∈ [0, 1]

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ max{(f ◦ E)(x), (f ◦ E)(y)}

Elle est dite strictement quasi E-convexe si l'inégalité ci-dessus est stricte et véri�ée pour

tout x, y ∈ M , f(x) ̸= f(y), et tout t ∈ [0, 1].

Remarque 2.2.3. chaque fonction quasi convexe f sur un ensemble convexe M est une

fonction quasi E-convexe, où E = Id.

Proposition 2.2.1. Si f est une fonction E-convexe (resp : strictement E-convexe), alors

f est une fonction quasi E-convexe (resp : strictement quasi E-convexe)

Preuve

Soit f est une fonction E-convexe, alors ∀x, y ∈ M , ∀t ∈ [0, 1]

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ t(f ◦ E)(x) + (1− t)(f ◦ E)(y)
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D'autre part, on a :

(f ◦ E)(x) ≤ max{(f ◦ E)(x), (f ◦ E)(y)}

(f ◦ E)(y) ≤ max{(f ◦ E)(x), (f ◦ E)(y)}

Donc, ∀x, y ∈ M , ∀t ∈ [0, 1]

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ max{(f ◦ E)(x), (f ◦ E)(y)}

Ainsi, la fonction f est quasi E-convexe.

2.3 Les fonctions semi E-convexes

Soient M ⊂ Rn un ensemble non vide, E : Rn → Rn une application.

Dé�nition 2.3.1. [17] Une fonction f : Rn → R est dite semi E-convexe sur un ensemble

M si l'ensemble M est E-convexe et ∀x, y ∈ M , ∀t ∈ [0, 1]

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

Elle est dite strictement semi E-convexe si l'inégalité ci-dessus est stricte et véri�ée pour

tout x, y ∈ M , E(x) ̸= E(y), et tout t ∈ [0, 1].

Proposition 2.3.1. [17] Si f : Rn → R est une fonction semi E-convexe sur une ensemble

E-convexe M , alors

(f ◦ E)(x) ≤ f(x), ∀x ∈ M

Preuve

Soit f est une fonction semi E-convexe sur une ensemble E-convexe M , alors ∀x, y ∈ M ,

∀t ∈ [0, 1], on a : tE(x) + (1− t)E(y) ∈ M et

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ tf(x) + (1− t)f(y)

Pour t = 1, (f ◦ E)(x) ≤ f(x), ∀x ∈ M . D'où le résultat.
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Remarque 2.3.1. [17] Une fonction E-convexe sur un ensemble E-convexe n'est pas néces-

saire une fonction semi E-convexe.

Exemple 2.3.1. [17] Soient E : R2 → R2, une application, f : R2 → R une fonction, telle

que :

E(x, y) = (1 + x, y)

f(x, y) = x2 + y2

R2 est un ensemble E-convexe, f est une fonction E-convexe sur R2. Puisque

(f ◦ E)(0, 0) = 1 > f(0, 0) = 0, alors d'après la proposition 2.3.1. f n'est pas une fonction

semi E-convexe.

Proposition 2.3.2. [17] Si f : Rn → R est une fonction semi E-convexe sur un ensemble

E-convexe M , alors pour tout α ∈ R, l'ensemble

Kα = {x|x ∈ M, f(x) ≤ α}

et E-convexe.

L'ensemble Kα s'appelle ligne de niveau.

Preuve

Soient x, y ∈ Kα et t ∈ [0, 1], alors f(x) < α, f(y) < α.Puisque f est une fonction semi

E-convexe sur un ensemble E-convexe M , alors

tE(x) + (1− t)E(y) ∈ M et

f(tE(x) + (1− t)E(y)) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) ≤ α,

c-à-d, tE(x) + (1− t)E(y) ∈ Kα, Kα est un ensemble E-convexe.

Remarque 2.3.2. [17] L'inverse de la proposition 2.3.2. n'est pas vrai, nous donnons un

exemple d'une fonction f(x), dont Kα = {x|x ∈ M, f(x) ≤ α} est un ensemble E-convexe,

mais la fonction f n'est pas semi E-convexe.
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Exemple 2.3.2. [17] Soit E : R → R dé�ni comme suit

E(x) =


1, si x ∈ [1, 4]

1 +
2

π
arctan(1− x), si x ∈ ]−∞, 1[

2 +
4

π
arctan(x− 4), si x ∈ ]4,+∞[

R est un ensemble E-convexe, et soit la fonction f : R → R dé�ni par

f(x) =


2, si x ∈ ]−∞, 1[ ∪ ]4,+∞[

x− 3, si x ∈ [1, 2[ ∪ ]3, 4]

3− x, si x ∈ [2, 3]

Alors, ligne de niveau

Kα =



R, si α ∈ [2,+∞[

[1, 4] , si α ∈ ]1, 2[

[1, 2] ∪ [3− α, 3 + α] , si α ∈ [0, 1]

[1, 2] , si α ∈ ]−∞, 0[

est toujours E-convexe. Puisque

f

(
1

2
E(1) +

1

2
E(5)

)
= f(2) = 1 >

1

2
f(1) +

1

2
f(5) = 0.

Alors f est une fonction n'est pas semi E-convexe sur R, et aussi f n'est pas convexe sur R.

Proposition 2.3.3. [17] Supposons que la fonction f : Rn → R est E-convexe sur un

ensemble E-convexe M ⊆ Rn . Alors f est semi E-convexe sur l'ensemble M si et seulement

si f(E(x)) ≤ f(x) pour chaque x ∈ M

preuve

1. f(E(x)) ≤ f(x) pour chaque x ∈ M implique que f est semi E-convexe sur l'ensemble

M .

Supposons que la fonction f : Rn → R est E-convexe sur un ensemble E-convexe

M ⊆ Rn et f(E(x)) ≤ f(x) pour chaque x ∈ M , alors pour tout x, y ∈ M et

0 ≤ λ ≤ 1, on a

f(λE(x) + (1− λ)E(y)) ≤ λf(E(x)) + (1− λ)f(E(y))

≤ λf(x) + (1− λ)f(y)
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Par conséquent, f est semi E-convexe sur l'ensemble E-convexe M .

2. f est semi E-convexe sur l'ensemble M implique que f(E(x)) ≤ f(x) pour chaque

x ∈ M .

Voir la proposition 2.3.1.

Remarque 2.3.3. [17] Une fonction E-convexe f sur un ensemble E-convexe M avec la

propriété f(E(x)) ≤ f(x) pour chaque x ∈ M est semi E-convexe sur l'ensemble M , mais

l'inverse n'est pas vrai. L'exemple suivant donne une fonction semi E-convexe, qui n'est pas

convexe.

Exemple 2.3.3. [17] Soit E : R → R dé�ni comme

E(x) =


1, 1 ⩽ x ⩽ 4

1 + 2
π
arctan(1− x), x < 1

2 + 4
π
arctan(x− 4), x > 4

L'ensemble R est un ensemble E-convexe, et soit la fonction f : R → R dé�ni comme

f(x) =



7, if x < 1, or x > 4

x− 3, if 1 ⩽ x < 2

3− x, if 2 ⩽ x ⩽ 3

x− 3, if 3 < x ⩽ 4

La fonction f est semi E-convexe sur l'ensemble E-convexe R. Puisque

f

(
1

2
E(1) +

1

2
E(5)

)
= f(2) = 1 >

1

2
f(E(1)) +

1

2
f(E(5))

=
1

2
f(1) +

1

2
f(3) = −1

alors la fonction f n'est pas convexe sur R.

2.3.1 Les fonction quasi semi E-convexes

Dé�nition 2.3.2. [17] L'application f : Rn → R est quasi semi E-convexe sur un ensemble

M ⊆ Rn,si

f(λE(x) + (1− λ)E(y)) ⩽ max{f(x), f(y)}
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pour tout x, y ∈ M et 0 ≤ λ ≤ 1 tels que

λE(x) + (1− λ)E(y) ∈ M

Proposition 2.3.4. [17] Soit M ⊆ Rn un ensemble E-convexe. Alors la fonction f : Rn → R

est quasi semi E-convexe si et seulement si la ligne de niveau Kα = {x|x ∈ M, f(x) ≤ α}

est E-convexe pour chaque α ∈ R.

preuve

Soit f un quasi semi E-convexe sur l'ensemble E-convexe M . Ainsi, pour tout x, y ∈ Kα

et 0 ≤ λ ≤ 1 , on a λE(x) + (1− λ)E(y) ∈ M , f(x) ≤ α, f(y) ≤ α et

f(λE(x) + (1− λ)E(y)) ⩽ max{f(x), f(y)} ⩽ α

Il s'en suit que λE(x) + (1− λ)E(y) ∈ Kα et l'ensemble Kα est E-convexe.

À l'inverse, soit M ⊆ Rn est ensemble E-convexe et Kα est E-convexe. Pour chaque α ∈ R.

On va montrer que f est quasi semi E-convexe. Pour chaque x, y ∈ M et 0 ≤ λ ≤ 1 tels que

λE(x) + (1 − λ)E(y) ∈ M et soit α = max{f(x), f(y)}, ainsi x ∈ Kα et y ∈ Kα, puisque

Kα est un ensemble E-convexe, on a λE(x) + (1− λ)E(y) ∈ Kα, Alors

f(λE(x) + (1− λ)E(y)) ⩽ α = max{f(x), f(y)}

D'où f est quasi semi E-convexe.

Remarque 2.3.4. [17] Soit f : Rn → R.Alors une fonction semi E-convexe f sur un

ensemble E-convexe M ⊆ Rn est aussi un quasi semi E-convexe sur M .
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Chapitre 3

Conditions optimalité pour le problème

d'optimisation sous fonctions

E-di�érentiables avec contraintes

d'inégalité.

Dans ce chapitre, nous présentons la dé�nition des fonctions E-di�érentiables et certaines

propriétés des fonctions E-convexes E-di�érentiables. Aussi quelques propriétés d'optimalité

(fonctions E-convexes dans les problèmes d'optimisation sous fonctions E-di�érentiables ) et

les théorèmes des conditions de Kuhn-Tucker et Fritz-John pour obtenir la solution optimale

de la programmation mathématique.

3.1 Fonction E-di�érentiable

Dé�nition 3.1.1. [14] Soient f : M ⊆ Rn → R une fonction non di�érentiable en x̄,

E : Rn → Rn une application. On dit que f est une fonction E-di�érentiable en x̄ si et

seulement si f ◦ E est une fonction di�érentiable en x̄ et

(f ◦ E)(x) = (f ◦ E)(x̄) + ⟨∇(f ◦ E)(x̄), (x− x̄)⟩+ ||x− x̄||α(x̄, x− x̄)

avec α(x̄, x− x̄) → 0 quand x → x̄
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Remarque 3.1.1. Chaque fonction di�érentiable est une fonction E-di�érentiable, où

E = Id..

Exemple 3.1.1. [14] Soient f : x ∈ R → |x| ∈ R+ est une fonction non di�érentiable en

x = 0 et E : R → R une application tel que : Ex = x2, alors la fonction (f ◦ E)(x) =

f(Ex) = x2 est di�érentiable en x = 0, et donc f est une fonction E-di�érentiable.

Théorème 3.1.1. Soient M un ensemble E-convexe ouvert de Rn, et f : M → R une

fonction E-di�érentiable sur M . Alors, pour tout x, y ∈ M , il existe λ ∈ ]0, 1[, tel que

(f ◦ E)(x)− (f ◦ E)(y) = ⟨∇f(λE(x) + (1− λ)E(y)), E(x)− E(y)⟩

Preuve

Soient x, y ∈ M . On considère la fonction ϕ : [0, 1] → R, t 7→ f(tE(x) + (1 − t)E(y)).

Cette fonction est bien dé�nie car M est E-convexe (autrement dit, pour tout t ∈ [0, 1],

tE(x)+(1−t)E(y) est bien dansM , ce qui fait qu'on peut considérer f(tE(x)+(1−t)E(y))).

Par le théorème des accroissement �nis, il existe λ ∈]0, 1[ tel que ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(λ). Or la

dérivée de ϕ en λ vaut ⟨∇f(λE(x) + (1− λ)E(y)), E(x)− E(y)⟩. Par suite

(f ◦ E)(x)− (f ◦ E)(y) = ⟨∇f(λE(x) + (1− λ)E(y)), E(x)− E(y)⟩

D'où le résultat.

3.1.1 Les fonctions E-convexes et E-di�érentiabilités

Proposition 3.1.1. Soient E : Rn → Rn une application, f : Rn → R une fonction, et M

un ouvert E-convexe de Rn. Supposons que f est E-di�érentiable sur M . Alors, les propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. (f ◦ E) est E-convexe sur M,

2. (f ◦ E)(y) ≥ (f ◦ E)(x) + ⟨∇(f ◦ E)(x), E(y)− E(x)⟩,∀x, y ∈ M,

3. ⟨∇(f ◦ E)(x)−∇(f ◦ E)(y), E(x)− E(y)⟩ ≥ 0,∀x, y ∈ M.
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Preuve

On montrera 1. ⇔ 2., et 2. ⇔ 3.

1. ⇒ 2. Supposons que la fonction f est E-convexe sur M . Soient x, y ∈ M, et t ∈]0, 1[.

Alors

f(tE(y) + (1− t)E(x)) ≤ t(f ◦ E)(y) + (1− t)(f ◦ E)(x)

f(E(x) + t(E(y)− E(x))) ≤ (f ◦ E)(x) + t((f ◦ E)(y)− (f ◦ E)(x))

f(E(x) + t(E(y)− E(x)))− (f ◦ E)(x) ≤ t((f ◦ E)(y)− (f ◦ E)(x))

Divisons sur t, on obtient :

f(E(x) + t(E(y)− E(x)))− (f ◦ E)(x)

t
≤ (f ◦ E)(y)− (f ◦ E)(x)

En faisant tendre t → 0+, on obtient :

⟨∇(f ◦ E)(x), E(y)− E(x)⟩ ≤ (f ◦ E)(y)− (f ◦ E)(x)

D'où

(f ◦ E)(y) ≥ (f ◦ E)(x) + ⟨∇(f ◦ E)(x), E(y)− E(x)⟩, ∀x, y ∈ M,

2. ⇒ 1. Soient x, y ∈ M , et t ∈ [0, 1]. Posons E(z) = tE(x) + (1− t)E(y). On a

(f ◦ E)(y) ≥ (f ◦ E)(z) + ⟨∇(f ◦ E)(z), E(y)− E(z)⟩ (1)

et

(f ◦ E)(x) ≥ (f ◦ E)(z) + ⟨∇(f ◦ E)(z), E(x)− E(z)⟩. (2)

Multiplons (1) par (1− t) et (2) par t, on obtient :

(1− t)(f ◦ E)(y) ≥ (1− t)(f ◦ E)(z) + ⟨∇(f ◦ E)(z), (1− t)(E(y)− E(z))⟩

et

t(f ◦ E)(x) ≥ t(f ◦ E)(z) + ⟨∇(f ◦ E)(z), t(E(x)− E(z))⟩.

Alors,

(1− t)(f ◦ E)(y) + t(f ◦ E)(x) ≥ (f ◦ E)(z) + ⟨∇(f ◦ E)(z), (1− t)(E(y)− E(z))⟩
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+⟨∇(f ◦ E)(z), t(E(x)− E(z))⟩

D'autre part :

⟨∇(f ◦ E)(z), (1− t)(E(y)− E(z))⟩+ ⟨∇(f ◦ E)(z), t(E(x)− E(z))⟩ =

⟨∇(f ◦ E)(z), (1− t)(E(y)− E(z)) + t(E(x)− E(z))⟩

On a :

(1− t)(E(y)− E(z)) + t(E(x)− E(z)) = 0

Donc,

(f ◦ E)(z) ≤ t(f ◦ E)(x) + (1− t)(f ◦ E)(y)

Par suite, f est E-convexe sur M .

2. ⇒ 3. Soient x, y ∈ M . On a

(f ◦ E)(x) ≥ (f ◦ E)(y) + ⟨∇(f ◦ E)(y), E(x)− E(y)⟩ (3)

et

(f ◦ E)(y) ≥ (f ◦ E)(x) + ⟨∇(f ◦ E)(x), E(y)− E(x)⟩. (4)

(3) + (4), on obtient

⟨∇(f ◦ E)(y), E(x)− E(y)⟩+ ⟨∇(f ◦ E)(x), E(y)− E(x)⟩ ≤ 0.

Par suite

⟨∇(f ◦ E)(x)−∇(f ◦ E)(y), E(x)− E(y)⟩ ≥ 0.

3. ⇒ 2. Soient x, y ∈ M . D'après le théorème 3.1.1. il existe λ ∈ ]0, 1[, tel que

(f ◦ E)(x)− (f ◦ E)(y) = ⟨∇f(λE(x) + (1− λ)E(y)), E(x)− E(y)⟩

En utilisant 3. on obtient

⟨∇f(λE(x) + (1− λ)E(y))−∇(f ◦ E)(y), λ(E(x)− E(y))⟩ ≥ 0

Donc

⟨∇f(λE(x) + (1− λ)E(y))−∇(f ◦ E)(y), E(x)− E(y)⟩ ≥ 0
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Ce qui donne

⟨∇f(λE(x) + (1− λ)E(y)), E(x)− E(y)⟩ ≥ ⟨∇(f ◦ E)(y), E(x)− E(y)⟩

Par suite

(f ◦ E)(x) ≥ (f ◦ E)(y) + ⟨∇(f ◦ E)(y), E(x)− E(y)⟩, ∀x, y ∈ M

3.2 Formulation du problème

Considérons les problèmes P et PE, qui ont une fonction non di�érentiable et une fonction

E-di�érentiable, respectivement.

Soient E : Rn → Rn une application, M ensemble non vide de Rn et f une fonction E-

di�érentiable. Le problème P est dé�ni comme suit

P

 Minf(x)

s.c M = {x ∈ Rn : gi(x) ⩽ 0, i = 1, . . . , n}.

Où f est une fonction non di�érentiable, et le problème PE est dé�ni comme

PE

 Min(f ◦ E)(x)

s.c ME = {x ∈ Rn : (gi ◦ E)(x) ⩽ 0, i = 1, . . . , n}.

Où f est une fonction E-di�érentiable.

Lemme 3.2.1. [14] Soient E : Rn → Rn une application bijective et

ME = {x ∈ Rn : (gi ◦ E)(x) ⩽ 0, i = 1, . . . , n}.

Alors E(ME) = M , où M et ME sont des ensembles réalisables des problèmes P et PE,

respectivement.

Preuve

Pour montrer que E(ME) = M , il su�t de montre que E(ME) ⊂ M et M ⊂ E(ME)

1. On va montre que E(ME) ⊂ M par l'absurde :

26



Soit x ∈ E(ME). Par hypothèse, E est une application bijective. Alors par la dé-

�nition de ME, il existe y ∈ ME tel que x = E(y). Supposons que x /∈ M alors il

existe au moins i ∈ {1, . . . , n} tel que gi(x) > 0. Donc, par x = E(y), on a au moins

i ∈ {1, . . . , n} tel que (gi ◦E)(y) > 0. Contradiction avec y ∈ ME, d'où E(ME) ⊂ M .

2. Maintenant, on va montre que M ⊂ E(ME) par l'absurde :

Soit x ∈ M . Supposons que x /∈ E(ME), alors ∀y ∈ ME : x ̸= E(y). Par hypothèse

E bijective, ∀y ∈ ME : E−1(x) ̸= y c-à-d que E−1(x) /∈ ME, il s'ensuit qu'il existe

au moins i ∈ {1, . . . , n} tel que (gi ◦ E)(E−1(x)) > 0 c-à-d que il existe au moins

i ∈ {1, . . . , n} tel que gi(x) > 0, contradiction avec x ∈ M . D'où M ⊂ E(ME).

De 1. et 2. on obtient E(ME) = M .

Théorème 3.2.1. [14] Soient E : Rn → Rn bijective et f une fonction E-di�érentiable. Si

f est non di�érentiable en x̄ et x̄ est une solution optimale du problème P , alors il existe

ȳ ∈ ME telle que x̄ = E(ȳ) et ȳ est une solution optimale du problème PE.

Preuve

Par l'absurde : Soit x̄ est une solution optimale du problème P .

D'après le lemme 3.2.1 il existe ȳ ∈ ME telle que x̄ = E(ȳ). Soit ȳ est une solution non

optimale du problème PE, alors il existe ŷ ∈ ME telle que (f ◦E)(ŷ) < (f ◦E)(ȳ). Aussi, il

existe x̂ telle que x̂ = E(ŷ), alors f(x̂) < f(x̄).

Contradiction avec x̄ est une solution optimale du problème P , alors il existe ȳ ∈ ME telle

que x̄ = E(ȳ) et ȳ est une solution optimale du problème PE.

Théorème 3.2.2. [14] Soient E : Rn → Rn bijective, M ⊆ Rn un ensemble E-convexe et f

une fonction E-di�érentiable et strictement quasi-E-convexe. Si x̄ est une solution optimale

du problème P , alors il existe ȳ ∈ ME telle que x̄ = E(ȳ) et ȳ est une solution optimale du

problème PE.
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Preuve

Par l'absurde : Soit x̄ est une solution optimale du problème P .

D'après le lemme 3.2.1 il existe ȳ ∈ ME telle que x̄ = E(ȳ). Soit ȳ est une solution non

optimale du problème PE, alors il existe ŷ ∈ ME et aussi x̂ ∈ M , x̂ = E(ŷ) telle que

(f ◦ E)(ŷ) < (f ◦ E)(ȳ). Comme M un ensemble E-convexe, alors E(M) ⊆ M et λE(ȳ) +

(1− λ)E(ŷ) ∈ M , pour tout λ ∈ [0, 1].

On a f est strictement quasi-E-convexe, alors

f(λE(ȳ) + (1− λ)E(ŷ)) < max{(f ◦ E)(ȳ), (f ◦ E)(ŷ)}

< max{f(x̄), f(x̂)}

< f(x̄)

Contradiction avec l'hypothèse que x̄ est une solution optimale du problème P . Alors il

existe ȳ ∈ ME telle que x̄ = E(ȳ) et ȳ est une solution optimale du problème PE.

Théorème 3.2.3. [14] Soient M ⊆ Rn est un ensemble ouvert E-convexe,

E : Rn → Rn est bijective et f : M → R est une fonction E-di�érentiable en x̄ et

∇(f ◦ E)(x̄) ̸= 0. S'il existe un vecteur d ∈ Rn − {0} tel que : ⟨∇(f ◦ E)(x̄)d⟩ < 0, alors d

est une direction de descente de (f ◦ E) en x̄.

Preuve

Puisque x̄ + λd → x̄, quand λ → 0, et ME est un ouvert (donc voisinage de x̄), alors il

existe t1 > 0, tel que

x̄+ λd ∈ ME, ∀λ ∈ ]0, t1[.

Donc, d est une direction admissible en x̄. Par ailleurs, d'après la E-di�érentiabilité de f en

x̄, on a

(f ◦ E)(x̄+ λd) = (f ◦ E)(x̄) + λ⟨∇(f ◦ E)(x̄), d⟩+ λ||d||α(x̄, λd)0

Avec α(x̄, λd) → 0 quand λ → 0.

On a
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(f ◦ E)(x̄+ λd)− (f ◦ E)(x̄)

λ
= ⟨∇(f ◦ E)(x̄), d⟩+ ||d||α(x̄, λd)

et

limλ→0
(f ◦ E)(x̄+ λd)− (f ◦ E)(x̄)

λ
= ⟨∇(f ◦ E)(x̄), d⟩ < 0.

Par conséquent, il existe t2 > 0, tel que

(f ◦ E)(x̄+ λd)− (f ◦ E)(x̄)

λ
< 0, ∀λ ∈ ]0, t2[ .

D'où

(f ◦ E)(x̄+ λd) < (f ◦ E)(x̄), ∀λ ∈ ]0, t2[ .

Soit γ = min{t1, t2}. Alors, pour tout λ ∈ ]0, γ[, on a x̄+ λd ∈ ME et

(f ◦ E)(x̄+ λd) < (f ◦ E)(x̄),

(c-à-d) d est une direction de descente de (f ◦ E) en x̄

Corollaire 3.2.1. [14] Soient M ⊆ Rn est un ensemble ouvert E-convexe,

E : Rn → Rn est bijective et f : M → R est une fonction E-di�érentiable en x̄. Si x̄ est un

minimum local de la fonction (f ◦ E), alors ∇(f ◦ E)(x̄) = 0.

Preuve

Supposons que ∇(f ◦ E)(x̄) ̸= 0, alors −∇(f ◦ E)(x̄) est une direction de descente de

(f ◦ E) en x̄. D'après le théorème 3.2.3. il existe δ > 0, tel que

(3.1) (f ◦ E)(x̄− λ∇(f ◦ E)(x̄)) < (f ◦ E)(x̄), pour chaque λ ∈ ]0, δ[.

Mais x̄ est un minimum local de (f ◦ E) sur ME, il existe alors une boule ouverte B(x̄, r)

telle que

(f ◦ E)(x̄) ≤ (f ◦ E)(x), ∀x ∈ B(x̄, r) ∩ME.

Puisque x̄− λ∇(f ◦E)(x̄) → x̄, quand λ → 0 et B(x̄, r) ∩ME est un voisinage ouvert de x̄

(comme intersection de deux ouverts), il existe δ1 > 0, pour tout λ ∈ ]0, δ1[, on a

x̄− λ∇(f ◦ E)(x̄) ∈ B(x̄, r) ∩ME.
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Soit γ = min{δ, δ1}. Alors, pour tout λ ∈ ]0, γ[

(f ◦ E)(x̄) ≤ (f ◦ E)(x̄− λ∇(f ◦ E)(x̄)) < (f ◦ E)(x̄).

Où la dernière stricte inégalité résulte de (3.1), ce qui donne une contradiction. Par suite

∇(f ◦ E)(x̄) = 0.

Théorème 3.2.4. [14] Soient M ⊆ Rn est un ensemble ouvert E-convexe,

E : Rn → Rn est bijective et f : M → R est une fonction deux fois E-di�érentiable en

x̄. Si x̄ est un minimum local de la fonction (f ◦ E), alors ∇(f ◦ E)(x̄) = 0 et la matrice

Hessienne H(x̄) = ∇2(f ◦ E)(x̄) est positive.

Preuve

D'après le corollaire 3.2.1. on a ∇(f ◦E)(x̄) = 0. Soient d ∈ Rn, λ > 0. Puisque f est une

fonction deux fois E-di�érentiable en x̄, alors

(f ◦E)(x̄+ λd) = (f ◦E)(x̄) + λ⟨∇(f ◦E)(x̄), d⟩+ 1

2
λ2⟨∇2(f ◦E)(x̄)d, d⟩+ λ2∥d∥2α(x̄, λd)

(3.2) (f ◦ E)(x̄+ λd) = (f ◦ E)(x̄) +
1

2
λ2⟨∇2(f ◦ E)(x̄)d, d⟩+ λ2∥d∥2α(x̄, λd),

où α(x̄, λd) → 0, quand λ → 0.

Puisque x̄ est un minimum local de (f ◦ E), il existe une boule ouverte B(x̄, r), telle que

(f ◦ E)(x̄) ≤ (f ◦ E)(x), ∀x ∈ B(x̄, r) ∩ME.

On a x̄ + λd → x̄, quand λ → 0, il existe alors α > 0, tel que pour tout λ ∈ ]0, α[, on a

x̄+ λd ∈ B(x̄, r) ∩ME (ouvert comme intersection de deux ouverts).Donc

(f ◦ E)(x̄+ λd) ≥ (f ◦ E)(x̄), ∀λ ∈ ]0, α[

D'après (3.2), on a ∀λ ∈ ]0, α[

(f ◦ E)(x̄+ λd) + (f ◦ E)(x̄)

λ2
=

1

2
⟨∇2(f ◦ E)(x̄)d, d⟩+ ∥d∥2α(x̄, λd) ≥ 0.

En faisant tendre λ → 0, on obtient

⟨∇2(f ◦ E)(x̄)d, d⟩ ≥ 0,
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(c-à-d) H(x̄) = ∇2(f ◦ E)(x̄) est positive.

Exemple 3.2.1. [14] Soient f : (x, y) ∈ R2 → x + 2y2 − 2x
1
3 ∈ R est fonction non

di�érentiable en (0, y), E : (x, y) ∈ R2 → (x3, y) ∈ R2, alors

(f ◦ E) : (x, y) ∈ R2 → x3 + 2y2 − 2x ∈ R deux fois di�érentiable,

et

∂(f ◦ E)(x, y)

∂x
= 3x2 − 2 = 0 implique que x = ±

√
2

3
∂(f ◦ E)(x, y)

∂y
= 4y = 0 implique que y = 0

Donc, les points critiques sont {(x1, y1)
T = (

√
2

3
, 0)T , (x2, y2)

T = (−
√

2

3
, 0)T}.

La nature des points critiques :

La matrice Hessienne

H(x, y) =


∂2(f ◦ E)(x, y)

∂x2

∂2(f ◦ E)(x, y)

∂y∂x
∂2(f ◦ E)(x, y)

∂x∂y

∂2(f ◦ E)(x, y)

∂y2

 =

6x 0

0 4


Pour (x1, y1)

T = (

√
2

3
, 0)T

H(

√
2

3
, 0) =

6

√
2

3
0

0 4

, les valeurs propres : 6

√
2

3
et 4 sont strictement positives. Alors

la matrice Hessienne H(

√
2

3
, 0) est dé�nie positive, et donc le point (

√
2

3
, 0)T est un

minimum local de la fonction (f ◦ E).

Pour (x2, y2)
T = (−

√
2

3
, 0)T

H(−
√

2

3
, 0) =

−6

√
2

3
0

0 4

, les valeurs propres sont : −6

√
2

3
strictement négative et 4

strictement positive. Alors la matrice Hessienne H(−
√

2

3
, 0) est indé�nie.

Théorème 3.2.5. [14] Soient M ⊆ Rn est un ensemble ouvert E-convexe,

E : Rn → Rn est bijective et f : M → R est une fonction deux fois E-di�érentiable en x̄. Si

∇(f ◦ E)(x̄) = 0 et la matrice Hessienne H(x̄) = ∇2(f ◦ E)(x̄) est dé�nie positive, alors x̄

est un minimum local de (f ◦ E).
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Preuve

Par l'absurde : supposons que ∇(f ◦ E)(x̄) = 0 et la matrice Hessienne H(x̄) = ∇2(f ◦

E)(x̄) est dé�nie positive. Soit x ∈ Rn. puisque f est deux fois E-di�érentiable, on a :

(f◦E)(x) = (f◦E)(x̄)+⟨∇(f◦E)(x̄), x−x̄⟩+1

2
⟨∇2(f◦E)(x̄)(x−x̄), x−x̄⟩+∥x−x̄∥2α(x̄;x−x̄)

On a : ∇(f ◦ E)(x̄) = 0 alors

(f ◦ E)(x) = (f ◦ E)(x̄) +
1

2
⟨∇2(f ◦ E)(x̄)(x− x̄), x− x̄⟩+ ∥x− x̄∥2α(x̄;x− x̄),

où α(x̄;x− x̄) → 0, quand x → x̄.

Montrons qu'il existe une boule ouverte B(x̄, r) telle que

(f ◦ E)(x̄) < (f ◦ E)(x) , ∀x ∈ B(x̄, r) ∩ME.

Supposons le contraire. Alors, pour tout r > 0, il existe xr ∈ B(x̄, r) ∩ME, xr ̸= x̄, tel que

(f ◦ E)(xr) ≤ (f ◦ E)(x̄) .

Pour 1
k
, k ∈ N∗, il existe xk ∈ B(x̄, 1

k
) ∩ME, xk ̸= x̄, tel que

(f ◦ E)(xk) < (f ◦ E)(x̄) .

De plus, on a xk → x̄, quand k → +∞. Posons dk = xk−x̄
∥xk−x̄∥ , qui est un élément de la boule

fermée B̄(0, 1) (qui est compacte). Donc, il existe une sous suite (dkj)j∈N∗ qui converge vers

d, quand j → +∞, avec ∥d∥ = 1. Par ailleurs, pour tout j ∈ N∗. On a :

(f ◦ E)(xkj) = (f ◦ E)(x̄) + ∥xkj − x̄∥2{1
2
⟨∇2(f ◦ E)(x̄)dkj , dkj⟩+ α(x̄;xkj − x̄)}.

Par suite

(f ◦ E)(xkj)− (f ◦ E)(x̄)

∥xkj − x̄∥2
=

1

2
⟨∇2(f ◦ E)(x̄)dkj , dkj⟩+ α(x̄;xkj − x̄) ≤ 0.

En faisant tendre j → +∞, on obtient

⟨∇2f(x)d, d⟩ ≤ 0,

Ce qui contredit le fait que la matrice Hessienne H(x̄) = ∇2(f ◦ E)(x̄) est dé�nie positive.

alors x̄ est un minimum local de (f ◦ E).
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Exemple 3.2.2. [14] Soient f : (x, y) ∈ R2 → x
2
3 + y2 − 1 ∈ R est une fonction non

di�érentiable en (0, y), E : (x, y) ∈ R2 → (x3, y) ∈ R2 une application, alors

(f ◦ E) : (x, y) ∈ R2 → x2 + y2 − 1 ∈ R deux fois di�érentiable.

La condition nécessaire pour (x̄, ȳ) est un minimum local de (f ◦ E) est :

∇(f ◦ E)(x̄, ȳ) = 0 implique que

∂(f ◦ E)(x̄, ȳ)

∂x
= 2x̄ = 0 implique que x̄ = 0

∂(f ◦ E)(x̄, ȳ)

∂y
= 2ȳ = 0 implique que ȳ = 0

et la matrice Hessienne

H(x̄, ȳ) =


∂2(f ◦ E)(x̄, ȳ)

∂x2

∂2(f ◦ E)(x̄, ȳ)

∂y∂x
∂2(f ◦ E)(x̄, ȳ)

∂x∂y

∂2(f ◦ E)(x̄, ȳ)

∂y2

 =

2 0

0 2


est dé�nie positive.

Exemple 3.2.3. [14] Soient f : (x, y) ∈ R2 → x
1
3 + y − 1 ∈ R est une fonction non

di�érentiable en (0, y), E : (x, y) ∈ R2 → (x3, y) ∈ R2 une application, alors

(f ◦ E) : (x, y) ∈ R2 → x+ y − 1 ∈ R.

Maintenant, soit M un ensemble E-convexe par rapport à l'application E, tel que :

M = {λ1(0, 0) + λ2(0, 3) + λ3(1, 2) + λ4(1, 0)} ∪ {λ1(0, 0) + λ2(0,−3) + λ3(1,−2) + λ4(1, 0)}

Où
∑4

i=1 λi = 1, λi > 0, (l'ensemble réalisable est illustrée à la Fig 5) et

f(0, 0) = −1, (f ◦ E)(0, 0) = −1, f(0,−3) = −4, (f ◦ E)(0,−3) = −4,

f(1, 2) = 2, (f ◦ E)(1, 2) = 2, f(1, 0) = 0, (f ◦ E)(1, 0) = 0,

f(0, 3) = 2, (f ◦ E)(0, 3) = 2, f(1,−2) = −2, (f ◦ E)(1,−2) = −2.

Alors (x̄, ȳ)T = (0,−3)T est une solution du problème PE et E(x̄, ȳ) = E(0,−3) = (0,−3)

est une solution du problème P .
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Fig 5. Exemple 3.2.3.

L'ensemble réalisable M .

Dé�nition 3.2.1. [14] Soient M un ensemble E-convexe non vide de Rn, E(x̄) ∈ E(M). Le

cône de direction réalisable (admissible) de E(M) en E(x̄) noté par D est donné comme :

D = {d : d ̸= 0, E(x̄) + λd ∈ M, pour chaque λ ∈ [0, δ], δ > 0}

Lemme 3.2.2. [14] Soient M un ensemble E-convexe non vide de Rn par rapport à E :

Rn → Rn, f : M → R une fonction E-di�érentiable en x̄. Si x̄ est un solution optimale local

du problème PE, alors F0 ∩D = ∅.

Où F0 = {d : d ̸= 0, ⟨∇(f ◦ E)(x̄), d⟩ < 0}, et D est le cône de direction réalisable de

E(M) en E(x̄).

Preuve

Supposons que x̄ est un solution optimale du problème PE et F0 ∩D ̸= ∅.

F0 ∩D ̸= ∅ implique qu'il existe un vecteur d ∈ F0 ∩D implique que d ∈ F0 et d ∈ D.

On a : d ∈ F0 implique que ⟨∇(f ◦ E)(x̄), d⟩ < 0. Par le théorème 3.2.3. il existe δ1 > 0 tel

que :

(3.3) (f ◦ E)(x̄+ λd) < (f ◦ E)(x̄), pour chaque λ ∈ [0, δ1]

d ∈ D par la dé�nition de cône de direction réalisable, il existe δ2 > 0 tel que :

(3.4) d ̸= 0 et E(x̄) + λd ∈ M , pour chaque λ ∈ [0, δ2], δ2 > 0
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De (3.3) et (3.4), on a

(f ◦ E)(x̄+ λd) < (f ◦ E)(x̄), pour chaque λ ∈ [0, δ],

Où δ = min{δ1, δ2}

Ce qui contredit l'hypothèse que x̄ est un solution optimale local du problème PE.

Alors F0 ∩D = ∅.

Lemme 3.2.3. [14] Soient M un ensemble ouvert E-convexe non vide de Rn par rapport à

E : Rn → Rn, f : M → R une fonction E-di�érentiable en x̄, gi : Rn → R, pour i = 1,m, x̄

une solution réalisable du problème PE et I(x̄) = {i : (gi ◦ E)(x̄) = 0}. De plus, supposons

que gi sont des fonctions E-di�érentiables en x̄, pour i ∈ I(x̄) et que gi sont des fonctions

continues en x̄, pour i /∈ I(x̄). Si x̄ est une solution optimale local, alors F0 ∩G0 = ∅, où

F0 = {d : d ̸= 0,∇(f ◦ E)(x̄) < 0},

G0 = {d : d ̸= 0,∇(gi ◦ E)(x̄) < 0, pour chaque i ∈ I(x̄)},

et E est bijective.

Preuve

Supposons F0 ∩G0 ̸= ∅ et soit d ∈ F0 ∩G0. Puisque x̄ est un minimum local optimale, il

existe une boule ouverte B(x̄, r), telle que

(f ◦ E)(x̄) ≤ (f ◦ E)(x), ∀x ∈ B(x̄, r) ∩ME.

D'après la E-di�érentiabilité des fonctions f et gi en x̄, i ∈ I(x̄), pour tout λ > 0 on a

(f ◦ E)(x̄+ λd) = (f ◦ E)(x̄) + λ⟨∇(f ◦ E)(x̄), d⟩+ λ∥d∥α(x̄, λd),

et

(gi ◦ E)(x̄+ λd) = (gi ◦ E)(x̄) + λ⟨∇(gi ◦ E)(x̄), d⟩+ λ∥d∥β(x̄, λd).

Où α(x̄, λd) → 0 et β(x̄, λd) → 0, quand λ → 0. Puisque

⟨∇(f ◦ E)(x̄), d⟩ < 0, ⟨∇(gi ◦ E)(x̄), d⟩ < 0, ∀i ∈ I(x̄)
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et x̄+ λd → x̄, quand λ → 0, il s'en suit que pour λ su�samment petit, λ > 0, on a

(f ◦ E)(x̄+ λd) < (f ◦ E)(x̄) et (gi ◦ E)(x̄+ λd) < (gi ◦ E)(x̄) = 0, ∀i ∈ I(x̄).

Pour i /∈ I(x̄), on a (gi ◦ E)(x̄) < 0. Puisque (gi ◦ E)(x̄ + λd) → (gi ◦ E)(x̄), quand λ → 0,

on a

(gi ◦ E)(x̄+ λd) < 0 pour λ > 0 su�samment petit.

Donc, pour λ su�samment petit on a x̄+ λd ∈ B(x̄, r),

(f ◦ E)(x̄+ λd) < (f ◦ E)(x̄) et (gi ◦ E)(x̄+ λd) < 0, ∀i ∈ {1, . . . ,m}.

Il en résulte que pour λ su�samment petit, on a

(f ◦ E)(x̄+ λd) < (f ◦ E)(x̄) et x̄+ λd ∈ B(x̄, r) ∩ME.

Ce qui contredit l'optimalité local de x̄. Par suite F0 ∩G0 = ∅

Théorème 3.2.6. [14] (Conditions optimalité de Fritz-John)

Soient M un ensemble ouvert E-convexe non vide de Rn par rapport à l'application bi-

jective E : Rn → Rn, f : M → R une fonction E-di�érentiable en x̄, gi : Rn → R, pour

i = 1,m, x̄ une solution réalisable du problème PE et I(x̄) = {i : (gi ◦ E)(x̄) = 0}. De plus,

supposons que gi sont des fonctions E-di�érentiables en x̄, pour i ∈ I et que gi sont des

fonctions continues en x̄, pour i /∈ I. Si x̄ est une solution optimale local, Alors, il existe

des scalaires ui ∈ R, i = 0,m,
∑m

i=0 ui = 1, tels que :

1. u0∇(f ◦ E)(x̄) +
∑m

i=1 ui∇(gi ◦ E)(x̄) = 0.

2. ui(gi ◦ E)(x̄) = 0, ∀i = 1,m.

3. ui ≥ 0, ∀i = 0,m.

Et E(x̄) est une solution local du problème P .
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Preuve

Posons

A(x̄) =

{
∇(f ◦ E)(x̄)

}
∪
{
∇(gi ◦ E)(x̄), i ∈ I(x̄)

}
D'après l'optimalité local de x̄ (voir le lemme 3.2.3.), on a

F0 ∩G0 = ∅.

Donc

∀d ∈ Rn − {0} ∃a ∈ A(x̄) tel que ⟨a, d⟩ ≥ 0.

Il en résulte d'après le lemme de Gordan 0 ∈ convA(x̄).

Posons I(x̄) = {i1, . . . , ip}, p ≤ m. Donc, il existe uik ∈ [0, 1], k = 0, . . . , p,
∑p

k=0 uik = 1,

tels que

u0∇(f ◦ E)(x̄) +

p∑
k=0

uik∇(gik ◦ E)(x̄) = u0∇(f ◦ E)(x̄) +
∑
i∈I(x̄)

ui∇(gi ◦ E)(x̄) = 0

On distingue les cas suivantes :

a) Pour i ∈ I(x̄) on a (gi ◦ E)(x̄) = 0. Donc ui(gi ◦ E)(x̄) = 0

b) Pour i /∈ I(x̄) on a (gi ◦ E)(x̄) < 0. Choisissons ui = 0, alors ui(gi ◦ E)(x̄) = 0. Par suite∑m
i=0 ui = 1 et

1. u0∇(f ◦ E)(x̄) +
∑m

i=1 ui∇(gi ◦ E)(x̄) = 0.

2. ui(gi ◦ E)(x̄) = 0, ∀i = 1,m.

3. ui ≥ 0, ∀i = 0,m.

Et E(x̄) est une solution local du problème P . D'où le résultat.

Théorème 3.2.7. [14] Soient E : Rn → Rn bijective, f : M ⊂ Rn → R une fonction

E-di�érentiable en x̄. Si x̄ est une solution optimale du problème P , il existe ȳ ∈ ME tel

que x̄ = E(ȳ) est une solution optimale du problème PE et les conditions optimalité de

Fritz-John du problème PE est satisfait.
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Preuve

Soit x̄ est une solution optimale du problème P . Puisque E bijective, d'après le théorème

3.2.1. il existe ȳ ∈ ME tel que x̄ = E(ȳ). Donc il existe des scalaires u0, ui satisfaisant les

conditions optimalité de Fritz-John du problème PE

u0∇(f ◦ E)(x̄) +
∑

i∈I(x̄) ui∇(gi ◦ E)(x̄) = 0,

u0, ui ≥ 0, pour chaque i ∈ I(x̄)

Théorème 3.2.8. [14] (Conditions de Karush-Kuhn-Tucker)

Soient M un ensemble ouvert E-convexe non vide de Rn par rapport à l'application bijective

E : Rn → Rn, f : M → R une fonction E-di�érentiable et strictement E-convexe en x̄,

gi : Rn → R pour i = 1,m, ȳ une solution réalisable du problème PE et I(x̄) = {i :

(gi ◦ E)(ȳ) = 0}. De plus, supposons que (gi ◦ E) est continue en ȳ pour i /∈ I(ȳ) et

∇(gi ◦ E)(ȳ) pour i ∈ I(x̄) sont linéairement indépendants. Si x̄ est une solution optimale

du problème P alors il existe ȳ ∈ ME tel que x̄ = E(ȳ) est une solution optimale du problème

PE et il existe des scalaires ui pour i ∈ I(x̄) tels que

∇(f ◦ E)(ȳ) +
∑

i∈I(ȳ) ui∇(gi ◦ E)(ȳ) = 0, ui ≥ 0 pour chaque i ∈ I(ȳ).

Preuve

D'après le théorème de conditions optimalité de Fritz-John, il existe des scalaires u0,

ûi ≥ 0 pour chaque i ∈ I(ȳ) tels que

u0∇(f ◦ E)(ȳ) +
∑

i∈I(ȳ) ûi∇(gi ◦ E)(ȳ) = 0.

Si u0 = 0 =⇒
∑

i∈I(ȳ) ûi∇(gi ◦ E)(ȳ) = 0 et comme ∇(gi ◦ E)(ȳ) pour i ∈ I(x̄) sont

linéairement indépendants alors ûi = 0 pour i ∈ I(x̄), donc u0 > 0.

En prenant ui =
ûi

u0

, alors

∇(f ◦ E)(ȳ) +
∑

i∈I(ȳ) ui∇(gi ◦ E)(ȳ) = 0, ui ≥ 0 pour chaque i ∈ I(ȳ).

D'après le théorème 3.2.3. ȳ est une solution optimale du problème PE.
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Dé�nition 3.2.2. [14] Soit M ⊆ Rn un ensemble E-convexe par rapport à l'application

E : Rn → Rn. Une fonction f : M → R est dite fonction pseudo E-convexe si pour chaque

x1, x2 ∈ M avec ∇(f ◦E)(x1)(x2 − x1) ≥ 0 implique que (f ◦E)(x2) ≥ (f ◦E)(x1) ou pour

tout x1, x2 ∈ M et (f ◦ E)(x2) < (f ◦ E)(x1) implique que ∇(f ◦ E)(x1)(x2 − x1) < 0.

Théorème 3.2.9. [14] Soient M un ensemble ouvert E-convexe non vide de Rn par rapport à

l'application bijective E : Rn → Rn, f : M → R une fonction E-di�érentiable et strictement

E-convexe en x̄, gi : Rn → R pour i = 1,m, x̄ = E(ȳ) une solution réalisable du problème

PE et I(ȳ) = {i : (gi ◦E)(ȳ) = 0}. Supposons que f est pseudo-E-convexe en ȳ et que gi est

quasi-E-convexe et E-di�érentiable en ȳ pour chaque i ∈ I(ȳ). De plus, supposons que les

conditions de Karush-Kuhn-Tucker satisfait en ȳ alors, ȳ est une solution optimale global

du problème PE et donc x̄ = E(ȳ) est une solution optimale global du problème P .

Preuve

Soit ŷ une solution réalisable du problème PE, alors (gi ◦E)(ŷ) ≤ (gi ◦E)(ȳ) pour chaque

i ∈ I(ȳ). Puisque (gi ◦ E)(ŷ) ≤ 0, (gi ◦ E)(ȳ) = 0 et gi est quasi E-convexe en ȳ, alors

∀λ ∈ [0, 1]

(gi ◦ E)(ȳ + λ(ŷ − ȳ)) = (gi ◦ E)(λŷ + (1− λ)ȳ)

≤ max{(gi ◦ E)(ŷ), (gi ◦ E)(ȳ)}

= (gi ◦ E)(ȳ).

Alors, on a d'après le théorème 3.2.3. ∇(gi ◦ E)(ȳ)(ŷ − ȳ) ≤ 0, en multiplient par ui et en

additionnant sur I(ȳ), on obtient[∑
i∈I(ȳ) ui∇(gi ◦ E)(ȳ)

]
(ŷ − ȳ) ≤ 0

Mais puisque

∇(f ◦ E)(ȳ) +
∑

i∈I(ȳ) ui∇(gi ◦ E)(ȳ) = 0

On a donc ∇(f ◦ E)(ȳ) ≥ 0. Puisque f est pseudo E-convexe en ȳ, on obtient

(f ◦ E)(ŷ) ≥ (f ◦ E)(ȳ).
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Alors, ȳ est une solution optimale global du problème PE et d'après le théorème 3.2.5.

x̄ = E(ȳ) est une solution optimale global du problème P .

Exemple 3.2.4. [14] On considère le problème suivante (problème P ) :

P



Minf(x, y) = x
2
3 + y2

s.c x2 + y2 ≤ 5,

x+ 2y ≤ 4,

x, y ≥ 0.

L'ensemble réalisable de ce problème est illustrée à la Fig 6.

Soit E : (x, y) ∈ R2 → (
1

8
x3,

1

3
y) ∈ R2 une application, alors le problème PE comme suit :

PE



Min(f ◦ E)(x, y) =
1

4
x2 +

1

9
y2

s.c
1

64
x6 +

1

9
y2 ≤ 5,

1

8
x3 +

2

3
y ≤ 4,

x, y ≥ 0.

Fig 6. Exemple 3.2.4.

L'ensemble réalisable M .

On remarque que E(M) ⊂ M , où

(
√
5, 0) ∈ M implique que E(

√
5, 0) = (5

√
5

8
, 0) ∈ M

(0, 2) ∈ M implique que E(0, 2) = (0,
2

3
) ∈ M

(0, 0) ∈ M implique que E(0, 0) = (0, 0) ∈ M
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(2, 1) ∈ M implique que E(2, 1) = (1,
1

3
) ∈ M

Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker sont les suivantes :

∇(f ◦ E)(x, y) + u1∇(g1 ◦ E)(x, y) + u2∇(g2 ◦ E)(x, y) = 0

u1(g1 ◦ E)(x, y) = 0

u2(g2 ◦ E)(x, y) = 0

u1, u2 ≥ 0

Où (g1 ◦ E)(x, y) =
1

64
x6 +

1

9
y2 − 5 et (g2 ◦ E)(x, y) =

1

8
x3 +

2

3
y − 4.1

2
x

2

9
y

+ u1

 6

64
x5

2

9
y

+ u2

3

8
x2

2

3

 =

0

0



u1

(
1

64
x6 +

1

9
y2 − 5

)
= 0

u2

(
1

8
x3 +

2

3
y − 4

)
= 0

u1, u2 ≥ 0

La solution est

(
(x, y)T = (0, 0)T , u1 = 0, u2 = 0

)
et zT = (z1, z2)

T = E(x, y) = (0, 0)T est

une solution du problème P .
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Conclusion

Ce mémoire avait pour ambition de introduit une dé�nition d'une fonction E-di�érentiable,

qui transforme une fonction non di�érentiable en une fonction di�érentiable sous un opé-

rateur E : Rn → Rn. Aussi un problème d'optimisation d'inégalité a été examiné dans

lequel les fonctions concernées ne sont pas nécessairement di�érentiables, mais elles sont E-

di�érentiables. Le soi-disant Fritz John conditions d'optimalité nécessaires ont été établies

pour l'E-di�érentiable considéré problème d'optimisation avec les contraintes inégalités. En

outre, les conditions d'optimalité nécessaires Karush-Kuhn-Tucker ont également été éta-

blies pour un problème de programmation non nécessairement di�érentiable.
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