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Résumé

Dans ce travail, nous avons trouvé les conditions pour la formation de motifs selon le mécanisme
de Turing, et nous avons pris, comme exemples appliqués, les motifs qui se forment sur le corps
du poisson zebre, et comme deuxieme exemple appliqués, nous avons pris la formation de cellules
cancéreuses et leur apparence sous forme de motifs. Les systemes mathématiques utilisés pour
I’étude sont les systemes de réaction diffusion.

Mot clés :Systéme de réaction-diffusion - Instabilité de Turing - Systeme de Schnakenberg -

Systeme Prédator-Proie - Dynamique de motif de cellules cancéreuses
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Abstract

In this work, we have found the conditions for the formation of patterns according to the Turing
mechanism, and we have taken, as applied examples, the patterns that form on the body of
zebrafish, and as a second applied example, we have taken the formation of cancer cells and their
appearance as patterns. The mathematical systems used for the study are.
Keywords : Reaction-diffusion system - Turing instability - Schnakenberg system -

Prey-Predator system - Dynamics of cancer cell patterns.
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Introduction Générale

Les systemes de Réction diffusion sont des systemes d’équations aux dérivées partielles, parabolique,
semi-linéaire de la forme

?;: — DAu(t,z) = F(u),z € Q,t >0

Un systéme de réaction diffusion comprend un terme de réaction et un terme de diffusion.u = u(t, x)
est une variable d’état et décrit la densité/concentration d’une substance, d’une population... a la
position z € © C R™ au temps t ,2 est un ouvert. A désigne 'opérateur de Laplace. Ainsi,
le premier terme du coté droit décrit la "diffusion", y compris D comme matrice diagonale de
di§usion. Le second terme,F'(u) est une fonction lisse F' : R — Ret décrit des processus qui
changent a réellement le présent u, c’est-a- dire qu’il lui arrive quelque chose (naissance, mort,
réaction chimique...), pas seulement diffus dans ’espace. Souvent, le systéeme de réaction-diffusion
est utilisé pour décrire la propagation des populations dans ’espace.

Nous avons déja quelques idées sur les solutions non homogenes des équations de réaction-diffusion.
Dans ce travail, nous traiterons intensivement de la possible formation de motifs spatiaux avec des
systemes de réaction-diffusion. Ce n’est pas seulement "beau a voir", par exemple. comment les
motifs de pelage des animaux peuvent apparaitre, mais tres essentiel a la vie pour comprendre ces
phénomenes, comme par exemple. la morphogenes (comment les embryons se développent a leurs
débuts) sous-tend des processus similaires.

Nous commengons par les idées de Turing (a partir de 1952) : dans certaines situations, il est possible
que les produits chimiques réagissent et se diffusent de telle maniére que 1’état d’équilibre montre
des schémas spatiaux hétérogenes des concentrations. (Les concentrations peuvent concerner par
exemple des produits chimiques ou des morphogenes).

L’idée de Turing : Supposons que nous ayons un systéme qui tend vers un état linéairement stable

2 ”

instabilité due a la diffusion

s'il n’y a pas de diffusion. Dans certaines conditions, une a peut
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évoluer,si D 4 est différent de Dp , c’est-a-dire que des modeéles spatialement inhomogenes peuvent
apparaitre. Une espece devrait agir comme un inhibiteur et l'autre comme un activateur. nous
avons commencé ce travail en obtenant ce modele mathématique puis en étudiant dans quelles
conditions le systéeme devient spatialement instable. En particulier, ces conditions ont été données
par le mathématicien Alan Turing dans The Chemical Basis of Morphogenesis en 1952. De plus, un
autre point important développé dans ce travail a été d’appliquer cette théorie sur le corps animal,
en particulier, pour voir comment la géométrie du corps affecte la conception du motif résultant
(rayé ou tacheté). De nos jours, on sait que de nombreux processus biologiques sont expliqués par
des modeles mathématiques, ce qui nous permet de faire des prédictions et de mieux comprendre
certains problémes biologiques d’une complexité particuliere.

Cependant, traditionnellement ces deux domaines scientifiques travaillaient séparément, et c’est
la raison pour laquelle il y a de plus en plus de groupes de recherche essayant de donner des
modeéles mathématiques a différents processus biologiques. L’un des phénomeénes biologiques les
plus étudies actuellement est la formation de motifs. On regarde autour de soi et on constate qu’il
existe un grand nombre de motifs dans la nature : dunes désertiques, toiles d’araignées, peaux
d’animaux (zébres, léopards...), feuilles... Cette observation de la nature a conduit de nombreux
scientifiques a se demander pourquoi ils sont originaires, et ainsi certaines théories ont commencé
a apparaitre. Cependant, la théorie et le modele mathématiques les plus connus et acceptés sont
ceux donnés par Alan Turing en 1952 dans son article The Chemical Basis of Morphogenesis. En
particulier, il a étudié la formation de motifs dans les formes vivantes. Cette théorie stipule que
la formation de motifs a lieu au cours de la morphogeénes, qui est la formation d’un organisme
par des processus embryologiques de différenciation des cellules, des tissus et des organes et le
développement de systemes d’organes selon le plan génétique de l’organisme potentiel et des
conditions environnementales. En particulier, Turing a affirmé que les modeles émergent de ’apparition
d’instabilités sur deux processus qui se produisent simultanément : les réactions chimiques et la
diffusion, qui affectent la concentration d’une substance spécifique appelée morphogenes. Bien que
la théorie de Turing soit la plus acceptée pour la formation de motifs, elle est assez générale en
ce sens qu’elle inclut de nombreuses especes et motifs. C’est pourquoi de nombreux scientifiques
modernes ont pris cette théorie comme point de départ pour étudier des cas spécifiques.

Le mathématicien James D. Murray. Il a développé et appliqué la théorie de Turing aux animaux,
comme les mammiferes (zébres, léopards, félins...), les coquillages, les papillons... James D. Murray

a déclaré en 1989 que la formation de motifs chez les animaux a lieu pendant la morphogenes.
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En outre, il a affirmé que dans ce processus se produisent des perturbations dans un systéeme
de diffusion réactionnel qui affecte la concentration de substances appelées morphogénes, qui
peuvent étre des hormones, des genes... (ils ne sont pas spécifies). Enfin, il a fait valoir que ces
instabilités se répercutent sur la peau animale en raison de la différenciation ultérieure des cellules
pour produire de la mélanine, qui sont les cellules qui affectent la pigmentation animale. Par
conséquent, les mathématiciens ont trouvé intéressant d’obtenir une explication mathématique de
ce phénomene. Les systémes de réaction diffusion ont de nombreuses applications, notamment en
biologie, en épidémiologie, et dans de nombreuses maladies, nous avons donné un exemple d’étude
de la propagation des cellules cancéreuses et de leur mouvement dans le corps du patient.
Notre Mémoire est contient trois chapitres. Les chapitres sont organisé comme suit :
Dans le premier chapitre on rappelle quelques notions générales et certains définitions préliminaires
qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieures. Dans le deuxiéme chapitre, nous avons traité
I'instabilité de Turing et ses conditions dans un systeme a deux composantes et quelques exemples
de réaction diffusion en biologie. Dans le troisiéme chapitre,

nous avons discuté de la formation de motifs selon le mécanisme de Turing pour certains
systemes de réaction diffusion, et d’autre part, nous avons expliqué comment les cellules cancéreuses

se forment sous forme de motifs de taches ou de lignes selon le mécanisme de Turing.




Chapitre

Quelque notions fondamentales de systeme

Réaction diffusion

Réaction

une réaction est une transformation de la matiere dans laquelle les espeéces chimiques (atomiques,
ioniques ou moléculaires) qui la composent sont modifiées. Les especes formées au cours de la
réaction sont appelées produits de réaction. Depuis les travaux de Lavoisier, les scientifiques savent

que la réaction chimique se fait sans variation mesurable de la masse.

Exemple

Le dihydrogene briile avec le dioxygeéne en formant de I’eau. Les réactifs sont donc le dihydrogene

(Ha) et le dioxygene (O2) Le produit est de I'eau (H20) L’équation de réaction non équilibrée est :

Hy + Oy — H0

Diffusion

la diffusion est un phénomene par lequel deux ou plusieurs substances en contact acquiérent
une distribution et des propriétés homogénes. Diffusion des gaz, solutions, diffusion thermique,
coefficient de diffusion. Des courants rapides emportaient tous ces gaz en diffusion, et les torrents
laveux glissaient le long de la montagne, s’appelle généralement ” migration ” . La diffusion est donc
la migration sous une certaine agitation (thermique par exemple), par exemple lorsque l'extrémité

d’un barreau est chauffée, la chaleur diffuse de la partie chaude vers la partie froide du barreau.

4
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Premieére loi de Fick

La premiere loi de Fick énonce que le flux de diffusion est proportionnel au gradient de
concentration. Cette loi est inspirée de la loi de "Fourier" sur la conduction de la chaleur.

Mathématiquement, cette loi s’exprime de la maniere suivante :

Ji = —dVC; (1.3.1)

Deuxieme loi de Fick

La loi de conservation des especes indique que la variation par unité de temps de la quantité
de particules i, [ [ [ C;dV dans un volume donné V est égale au flux sortant [ [ J;dS du vecteur
densité de courant J; de particules ¢ a travers la surface fermée S délimitant le volume V.

En utilisant le théoreme de la divergence, et en identifiant les deux intégrants ci-dessous, on obtient

la deuxiéme loi de Fick suivante

ol [ foa= | L= frra

Le signe moins provient du fait que la concentration diminue quand le flux sortant augmente. On

a donc
oC;
ot

+VJ; =0 (1.4.2)

Systeme de réaction-diffusion

Le systeme de réaction-diffusion est un modele mathématique qui décrit I’évolution des concentrations
d’une ou plusieurs substances réparties dans ’espace et soumises a deux processus : un processus de
réactions chimiques locales, dans lequel les différentes substances sont transformées, et un processus
de diffusion qui provoque une distribution de ces substances dans l'espace. Cette description
implique naturellement que de tels systemes s’appliquent a la chimie. Cependant, ils peuvent aussi
décrire des phénomeénes dynamiques de nature différente : la biologie, la physique, la géologie
ou I’écologie sont des exemples de domaines ou de champs ou de tels systemes apparaissent. Un
systéeme de réaction diffusion est un modele mathématique qui décrit I’évolution (dans le temps)
de nombreux phénomenes en chimie, physique, biologie, etc. Mathématiquement, ces systemes sont

représentés par des équations aux dérivée
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Modélisation d’un systeme réaction-diffusion

Les systemes de réaction-diffusion [33 décrivent le comportement et les interactions de deux
types de particules ou plus. Les termes Au et Av sont les termes de diffusion et décrivent la
propagation de ces particules. Les termes de réaction sont représentés par f et g ,et ces termes
décrivent comment les particules interagissent les unes avec les autres. u et v apparaissent dans
les deux équations, en général, le systéme ne peut pas étre écrit en deux équations distinctes.
Les systémes de réaction-diffusion peuvent étre obtenus & partir d’équations de conservation de
la masse. Supposons qu’on étudie un systeme contenant P quantités C1,Cy, ...., Cp,, qui peuvent
représenter des densités des concentrations de réactifs chimiques, de population, etc. Les densités

des espéces sont représentées par un vecteur
C(t,x) = (Ci(t,z), Ca(t, ), ....... ,Cp(t,x)),t > 0,2 € Q

ou {2 est un domaine borné et régulier de R™ .On note J; le flux de I'espece C; et f; son taux de
création volumique horaire. Pour tout A C § borné, régulier, la conservation de la masse pour Cj

a l'intérieur de A s’écrit

d/cﬁ/ Ji.y:/ fie{1,2,..,p} (1.6.1)
dt dA A

ou v est la dérivée normale extérieure sur la frontiere A de A.D’apres le théoreme de Gauss Green,

d
f/ci—i-/divl]i:/fi,iE{l,Q,...p}
dt A A

Comme A est quelconque, on obtient I’équation de conservation de la masse

oC;
ot

+div J; = f;,1 € {1,2,...])}

D’apres la loi de Fick, J; est proportionnel au gradient de la concentration des espéces, ce qui
donne,

p
Ji==Y dyVCji=1,...,p
j=1

ou les d;; sont les coefficients de diffusion, D = (d;;),1 < i < p est une matrice diagonale avec

d; > 0,Vi=1,...;p. on retrouve finalement le systeme de réaction-diffusion
oC
&, +DAC = £(0) (1.6.2)

le systéme de réaction-diffusion s’accompagne souvent de certaines conditions initiales et d’autres

aux bords selon l'origine et la nature du probleme étudié. S’il n’y a pas d’immigration des individus

6
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a travers la frontiere de €2 sur lequel le probléme est posé, nous choisissons les conditions aux
bords de Neumann. Et s’il n’y a pas d’individus sur la frontiére, nous prenons les conditions aux
bords homogenes de Dirichlet. Lorsque les données initiales sont suffisamment régulieres, ’existence
locale de solutions pour les systémes de la forme ([1.6)) est bien connue. L’existence globale est un
probléme ouvert en général, et ont sait qu’elle ne peut avoir lieu sans hypotheses supplémentaires
sur les f;, termes de réaction cinétique. Laissez-nous faire quelques commentaires sur la structure
des non-linéarités f;. Tout d’abord, on supposera toujours que le modele préserve la positivité des
solutions. Il est bien connu que cela revient a supposer que f = (f1, f2,...., fp) est quasi-positive,
ce qui signifie

(Hy)Vie{1,...,p}, f(t,z,c) > 0 pour tout (¢,z,c) € (0,400) x £ x [0, +00)P tel que ¢; = 0.
Ensuite, pour espérer 'existence de solutions globales en temps, f doit satisfaire des hypotheses
supplémentaires. Ces hypothéses viennent souvent du modele qu’on étudie. Par exemple, la conservation

de la masse correspond a supposer Y -, f; = 0. Plus généralement, la masse totale décroit si

(Ho) Y0, f; < 0.

On vérifie facilement que les hypotheses (Hy) et (Ha), avec des conditions de Neumann homogene
au bord, garantissent que les solutions de (1.6)) sont uniformément bornées dans L!(Q) étant donné

que pour tout £ > 0
P P
/ Zci(t,x)dx < / Zci(O,:c)dx
Qi L

et [lei(®) 1) = Jq ci(t, z)dz puisque ¢; est positive. Dans le cas homogene, ot les fonctions ¢;
ne dépendent pas de x, on peut remarquer qu’elles sont aussi solutions du systéme d’équations

différentielle ordinaires associé

% = fl(t,l’,C)
aC,
Ttp = fp(t7xac)

Pour des données initiales positives, les solutions restent positives. Etant donné que

elles sont uniformément bornées sur leur intervalle maximal de définition. Par conséquent, dans

ce cas particulier, les solutions maximales sont globales. Il est alors naturel de se demander si

7
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les hypotheses (Hip) et (Hz2) sont suffisantes pour assurer lexistence de solutions globales fortes
pour le systeme de réaction diffusion . La réponse est non : des solutions explicites d'un
systeme du type avec les propriétés (Hi) et (Hz) ont été construites dans [3], et ces solutions
explosent en norme L°(2) en temps fini. Dans ce dernier exemple, les coefficients de diffusion sont
pourtant constants, et les nonlinéarités sont bornées par des expressions polynomiales. L’explosion
peut méme avoir lieu en dimension N = 1, a condition que la croissance des nonlinéarités soit
assez rapide. Ceci prouve que lorsqu’on s’intéresse a I'existence globale de solutions fortes, on doit
faire des hypotheses supplémentaires sur f = (fi, f2,...., fp). Il existe de nombreuses références
sur les problemes d’ existence globale pour ces systémes, ou diverses hypotheses sur les fonctions
(fi, f2,. ..., fp) sont examinées [5, 2, 1]. Pour une vue d’ensemble, voir [4] . L’existence de solutions
globales faibles est plus facile a obtenir dans le cas de coefficients de diffusion constants et pour des
nonlinéarités a priori bornées pour tout 7' > 0 dans L((0,T), ). L'existence de solutions globales
faibles est prouvée dans [4] . Ce résultat implique que si la croissance de f; par-rapport & ¢ est au
plus quadratique, on a lexistence de solutions globales faibles sous les hypotheses (Hi) et (Hz).
Ce résultat repose de facon essentielle sur une estimation L? pour les coefficients de diffusion d;
constants, cette estimation garantit que sous les hypotheéses (H;) et (Hz), les solutions de

satisfont les estimations a priori

VT > 0,3C = C (T, [1c(0) | 2y, ) > 0 llell 2oy < C

Ou D est une matrice diagonale ,par exemple :

C = (C1,Cq,Cs)
a;; O 0

D=10 ap 0
0 0 as3

Alors, le systéme de réaction diffusion est de la forme,

% =a11Ay + F(u,v)
% = a9, + G(u,v)

%—%’ = assAy + H(u,v)
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Quelque exemple de réaction diffussion

1. Oxydation de I’hémoglobine :

L’hémoglobine Hb peut se lier au dioxygeéne Oy pour former de HbOs selon la réaction

Hb+ Oy = HbO,

Cette réaction est importante en imagerie cérébrale car les propriétés magnétique de Hb et de
HbO5 sont différentes ;la consommation d’oxygene par les neurons génére de la désoxyhémoglobine
détectable par I RM et donc ,indirectement ,indique la localisation de la I’activité neuronale.

le systéme de réaction diffusion résultat, pour Ny = [Hb], No = [O2], N3 = [HbO3],est

90 — &\ AN + ky N1N; = k_Nj

% — do ANy + k‘+N1N2 = k_Nj3

0% — d3AN;3 + k_N3 = ky N1 N,

De ce systeme ,on peut déduire deux lois de conservation pour le nombre total de molécules

Hb et 02.

2. Dissociation du dioxygéne :
La réaction de dégradation standard du dioxygene en monoxygene est généralement associée
a des modeles hyperbolique d’écoulements de fluide plutot qu’a la diffusion .En effet ,il s’agit
d’une réaction trés énergétique se produisant a trés haute température (pour les véhicules
de rentrée dans I’atmospheére par exemple) et avec des vitesses de réaction dépendant de
maniere critique de cette température.Mais pour notre propos ici, on oublie ces limitations
et on considere le taux de dissociation k4 > 0 de ny = [O2] dans ng = [O],et inversement sa

recombinaison avec taux k_ > 0
Ry

Cela meéne a

% —leANl + ki Ny =k_ (N2)2
0% —dn, ANy + 2k_(N2)? = 2k4 Ny

9
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avec une donnée initiale NY > 0, NY > 0.Selon la loi d’action de masse,le terme,(N2)? apparait

car la rencontre de deux atomes de monoxygene est nécessaire a la réaction .

10



Chapitre

Instabilité de Turing

Conditions de Turing pour formule les motifs

Condition de nos dimensionnalisation

Soit un systeme de réaction diffusion a deux especes

94 = D4AA+ F(A,B)

(2.1.1)
95 — DpAB + G(A,B)
ou les fonctions de réactions F' et GG sont définies par
F(A,B) =k — kA + k3 A’B
(4, B) = k1 — kA + ks (2.1.2)
G(A,B) = ky — k3A’B
Ou les Dy, Dpg,k;,i = 1,4 sont strictement positives.
Le systeme(2.1.2)) est appelé la cinétique de Schnakenberg.
On introduit L comme une échelle de longueur et on pose
1 1
k3\ 2 k3\ 2 Dt x
Al - B[ = * 7 2.1.3
B <k‘2> Y <k2> ’ 2 "L ( )
1 1
D k1 (k3\2 ky (k3\2 Lk
P a:1<3>27 b:4<3)27 g Lk (2.1.4)
Dy ko \ k2 ko \ ko Dy
Prenant la dérivée partielle de A par rapport a t* et z*, donne
04 _0A0r 1204 04 _0A0r _ 04 o1
ot Ot otr Dy ot ' dx*  Ox dr*  Ox o
Utilisons I’équation (2.1.5)) pour calculer le laplacien de A par rapport a z*
2?4 1 0%°A 1
A(x)A = =—SA(@")A (2.1.6)

022~ L2022 L2

11
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Par les relations données de (2.1.3]) ; on obtient

1 1
A= (:i) “u  donc gﬁ = (Zi) ’ g;i (2.1.7)
La premieére équation de devient sous la forme
%gﬁ = %A(x*)A+F(A, B) (2.1.8)
Ce qui donne
gﬁ —A@) A+ giF(A, B) (2.1.9)
Par suite de relation on trouve
(“)5 Ou _ (]“2)2 Ayut 2 (ks — ko + ks AB) (2.1.10)
ks) Ot ks Da
Alors que la remplacement de A et B par u et v et par I'utilisation de on obtient
(B) 2 () ey 2 ki (2) (kz)%ur('w)%] 211
ks) Ot ks Dy ks ks k3

En suite, on trouve

8u * L2 ]{?3 % k‘g
at*—“f)“m[’“@z) ~h(52)

| vient apres un calcul simple

Ce qui donne

On obtient la suivante

L2
gtli —A(:U*)u—l—D—Akg [a—u—i—u%}
D’ou
Ou * 2
BT =A(x )u—l—'y[a—u—i-u v]

Enfin, nous obtenons la premiére équation non dimensionnelle

ou
Oot*

=A(z")u+vf(u,v).

1
ks 2 ko ks
(@) ks <k3> (;@

)éu2 (Z)é v] . (2.1.12)

(2.1.13)

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.16)

(2.1.17)

12
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Prenant la dérivée partielle de B par rapport & t* et £ ; donne
o5 _oBor _ 1205 OB _0Bos _ 0B
ot* ot ot Dy Ot’ Ox*  Ox Ox* Ox
Utilisons 1’équation (2.1.18)) pour calculer le Laplacien de B par rapport a z*
2 2
G = T = A ) B
Par les relations données de , on obtient

1 1
B:<k2)2v donc aB:<k2>28U

A(x)B =

ks o \ks) ot
La deuxiéme équation de ([2.1.1)) devient sous la forme
Dy0B Dp
——=—">A(z")B A,B
Ce qui donne
0B  Dp L?
= —A(z") B+ —G(A, B).

Par suite on trouve

1 1
ko2 Ov . Dp (ko2 » L? 9

remplacement de A et B par u et v et par I'utilisation de (2.1.3]) on obtient

1 1 1 2 1
ko2 Ov Dp (ko\ 2 L? ko 2 ko 2
2 — ZB 22V A (2 il _ 2 2
() o = 5o () aeres g ks | (32) | (32) "
1 1 1 2 1

w () () | Ge) ) ()

ot  Da Da | \ ko o s ks
on obtient ([2.1.25)) sous la forme

D L2 [k (k32
ov _ BN (2*) v + =k l4 (3) g u%]

Il vient apres un calcul simple

2
00 _Dopryos L

ot* Dy Dy ko \ k2
alors
8U * 2
oy dA (z )’U+’y[b—u v}
d’ou
g;i =dA (z%) v + vg(u,v)

Le systeme (2.1.1)) est non dimensionné et prendre la forme suivante
% = Au+ vf(u,v) sur Q
% = dAv + vg(u,v) sur )

avec les conditions au limite suivante

ou Ov
a—n—a—n—() sur 90f2

(2.1.18)

(2.1.19)

(2.1.20)

(2.1.21)

(2.1.22)

(2.1.23)

(2.1.24)

(2.1.25)

(2.1.26)

(2.1.27)

(2.1.28)

(2.1.29)
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Le systéeme Linéarisé
Le systeme ([2.1.29)) sans diffusion est donnée par

5 =f(u,v)

5 (2.1.30)
ot = 19(u,v)
Cherchons les points d’équilibres
f (uo,v0) = g (uo,v0) =0
Considérons une perturbation w de I’état d’équilibre
u(t) — uo, w
wipy = | O | Jf (2.1.31)
v(t) — v w2

Pour |w| petit et par la linéarisation autour de I’équilibre (ug,vp), la perturbation est régie

localement par 1’équation

= = ~Jw (2.1.32)

ou J est la matrice jacobienne évaluée en (ug, vp), la matrice J est donner par

Ju fo
Gu  Gv

J =

(u05v0)

Stabilité Sans Diffusion

Ce systeéme linéaire est stable lorsque toutes les valeurs propres de «.J ont Re(\) < 0.

Le polynéme caractéristique de vJ est
N = (fu+ 90) A+ (fugo = fogu) =0 (2.1.33)

il s’ensuit que les valeurs propres sont

ol {(fu+gv)+\/(fu+gv)2—4(fu9v—fvgu)

AL = 5
(2.1.34)
|:’Y(fu+gv)*\/(fu+gv)2*4(fugv*fvgu)_
Ao = ~ -
Donc la stabilité linéaire (Re(\) < 0) est garantie si
Te(J) = fu+ g0 <0, (2.1.35)

14



Introduction générale

det(‘]) = fugv — fogu > 0. (2'1‘36)

Les équations ([2.1.35]) - (2.1.36)) sont les deux conditions pour que la solution de (2.1.30)) soit stable.

Les conditions (2.1.35]) et (2.1.36) joueront un role important dans ’établissement du moment ou

I'instabilité de Turing peut se former.

Instabilité par diffusion

Nous devons considérons maintenant un couplage entre la réaction et la diffusion, et avec la

linéarisation autour de 1’équilibre (ug, vp), le systéme d’équations aux dérivées partielles (2.1.29))devient

) 10
2 DAw+yJw, D= (2.1.37)

ot 0 d

En utilisant la méthode de séparation des variables, nous cherchons des solutions pour (2.1.37]) sous

la forme

w= Z cre by,
k
ou v est la solution de I’équation de Helmholtz

Ay + k>, =0, sur  Q

(2.1.38)
%:O. sur 0}
n

Ici, k2 > 0 est une constante positive. En substituant une fonction de test cye**)y, dans ([2.1.37),

on obtient

)\wkcke)‘t = kQDdJkae)\t + ’ykacke)‘t

ce qui réduit a ’équation
Ay, = DE* oy, + oy,

par une écriture sous forme matricielle on obtient

A —~J + DkQ] e =0, tel que vy # 0 (2.1.39)

Les motifs de Turing dans un modele a deux especes

Soit N = A — ~.J + DE?. Ce systéme aura des solutions non triviales si det(/N) = 0, donc on a

det (/\I — ]+ Dk2) =0

15
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ce qui donne
A= futk? ~Vfo
—V9u A =gy + dk?

=0,

un calcul simple donne un polynéme d’ordre deux en A

N4 [(d+ 1)k = (fut g0)| A+ H (K) =0,
H <k2) = dk* — vk? (dfy, + go) +~2 det(J).

L’équation ([2.1.40) prend la forme
N 4ar+B8=0

a=(d4+ Dk? =5 (fu+90),

B = dk* — vk* (dfy + gv) + 72 det(J),

k2(d+ 1) =5 (fu+gv0) > 0.

Donc le seul moyen d’obtenir Re()\) > 0 est lorsque H (k?) < 0 pour un certain k.

Nous pouvons vérifier cette condition a partir des solutions du polynéme ([2.1.40)).

N = _E D) A (futgr) _ VIR(O4d)—y (futge)] —4H (K)
1 2 2

Ao = — RO (futon) | VIR Uutgn)] —4H ()

(2.1.40)

(2.1.41)

(2.1.42)

Parce que nous avons besoin dedet(.J) > 0 a partir de la condition ([2.1.36]), nous pouvons voir que

H (k2) < 0 ne se produit que lorsque
dfu + 9o >0

L’inégalité (2.1.43]) est une condition nécessaire mais insuffisante pour Re(\) > 0.

(2.1.43)

Pour obtenir H (k?) < 0 pour certains k # 0, nous exigeons que le minimum Hpi, < 0. A partir

de I’équation (2.1.42)), la dérivée par rapport & k2 est
2dk;, — 7 (dfu + g0) = 0.
Ainsi on obtient

m 2d

et pour que cette quantité soit positive, il faut que df, + g, > 0.

(2.1.44)

(2.1.45)

16
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Qui donne le minimum H (k2,) comme suit

Hy = H (K2,) = dkf, — k2, (dfa + g0) + 72 det ()

Pour que H (k:Q) soit strictement négatif pour un k différent de zéro, le minimum H,, doit étre

strictement négatif.

De I'équation ([2.1.45]), on obtient

CH(R2) = _ [t g
Hy = H (K2,) =7 [det(,]) o
Ainsi, la condition que H (k?) < 0 pour un k? # 0 est
(dfu + 90)°
det(J) < 2
pour k # 0, et & la bifurcation, quand H (k%) = Hy, = 0
(dfu + g0)°

det(J) = 9w

Le coefficient critique

A la bifurcation, lorsque H (k2,) = H,, = 0, nous avons besoin de

(dfu + g0)°
4d ’

(dfu + 9@)2
4d '

det(J) =

det(J) = fugo — fogu =

On obtient aprés un arrangement

dzfg +2 (vagu - fugv) de + 912; =0
cela définit un coefficient de diffusion critique d. comme racine appropriée.

Par conséquent, le nombre critique d’onde k. est donné par

k2 _ V(dfu'i_gv) _ \/det(‘]) _ \/fugv_fvgu
T2, U va T &

Les conditions de Turing pour la formation de motifs

Lorsque H (kz2) < 0, I'’équation (2.1.40]) a une solution A > 0 pour la méme gamme de nombres
d’onde qui font que H < 0. De I’équation (2.1.40)) avec d > d., la gamme des nombres d’onde

instables est k? < k? < k3, qui est obtenu & partir du quadratique

9 dfu + go £ \/(dfu + gv)2 —4d (fugv - fvgu) .
ki =7 5d , 1=1,2

17
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Ainsi,
k< k< k3 (2.1.46)
tel que
2_ 7 5
ki = ﬁ |:dfu + gy — \/(dfu + gv) —4d (fugv - fvgu):| , (2147)
2_ 7 B

L’expression A = A (k?) est appelée relation de dispersion. Dans un intervalle instable, Re A (k?) > 0
a un maximum pour k,, avec d > d.. Cela implique qu’il existe un mode de croissance plus rapide

dans la somme de w. Ainsi, nous avons

ko
w R Z ce?®hy pour les grands ¢ (2.1.49)
k1

Pour récapituler nos résultats pour Iinstabilité induite par la diffusion d’un systéme de réaction

diffusion de deux especes.

Théoreme

Considérons le systéme de réaction diffusion (2.1.29) avec le point d’équilibre (ug,vg). Les

conditions pour que les motifs de Turing se forment sont

Jutgv <0, (2.1.50)
fugv - fvgu > 07 (2.1.51)
dfu + go > 0, (2.1.52)
dfu + gv 2
(4d) > fugv - fvgu' (2.1.53)

Ou toutes les dérivées partielles sont évaluées a (ug,vp) : Si ces conditions sont remplies, il existe
alors une gamme de motifs dépendant de - ; les nombres d’ondes linéairement instables donnés dans

(2.1.46))-(2.1.48). Ces motifs spatiaux sont les fonctions propres 1 avec les nombres d’onde ki et
ko.

Notez que cela découle de (2.1.50) et (2.1.52) ou d # 1;et f, et g, doivent avoir des signes

opposés. Par exemple, si f, > 0 et g, < 0,d > 1, cela signifie que I'inhibiteur du systeme ([2.1.29)

doit diffuser plus rapidement que l’activateur.
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Quelques modeéles de systémes de réaction diffusion

Systéme de Schnakenberg

Le modele de Schnakenberg est connu comme 1'un des modeéles de diffusion de réaction les plus
simples et les plus utilisés en morphogenes. Cela explique le comportement de I'activateur chimique
en présence d’inhibiteur chimique. Ces équations de réaction-diffusion représentent une approche
théorique d’une interaction chimique générique entre deux especes.

Supposons que u soit I'activateur et v soit 'inhibiteur ou la substance. Le terme de réaction pour la
substance activatrice est décrit comme une production constante (A), une consommation linéaire
et la production de l'activateur en présence de 'inhibiteur (une réaction cinétique non linéaire).
Le terme de réaction pour la substance inhibitrice est décrit comme une constante production
(B) et une réaction cinétique non linéaire pour la consommation de 'activateur en présence de

I’inhibiteur.

flu,v) = DyAy +a—u+u?v
g(u,v) = DyA, +b—u?v.

Systeme de Gray-Scott

Le systeme Gray-Scott est un systeme de réaction diffusion. Cela signifie qu’il modélise un
processus qui consiste en une réaction et une diffusion. Dans le cas du modele de Gray-Scott, cette
réaction est une réaction chimique entre deux substances U et V , toutes deux diffusant dans le
temps. Au cours de la réaction, U s’épuise, tandis que V est produit. Le systéme est caractérisé par
deux parametres : F est la vitesse a laquelle est réapprovisionné, et K controle la vitesse a laquelle
V' est retiré du systeme. La variation de ces parameétres conduit a un large éventail de modeles
intéressants, dont certains semblent assez familiers.

Les deux substances diffusent dans le temps aux taux de diffusion Du et Dv : Le systéme Gray-Scott

est défini par deux équations qui décrivent le comportement de deux substances en réaction

% = DyAu —uv? + F(1 — u)

% = DyAv + uv? + (F + k)v

(2.2.1)

Les variables dans ces équations u et v sont les concentrations des deux substances réactives U et
V.

Sur le coté gauche de chaque équation se trouve la dérivée temporelle de 'une de ces concentrations,
décrivant la vitesse a laquelle elle change. Les membres de droite des équations contiennent tous

deux trois termes distincts . Le premier décrit la réaction entre les deux substances. Comme un U
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et deux V réagissent, le terme correspondant inclut u a la puissance un et v a la puissance deux :
uv? Comme U est consommé par la réaction, le terme a un signe négatif dans la premicre équation.

Dans la deuxieme équation, il a un signe positif, comme cela se produit dans la réaction.

Le systeme de Brusselator

Prigogine et Lefever et Nicolis ont proposé un exemple maintenant appelé le Brusselator.C’est
certainement le systéme le plus simple présentant des motifs de Turing
%7; = dyAu+ A— (B+ 1)u+ v,
= dyAv + Bu — u?v
Nous vérifions ci dessous qu’il existe un seul état stationnaire positif qui présente les conditions
linéaires de 'unstabilité de Turing.De plus la solution ne peut pas s’annules,grace au terme A>0.Mais

nous n’avons pas connaissance d’une preuve que les solutions restent bornées pour t large.

Systemes activateurs inhibiteurs

Alan Turing dans Les Fondements Chimiques de la Morphogenése en 1952 a expliqué comment
les modeles émergent dans les formes vivantes. Il a proposé un mécanisme morphogénétique qui
consiste en deux processus simultanés : les réactions cinétiques et la diffusion, qui affectent la
concentration de substances spécifiques appelées morphogenes. Il a déclaré que le motif provient
d’un état d’équilibre et constant qui est stable aux perturbations temporelles, mais devient instable
en raison des perturbations spatiales. Turing a également proposé que cette instabilité soit due a

la diffusion. Par conséquent, sa théorie peut étre donnée par les conditions suivantes :

1. En l’absence de diffusion, c’est-a-dire lorsque le systéme n’est donné que par la cinétique
chimique, I’état doit étre stable aux petites perturbations. Nous appelons cet état de base

d’équilibre et nous le notons ub.

2. Lorsque la diffusion a lieu, certains modes oscillatoires du systeme doivent étre instables a de
petites perturbations spatiales mais ils sont indépendants du temps. L’instabilité causée par
la diffusion est appelée instabilité due a la diffusion. Nous avons une autre condition dans le

cas de deux morphogenes :

3. Le coefficient de diffusion des deux substances doit étre sensiblement différent. Nous constatons

que ces conditions sont heuristiques. Par conséquent, notre objectif dans ce chapitre est
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d’obtenir des conditions mathématiques équivalentes a celles que nous avons déja données,
c’est-a-dire des conditions que nos équations de réaction-diffusion doivent satisfaire pour que
la formation de motifs puisse se produire. Cependant, il est compliqué de traiter directement
ce type de systemes et il faudra donc faire une analyse linéaire préalable. L’instabilité qui
conduit a la formation de motifs est également appelée instabilité de Turing. Nous verrons
dans la derniére section que ce type d’instabilité dans le cas de deux morphogenes conduit a
un systeme activateur-

inhibiteur, c¢’est-a-dire qu’un morphogene va induire la production de substance et, 'autre,

la perte.
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Chapitre

Application a la biologie

Formation de motifs

La formation de motif est un phénomene fascinant qui peut aider a expliquer comment les motifs
se forment dans la nature. Bien que le modele de Turing soit utile pour comprendre ce processus,
il présente également des limites. Cependant, avec des recherches supplémentaires, nous pourrions
mieux comprendre la fagon dont les réactions-diffusions créent des motifs complexes et comment
nous pouvons utiliser ce phénomene dans divers domaines.

En biologie, il peut étre utilisé pour étudier la formation de motifs chez les organismes vivants, tels
que les taches sur la peau des animaux. En physique, il peut étre utilisé pour modéliser la formation

de motifs dans les systemes non-linéaires.

Motifs de schnakenberg

Rappelons que le systéme de schnakenberg est de la forme

flu,v) =a—u+u?v,

g(u,v) =b—u?v.

Dans le cas de la cinétique de Schnakenberg , il existe trois parameétre(a, b, ¢) strictement positives.

Les point d’équilibres
les d’équilibre sont obtenus par f(u,v) = g(u,v) = 0,d’ou

a—u+uPv =0,

b — u?v =0.
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cela implique que le point d’équilibre est

(UO, 1)0) = (CL + b, (a—f—bb)2)

la jacobienne du systéme au point d’équilibre(ug, vg) donne

v [o —142uwv  u?
R

—2uv —u?
T ) ug00) (wos00)

par suite

2’_7_—3 (a +b)?

b_TQS —(a + b)?

Instabilité induite par la diffusion pour le systéme de Schnakenberg

et en utilisant la condition f(,+g¢,) < 0,0n obtient

_b—a
b+a

Tr(J) —(a+b)* <0,
par conséquent
0<b—a< (a+b)

De méme,la condition f,g, — fugy > 0, donne

)(a +b)?].

2b
detJ = [(b—i— -

h—
b)?] —
a+ b)) - [~

D’ou
detJ = b + a* + 2ab,
=(a+b)?*>0.
la condition dit que ,
dfu + go > 0,
ce qui donne par conséquent
d(b—a) > (b+a).

La condition

(dfu + g0)*

4d > fugv - fvgu <~ (dfu + gv)2 > 4d(fugv - fvgu)
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Ainsi on a
[d(b—a) — b+ a)®)?] > 4d(b+ a)™.

Par résumé suivant,nous obtenons les conditions pour la cinétique de Schnakenberg dans lesquelles

on a une formation motifs de Turing.

0<b—a<(a+b)

(a+0)* >0,

d(b—a) > (b+a),

[d(b—a) — (b+a)®]? > 4d(b+ a)™.

Ces inégalités définissent un domaine dans I’espace des parametres(a, b, ¢) ,appelé espace de formation

de motifs ou espace de Turing pour la cinétique de Schnakenberg .

La solution d’équilibre homogene de

Ou = Au+a—u+u?v, (3.1.5)
ot
% = dAv + b — u?v. (3.1.6)

deviendra instable sous la moindre perturbation spatial ou les condition (3.1.1))-(3.1.4)) sont satisfaites.Nous

consédirons le probleme propre de Helmholz notée(*) :

AYp+k?> =0 surQ

aa—dg“ =0 surofl.

((v )est la solution de cette équation),et choisissons le domaine planaire £ = (0, p) x (0, g) pour les

constantes positives p, g.Par la séparation des variables,la solution générale est

“+o0 +o00

Z Z Ancos mcos[m;ry] (3.1.7)

n=1m=1

Cosidérons 'équation (3.1.1.2)avec I'équation w = 3, cpe !y, et I'équation de Helmholz(*)

Maintenant, la solution instable a motifs spatiaux est donnée par

+oo +o0
w(t, z,y) Z Z e tA cos [n :1;] B, cos [mwy]

n=1m=1 p q

ou
) ) n2 2

kf=m [p—2+?],n,m€Z

la bande de nombres d’ondes de
k2 < k? < k3 (3.1.8)
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et

K = oo ldfu+ g+ \/(dfu + 90)2 = 4d(fugo = Foga)] (3.1.9)

,est donnée par

Al (a,b,d) = k? < k? < k3 =~T5(a, b, d) (3.1.10)

On utilisons les inégalités (3.1.1.2)) et (3.1.1.2)),on obtient

dfu + gu — \/(dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu)
2d

Fl(a, b, d) =

D’apres la cinétique de Schnakenberg ,on trouve

[d(b—a) — (b+a)}] — /(b —a) — (a + b)) — dddet(J)
I = 20a T D) : (3.1.11)

et pour

dfu + gv + \/(dfu + gv)2 - 4d(fugv - fvgu)

Fg(a,b, d) = 2d

Ce qui donne par similaire

[d(b—a) = (b + a)*] = V[d(b—a) = (a+ )" = 4ddet(])

FCER) (3.1.12)

F2(a7 b7 d) =

les parametre dans (3.1.1.2)en termes de longueur d’onde w = 2%r,les longueurs d’onde limitées par
des modes avec une borne inférieure et supérieure wiet wsy,ou

4d
’VFQ (CL, ba d)

9 (2T 472
1

_ 2T 2 2 _
b T Ta(abd) <& <2

w (3.1.13)

Les parametres de (2.1.37)expliquent le type de role que joue dans le systéme de réaction-diffusion ([2.1.1)

Mbotifs de Poisson zébre

Hongyong Zhao [6], a étudié la formation de motifs pour un type de poisson, 'auteur a utilisé
le systéme de Schnackenberg comme modéle mathématique pour cette étude. avec des techniques
et simulation numériques, quelques catégories de motifs de Turing sont obtenues, des taches, des
bandes et des hexagonaux. En plus de 'effet de la diffusion croisée. Les figures suivantes montrent

certains types de ces motifs.
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Figure 3.1 — Motifs sous forme des taches dans différents instants.
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Figure 3.4. Poissons zébres avec des motifs de taches et de rayures dans la nature
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Figure3.6-Poissons zébres avec des motifs de taches dans la nature

3.1.3  Les motifs d’un systéeme Proie-Prédateur

En particulier, I'instabilité due a la diffusion, communément appelée instabilité de Turing,
conduit a 'apparition des soi-disant modeéles de Turing. L’étude de ces modeles dans les modeles
spatiaux de population a récemment connu une activité et un intérét croissants. Motivés par toutes

ces considérations, nous incluons a la fois ’auto diffusion et la diffusion croisée dans

i = Fi — e il = Sy (3.1.14)
W= it —my =: g(x,y)
et étudions le systeme suivant
% = Tiay — iz — doz? — W%ﬁ + AT + y12Ay
% = (H,fg% —my + Y21 Az + y22Ay (3.1.15)
z(x,0) = zo(x), y(x,0)=yo(x) x€Q
Yrim1 il > diE £ = (6,&)

Plus précisément, nous nous intéressons a 1’étude de I'impact de la diffusion croisée sur le modele

(3.1.15)

Dans le premier exemple, nous montrons & la fois la solution x et y, pour apprécier la correspondance
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des modeles dans les deux fonctions : en raison du choix de coefficients de diffusion croisée positifs,
nous observons toujours que des zones "chaudes", ou & haute densité pour une variable correspondent
a des zones " froides" ou de faible densité pour ’autre variable au méme endroit. Parce que ce
comportement est commun a tous les exemples considérés, dans certains des autres cas, nous avons
décidé de montrer I’évolution temporelle d’une seule des solutions, pour illustrer les différents
modeéles sans redondances dans la représentation.

Voir le tableau :

Nom Description Valeur

r Taux de natalité des proies

Niveau de peur 0.5
« Sensibilité du prédateur a la taxis
dy Taux de mortalité naturelle des proies 0.1
da Mortalité due a la compétition intra-proie 0.2
153 Taux de prédation 0.5
a Constante de demi-saturation 0.1
b Limite de tolérance a la prédation 0.5
c Efficacité de conversion de la biomasse 1
m Taux de mortalité naturelle du prédateur 0.25

Tableau 1.Parameétres du modeéle (1) et leurs valeurs dans les simulations

numériques.

Exemple 1. Dans les parametres du tableau 2, on considere d’abord l'effet des petits taux
de diffusion : on fixea;; = 0,01, age = 0,1 eta;2 = 0,01. Alors c’est 757 = 0,01132 et I'analyse
faiblement non linéaire conduit a b1, b2 > 0. Nous fixons as; = 0,015 pour que les deux conditions
de stabilité des taches et des rayures soient satisfaites et exécutons la simulation sur le carré
[0,100][0, 100] jusqu’a ce que la solution se stabilise. [La figure.1] montre le motif mixte taches/rayures
prédit par 'analyse théorique sur les deux solutions x et y. Ici, et dans toutes les figures suivantes,
les zones & haute densité sont représentées en jaune et celles a faible densité en bleu. Le temps de
simulation T est reporté dans la légende de la figure. Dans le méme paramétrage, avec une légere
modification d’un seul coefficient de diffusion (a;; = 0,05 ) la valeur critique devient 5] = 0,02437
et a nouveau les conditions de stabilité des rayures et des taches sont remplies. Une fois choisi
az = 0,032, [la figure 8] montre comment le motif des taches dans la solution x évolue finalement

vers un motif mixte.
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Examples 1and 2 Example 3 Example 4
r 0.18 0.3 0.35
i 25 10 2.0
i 0.1 0.5 0.4
m 0.25 0.25 02
x" 01734 0.5 0.347
w 0.0273 0.156 0.209

Tableau 2.Valeurs des parameétres adoptées dans les exemples rapportés. Pour les

autres parametres, les valeurs fixes restent celles rapportées dans le Tableau 1. La

valeur d’équilibre (z*,y*) est également indiquée.
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Remarque :
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FIGURE.1/Graphiques des solutions du systéme (2)-(5) dans la

configuration de parameétres de ’exemple 1 pour? = 1500. Ici, v2; = 0.015.

Panneau de gauche : solution x/, panneau de droite : solution y.
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FIGURE.2/Graphiques de la solution x du systéme (2)-(5) dans la
configuration de parameétres de ’exemple 1 pour? = 1500(panneau de

gauche)/etT = 3000 (panneau de droite). Ici, y2; = 0.032

Exemple 2. Pour étudier 'effet de taux de diffusion plus élevés, nous considérons aj; = 1,
age = 10 et aj2 = 0,1. Alors c’est 757 = 1.1628 et I'analyse faiblement non linéaire conduit a
b1,b2 > 0. Nous fixons ao; = 1.3 pour remplir les conditions de stabilité des rayures et exécutons
les simulations, obtenant des motifs qui émergent sous forme de points irréguliers puis se stabilisent

dans les grandes bandes représentées sur [la figure.3] pour le temps T = 5000. Il convient de noter
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comment les valeurs plus élevées de la diffusion entrainent des motifs plus grands.[La figure.4]
suivante, se référant a des simulations réalisées pour ag; = 0,8 jusqu’a T = 3000, montre comment
le motif se stabilise dans les grandes taches, avec la correspondance habituelle entre les zones de
forte densité pour une espéce et les zones de faible densité pour 'autre. Montrons également dans
ce paramétrage comment différents niveaux de peur h affectent a la fois la valeur d’équilibre de la
population de prédateurs et le moment de 1’apparition du modéle : [la figure.5] montre les résultats
de simulation pour la population de prédateurs dans le méme cadre que [la figure.3| lorsque les
modeles se différents niveaux de peur : dans le panneau de gauche, c’est h = 0,1 et T = 6000,
tandis que dans le panneau de droite, c’est h = 1 et T = 4000. Ces graphiques doivent étre
comparés avec le panneau inférieur droit de [la figure.3].

Il pourrait étre clairement vu que des niveaux de peur plus élevés entrainent des valeurs plus faibles
pour y et qu'une structure de modele similaire est atteinte, méme si a des moments de simulation
différents. De plus, d’autres expériences (non présentées ici) avec des valeurs encore plus élevées
de h, ont prouvé qu'un élargissement excessif de la gamme de modes instables peut conduire a

I'instabilité de ces modeles.

Exemple 3. Dans les deux exemples suivants, nous étudions différents réglages de parametres,
conduisant a différents points d’équilibre, comme détaillé dans [le tableau.2] . En fixant a;; =
0,25, ags = 0,5, aj2 = 0,1, c’est 757 = 0,231115 et l'analyse faiblement non linéaire prédit que
des rayures stables peuvent apparaitre. Nous fixons as; = 0,35 et exécutons la simulation. [La
figure.12] montre 1’évolution de la solution x d’un motif de taches transitoires (pour T = 600 ) au
motif de rayures stables attendu pour T = 2000. Il convient de noter qu’en raison des diffusions
choisies, dans ce réglage les rayures le motif est étroit et différemment orienté dans différentes zones
du domaine spatial.

Exemple 4. Dans ce paramétrage, I’équilibre interne est £(0,347, 0,209) ; pour le systéme spatial,
une fois fixé a;; = 0,2, aza = 1, aj2 = 0,1, c’est v5] = 0,2781 et I'analyse faiblement non linéaire
conduit & b1, b2 > 0. On fixe ag; = 0, 3, trés proche du seuil critique de sorte que seules les conditions
de stabilité des points soient remplies et exécutez la simulation jusqu’a ce que la solution se stabilise
a environ 7" = 6000. [La figure.7] montre les modeéles de points prédits par I’analyse théorique pour

les solutions x et y.
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FIGURE.3/Graphiques des solutions x et y du systéme (2)-(5) dans la configuration
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rangée). ICi, Y11 = 1, Y22 = 10, Y12 = 0.1 et Y21 = 1.5.
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de paramétres de ’exemple 2 pour T = 1500 (premiére rangée) et T = 3000
(deuxiéme rangée). Ici, 711 = 0.1, y22 = 10, 712 = 0.01 et 21 = 0.8.
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FIGURE.5/Graphiques de la solution y du systéme (2)-(5) dans la méme
configuration de parameétres de ’exemple 2, a ’exception de n = 0.1,7 = 6000
(panneau de gauche) etn = 1,7 = 4000 (panneau de droite).Ici, y1; = 1, 722 = 10,
Y12 = 0.1let 91 = 1.3.Les valeurs d’équilibre correspondantes pour le systéme d’ODE

(1) sont (0.1734,0.0305) et (0.1374,0.0243), respectivement.
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FIGURE.6/Graphiques de la solution x du systéme(2)-(5) dans la configuration de

parametres de ’exemple 3 pour T = 500etT = 1000. Ici,y2; = 0.35.
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FIGURE.7/Graphiques des solutions x (panneau de gauche) et y (panneau de

0,05

droite) du systéme (2)-(5) dans la configuration de parameétres de ’exemple 4

pour? = 6000. Ici, v9; = 0.3.
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FIGURE.8 Graphiques de la solution x du systéme(2)-(5) dans la configuration de
parameétres de ’exemple 4 pourT = 1000etT" = 2000. Les motifs pour la solution y (non

montrée) sont complémentaires a ceux-ci. Ici, 79 = 0.35
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(S
Remarque :

Cependant, lorsque nous choisissons une valeur plus élevée pour le parametre de
bifurcation as; = 0,35, les motifs de taches perdent leur stabilité et évoluent

rapidement en rayures, comme le montre [la figure.8] suivante.

Conclusions : Dans cet travail, nous avons exploré l'instabilité de Turing induite par la diffusion
croisée dans un systéme prédateur-proie avec peur et défense de groupe. En fait, nous avons trouvé
que 'auto diffusion seule n’induit pas d’instabilité de Turing ; au contraire, la diffusion croisée est le
facteur essentiel provoquant 'apparition des modeles spatiaux. Les conditions d’instabilité induites
par la diffusion croisée ont été obtenues par 'analyse de stabilité linéaire. Le coefficient de diffusion
croisée as; a été considéré comme le parametre de bifurcation et le seuil de Turing ag; = 5] a
été évalué numériquement et analytiquement. En effectuant une analyse faiblement non linéaire,
nous avons écrit les équations d’amplitude pres de la valeur de bifurcation de Turing et nous avons
obtenu les conditions pour que différentes formes de motif, telles que des hexagones (taches) et
des rayures se produisent. Des simulations numériques ont confirmé ces résultats théoriques dans
différents réglages de parametres. Ils ont également exploré qualitativement la relation entre la
valeur haute/basse des coefficients de diffusion et 1’échelle des motifs obtenus. Enfin, les choix de
modélisation spécifiques ont entrainé un effet modéré du niveau de peur sur l'instabilité spatiale
de I’équilibre interne, affectant simplement le moment de ’apparition des modeles, en comparaison
avec d’autres modeles considérés dans la littérature [7, 8], ou la variation du niveau de peur a induit
des changements spectaculaires dans la structure du modele. Cette constatation, principalement
due a la représentation adoptée de la défense de groupe, rend le modeéle proposé plus approprié
pour représenter différents scénarios o, comme discuté, la peur des proies affecte principalement
I’évolution des prédateurs, en abaissant leur valeur d’équilibre. Les méthodes et les résultats de cette
étude peuvent fournir des défis et des idées sur 1’étude de la formation de modeles spatiaux dans
d’autres systemes de proies prédateurs et dans de nombreux autres domaines des mathématiques

appliquées.[32]
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Dynamique du motif d’un systéeme immunitaire de

réaction diffusion

Quelques notions médicaux du cancer
Définition du cancer

Le cancer est un groupe de maladies associées a une croissance anormale des cellules. Sans aucun
controle, la maladie peut continuer a progresser, entrainant finalement une mort prématurée. Ils
peuvent survenir n’importe o dans le corps et peuvent affecter des personnes de tous ,ages, couches
socio-économiques et races. Le cancer est la premiere cause de morbidité et de mortalité dans le

monde.

Le tumeur et son Types

Une tumeur est une masse ou une croissance. Certaines masses sont cancéreuses, mais beaucoup

ne le sont pas,
1. Les masses qui ne sont pas cancéreuses sont dites bénignes.
2. Les masses cancéreuses sont appelées malignes.

Ce qui rend le cancer different, c’est qu’il peut se propager a d’autres parties du corps, contrairement
aux tumeurs bénignes. Les cellules cancéreuses peuvent se détacher du site d’origine du cancer.
Ces cellules peuvent se déplacer vers d’autres parties du corps et se retrouver dans les ganglions

lymphatiques ou d’autres organes du corps, causant des problémes de fonctionnement normal.

Certains signes et symptomes généraux du cancer

Voici quelques-uns des signes et symptomes les plus courants qui peuvent étre causés par le

cancer. Cependant, chacun de ces problémes peut également étre causé par d’autres problémes.
1. Fatigue ou fatigue extréme qui ne s’améliore pas avec le repos.

2. Perte ou prise de poids de 10 livres ou plus sans raison connue problemes alimentaires tels

que manque de faim, difficulté a avaler, douleurs au ventre ou nausées et vomissements.
3. Gonflement ou bosses n’importe ou dans le corps.
4. Epaississement ou grosseur au niveau du sein ou d’une autre partie du corps

5. Douleur, particulierement nouvelle ou sans raison connue, qui ne disparait pas ou s’aggrave

Changements cutanés tels qu’une masse qui saigne ou devient squameuse, un nouveau grain
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de beauté ou un changement dans un grain de beauté, une plaie qui ne guérit pas, ou une

couleur jaunatre de la peau ou des yeux (jaunisse).
6. Toux ou enrouement persistant

7. Saignements ou ecchymoses inhabituels sans raison connue Changement des habitudes intestinales,
comme la constipation ou la diarrhée, qui ne disparaissent pas ou un changement dans

I’apparence de vos selles.

Les stades du cancer :

Lorsqu’un cancer est découvert, des tests sont effectués pour voir quelle est sa taille et sil s’est
propagé a partir de son point de départ. C’est ce qu’on appelle le stade du cancer. Un stade inférieur
(comme un stade 1 ou 2) signifié que le cancer ne s’est pas beaucoup propagé. Un nombre plus élevé
(comme un stade 3 ou 4) signifie qu'’il s’est propagé davantage. L’étape 4 est I’étape la plus élevée.

Le stade du cancer est tres important dans le choix du meilleur traitement pour une personne.

Propagation du cancer :

Le cancer peut se propager de son point de départ (le site primaire) a d’autres parties du corps.
Lorsque les cellules cancéreuses se détachent d’une tumeur, elles peuvent se déplacer vers d’autres
parties du corps par la circulation sanguine ou le systéeme lymphatique. Les cellules cancéreuses
qui voyagent dans le sang peuvent atteindre des organes distants. Si elles traversent le systéme
lymphatique, les cellules cancéreuses peuvent se retrouver dans les ganglions lymphatiques. Quoi
qu’il en soit, la plupart des cellules cancéreuses échappées meurent ou sont tuées avant de pouvoir
commencer a se développer ailleurs. Mais un ou deux pourraient s’installer dans une nouvelle zone,
commencer a se développer et former de nouvelles tumeurs. Cette propagation du cancer a une

nouvelle partie du corps est appelée métastase.

L’étude dynamique de motif de cellules cancéreuses

Gréce a la théorie du controle et a l'analyse de stabilité linéaire de 1’équilibre local, nous
obtenons la condition optimale a partir de laquelle le systéme perd sa stabilité et un motif de
Turing apparait. En combinant ’analyse mathématique et la simulation numérique, nous montrons
les motifs possibles et comment ces motifs évoluent. De plus, nous établissons un lien entre les
motifs complexes et le mécanisme biologique en utilisant les résultats d’une étude précédente publiée
dans Nature Cell Biology. Les résultats de cet article peuvent nous aider a mieux comprendre la

signification biologique du systéme immunitaire.Pour un systeme de réaction-diffusion, le mécanisme
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biologique de la formation des motifs a été proposé par Turing,l’instabilité de Turing sur les réseaux

a été proposée pour comprendre la morphogenes multicellulaire.

Le modele mathématique

Comme nous le savons tous, les cellules immunitaires jouent un réle important dans un corps
sain, et certaines méthodes ont été proposées pour traiter certaines maladies par le biais de
médicaments. Dans cette section, nous considérons un modele de compétition a deux especes avec
des capacités de transport finies pour les cellules cancéreuses et les cellules immunitaires [9], et un
traitement efficace a été obtenu en controlant la quantité d’un médicament. En général, cela peut

étre écrit comme suit :

or _
ot f(P,Q) (3.2.1)
=g

0
% =9(P.Q)
P représente la densité des cellules cancéreuses et (Q représente la densité des cellules immunitaires.

La signification des parametres peut étre obtenue dans la référence

* Cancer cell
o Immune cell

— Diffusion

FIG.1.cellule cancéreuse et cellule immunitaire avec diffusion

La diffusion est connue pour étre souvent causée par l'intensité de la pression et de la densité, ce
qui peut parfois déstabiliser ’état d’équilibre stable. Ensuite, la diffusion des cellules cancéreuses
avec peu de protéines d’adhérence aggraverait ’organisme, tandis que la diffusion des cellules

immunitaires se produirait également pour protéger l'organisme (Fig. 1). Par conséquent, nous
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devons prendre en compte l'effet de la diffusion sur le modele. Dans cet article, nous avons modifié le
systeme (|3.2.2.1]), ajouté le terme de diffusion au systéme et obtenu un systeme de réaction-diffusion

avec des conditions aux limites nulles comme suit :

&= F(P,Q) +dh VP 5.2
% =9(P.Q) +d:VQ
Ici,on prend I’équilibre
ail a
A= T2 (3.2.3)
a1  G22

Alors,la forme standard du systéme linéaire de (3.2.2.1)) peut s’écrire

a(P\ (P o(P
2(5)=a(5)+ov(5) (82,0

De fagon standard, on suppose que (P,Q) prend la forme suivante dans ’espace de Fourier :

a(P\ . (P wrn_off
(%(Q)_(A Dk)(Q)+B,R C<Q> (3.2.5)

La substitution de la formulation ci-dessus dans (|3.2.2.1))fournit ’équation caractéristique

. (g) (3.2.6)

et les racines de I’équation caractéristique sont

¥ = Ax + Bu
(3.2.7)
R =Cx
Enfin,nous obtenons la valeur critique k2 est un condition nécessaire d’instabilité de Turing

1
H = §($TM{L‘ + 4" Nu) + AM(Ax + Bu) (3.2.8)

Clairement, nous pouvons valider le résultat de la figure 1 en sélectionnant la parametre approprié.
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Fig. 2. Instabilité de Turing sans contrdleur. (a) Courbe de dispersion indiquant
I’apparition de I’instabilité de Turing. (b) Formation de motif de la sortie (positive)
sans contréleur. (c) Formation de motif des cellules cancéreuses sans contréleur. (d)
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4 T T T T T

—0Q

W] 1 L L 1
0 2 4 i & 10 12
t

Fig. 3. Les courbes de distribution et le contrdleur. (a) Courbes de distribution des
cellules cancéreuses et des cellules immunitaires pour le Systéme (5). (b) Courbe

(contrdleur) indiquant la quantité de médicament a administrer.
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des cellules immunitaires.
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Fig.6. Formation de motif avec un contréleur lorsque d1 = 2.5. (a) Formation de
motif de la sortie. (b) Formation de motif des cellules cancéreuses. (c) Formation de

motif des cellules immunitaires.

3.2.2.2 Discussion

Les systeémes de réaction-diffusion ont souvent été étudiés [11-30], et des motifs plus complexes
impliquant certains mécanismes biologiques ont émergé. Comprendre comment controler ces motifs
est trés important. Par conséquent, il est nécessaire d’introduire la théorie du contréle dans un
systeme de réaction-
diffusion. Les protéines d’adhérence sont connues pour étre essentielles a la formation des tissus
épithéliaux normaux et sont des oppresseurs de tumeurs [10]. Les cellules cancéreuses se diffusent
facilement lorsque le motif en tache est isolé, et les cellules normales sont fixées car le motif en forme
de rayures les relie les unes aux autres. Dans cet article, nous présentons une analyse systématique
de la maniére de controler la formation de motifs dans des conditions d’instabilité de Turing [figure
2], ou les cellules cancéreuses sont dominantes. Ensuite, nous proposons une méthode théorique
pour rendre le systéme immunitaire efficace [figure 4] en utilisant un médicament [figure 3] associé
a la théorie moderne du contrdle, ce qui peut étre utilisé pour traiter certaines maladies. De plus,
en effectuant une série de simulations numériques, il est constaté qu’'un systeme avec un régulateur
présente une dynamique spatiale riche [figures 2 et 4] et peut étre considéré comme la coexistence

de cellules cancéreuses et de cellules immunitaires, qui peuvent étre controlées. Cependant, le motif
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formé est le motif en taches [figures 5 et 6], dans lequel le terrain en forme de taches est le pire [31].
Bien que le médicament ait été pris, la condition s’aggravera lorsque la prolifération et la diffusion
des cellules cancéreuses sont plus rapides. Par conséquent, nous proposons une maniéere d’orienter
la médication clinique pour le traitement de certaines affections. De plus, cette recherche représente
une avancée importante dans la recherche sur les équations de réaction-diffusion, notamment en ce
qui concerne le développement de motifs non linéaires dans des systémes complexes.

En outre, ces efforts amélioreront notre compréhension du mécanisme biologique de la formation de
motifs en utilisant la théorie du controle dans un modele spécifique et permettront de déterminer
les points clés pour fournir des conseils possibles en réglant les principales propriétés des systemes

biologiques[34].
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Conclusion générale et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons trouvé les conditions de formation des motifs selon le mécanisme
de Alan Turing, puis nous avons donné des exemples de ces motifs et de certains de leurs types.
Prenez, par exemple, les motifs qui se forment sur le corps du poisson, le deuxiéme exemple est
la formation de motifs de certains types de cancer et leur effet sur la vitesse de sa propagation
dans le corps du patient. Nous pouvons étudier I'effet de la formation de motifs et de ses types sur

certaines maladies telles que la maladie de Crohn.
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