MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE«Abbés LAGHROUR»DE KHENCHELA
FACULTE DES SCIENCES ET DE TECHNOLOGIE

Département de Génie Mécanique

Mémoire de fin d’études
Pour ["obtention du diplome de Master (L.M.D)

Spécialité  :Génie Mécanique
Option : ConstructionMécanique

ETUDE DYNAMIQUE D’UNE PLAQUE MINCE

ELASTIQUE PAR LAMETHODE DES
ELEMENTS FINIS

Réalisé par : Dirigé par :M Groun Brahim.
-Belloufi HoussemEddin.

-Madaoui Abdessalam.

Devant le jury composé de :

-Dr :Abboudi Abdelaziz

-Dr :Meddour Belkacem

Présenté le:..../09/2020




MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE «Abbés LAGHROUR» DE KHENCHELA
FACULTE DES SCIENCES ET DE TECHNOLOGIE

Département de Genie Mécanique

Meémoire de fin d’etudes
Pour I’obtention du dipléme de Master (L.M.D)

Speécialité  : Génie Mécanique
Option : Construction Mécanique

ETUDE DYNAMIQUE D’UNE PLAQUE MINCE

ELASTIQUE PAR LAMETHODE DES
ELEMENTS FINIS

Dirigé par :M" Groun Brahim.
Réalisé par :

- Belloufi Houssem Eddin.

- Madaoui Abdessalam.

Présenté le: ..../09/2020




I | |
Vv N

A A
1 | | | I

Remerciment

Je tiens d remercier Monsieur Professeur Groune Brahim qui n'a
jamais compté les heures afin que mon travail puisse avancer le plus
rapidement possible, également avec un grand dévouement, il m'a
consacré tout son temps d suivre de prés [évolution de cette thése d
orienter les différentes étapes et d palier toutes les difficultés
auxquelles javais d faire face.
Merci pour Cenrichissement scientifique que vous m'avez apporté et

pour la confiance que vous m’avez accordée.

Je remercie le professeur Abboud Abdel Aziz, doyen du Collége de
génie mécaniquePour ['aide et ['intervention qu'il a apportées..

Jexprime également ma sincéve gratitude d Monsieur. Brek Samir,
HalimAllaoui etchehhat A.M et chehaoui walid  mon professeurs
pendant mes parcours universitaires, et je les remercie pour tous les

efforts qu'ils ont déployés jusqu'a ce que nous en arrivions ld.

Enfin, mes sincéres remerciements d tous les professeurs de
(MUniversité Abbas Laghrourde Xhenchela en général, et en
particulier, mes remerciements vont a tous les professeurs de geénie
mécanique.

Ft d tous ceux qui m'ont aidé bientot ou loin a développer cette

entreprise.



L

el
m|

A
4
m

Dédicace

Je dedie ce modeste travail :
A mes trés chers parents
A mes trés chers fréres et mes sceurs
A ma trés chére femme
A mes chers enfants;(hadil,mouaad)
A mes trés amis y.zaid, s.boussaada

A ma grande famille;

Vv
A



Résume :

/ L'étude du comportement des plaques est un sujet trés important non seulement dan%
domaine de génie civil mais aussi dans le domaine de mécanique, aéronautique, biomécanique

nceuds et les moments fléchissant. Les resultats calculés sont comparés a ceux obtenus par les
Klogiciels CATIA. /

etc..... L'étude des plaques occupe une place trés importante dans la recherche scientifique.

Le travail présenté consiste a la formulation de deux éléments de plaque, le premier « ACM »
est formulé a base de I’approche en déplacement, le deuxiéeme comprend le formulation de la
nouvelle variante de I’élément SBRPS formulée en utilisant I’approche en déformation. La
validation de la nouvelle variante a été faite a travers les tests de validation connus dans la
littérature. Ces tests étudient la flexion des plaques minces ou épaisses en état plan de

contrainte sous déférentes conditions aux limites. permet de calculer les déplacements des

Abstract :

~

\_

The study of the behaviour of plaque is a very important issue not only in the field of civil
engineering, but also in the field ofmechanical, aeronautical, biomechanics..... The study of
the plates has a very important place in scientific research. In this thesis; two rectangular
finite elements are used to model thick and thin plates. The first element ACM is formulated
by using the displacement approach, the second consists with the formulation of the new
variant element “SBRPS” is based on the strain approach. The validation of the formulated
element was made through the known validation tests. These tests study the bending of the

thin and thick plates in plane state of stress with deferent boundary conditions. to calculate the

displacements of the nodes and the bending moments. The results obtained are compared with
thése of software CATIA. /
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Introduction général -

Introduction général

L’etude des vibrations de flexion des plagues minces sont étroitement liées a
I'endommagement des structures. Les plaques rectangulaires font partie des éléments
structurels les plus couramment utilisés. L’utilisation de plus en plus importante, montre la
nécessité impérative de I’étude de leur comportement vibratoire et devient donc d'une grande
importance et aide les ingenieurs a concevoir de meilleures structures. L’analyse vibratoire est
une thématique actuelle importante, tant d’un point de vue académique qu’industrielle. Cette
derniére touche de nombreux domaines, comme les technologies spatiales, I’ingénierie navale
et civile, I"automobile, aéronautique, ainsi les ponts, les batiments, ou encore la génie
nucléaire.

Le contrble des vibrations dans les éléments de structure comme les plaques est un probleme
épineux qui se pose fréqguemment au chercheur et ingénieur. Pour assurer ce contrle, la
détermination des caracteéristiques dynamiques des plaques est indispensable.

Durant ces décennies, le domaine des vibrations connait un regain d’intérét du fait du besoin
d’optimiser, d’alléger les structures couramment utilisées et soumises a des niveaux
d’excitations importants. C'est pour cette raison que le comportement des plaques est, depuis
plus de cent ans, le sujet de recherches exhaustives.

Les travaux realises dans ce memoire, s’inscrivent dans cette thématique. L’étude du
comportement vibratoire libre des plaques minces. L'objectif fondamental de ce travail est de
résoudre le probleme en vibration des plaques isotropes afin d’obtenir les fréquences, les
modes propres, et les fleches maximale par simulation a I’aide de I’un des logiciels qui se
basent sur la méthode des élements finis, en faisant une analyse modale ayant pour but de
calculer les fréquences, les modes propres non amorties des vibrations en flexion d’une
plaques carrée. Soumise a différentes configurations de conditions aux limites standards sur

les bords.

Le travail réalisé est organisé en quatre chapitres.

Chapitre 1 : Notions de base concernant la méthode des éléments finis, présentation de la
méthode ainsi que la formulation des éléments finis pour les différents éléments linéaires et
plans, présentés avec leurs types ainsi que I’introduction et le principe de la méthode des

éléments finis.

Etude dynamique d’une plaque mince par MEF Page 1
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Chapitre 2 : Recherche bibliographique sur la théorie de I’élasticité linéaire ou nous avons
exposé un rappel sur I’élasticité plane qui montre le comportement des plaques mince sous
les hypotheses de petits deplacements et de petites déformations (cas de I’hypothése de petites
déformations H.P.P.), ainsi I’étude de sa cinématique, la définition de sa déformation en

utilisant le tenseur de déformation de Green-Lagrange linéarisé.

Chapitre 3: Formulation du comportement statique et dynamique d’une plague mince
introduction sur les vibrations libres; I’analyse vibratoire et équations d’équilibre, Calcul

des moments et des efforts, expressions des conditions aux limites,

Chapitre 4 : Résultats et discussion. De différentes combinaisons de mode d’appuis de la
plaque qui assurent a chaque fois les conditions aux rives correspondantes aux bords ainsi
que la simulation de la plaques carrée, au premier lieu avec des caractéristiques du matériaux
invariables mais seules changent les conditions aux limites puis par comparaison on gardera

les modes d’appuis privilégies et refera les calculs avec d’autres matériaux.

Etude dynamique d’une plaque mince par MEF Page 2
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NOTION DE BASE DE LAMETHODE DES ELEMENTS FINIS CHAPITRE 1

1 Introduction

La méthode des éléments finis (MEF) a mis au point dans une clé, la technologie
indispensable dans la modélisation et la simulation de systémes d’ingénierie de pointe dans
divers domaines comme le logement, le transport, les communications et ainsi de suite. Dans
la construction de tels ingénierie aux systemes avancés, les ingénieurs et les concepteurs
passent par un processus sophistiqué de modélisation, de simulation, visualisation, analyse,
conception, prototypage, tests, et enfin, la fabrication. Noter que beaucoup de travail est
impliqué avant la fabrication du produit final ou du systéme. C’est pour assurer la maniabilité
du produit fini, ainsi que pour la rentabilité. Ce processus est souvent de nature itérative, ce
qui signifie que certaines des procédures sont répétées sur la base des résultats obtenus au
courant stade, de fagon a obtenir une performance optimale au moindre colt pour le systeme a

construire.

Par conséquent, les techniques liées a la modélisation et la simulation de maniére rapide et
efficace joue un réle de plus en plus important, résultant de I’application de la MEF étant
multiplié a de nombreuses reprises pour cette raison. La MEF a été d’abord utilisé pour
résoudre les problemes de I’analyse des contraintes, et a depuis été appliquée a de nombreux
autres probléemes comme I’analyse des flux de fluide, analyse piézo-électrique, et bien
d’autres. Fondamentalement, L’analyse cherche a déterminer la répartition d’un domaine
variable comme le déplacement dans I’analyse des contraintes, la température ou le flux de
chaleur dans une analyse thermique, la charge électrique dans I’analyse électrique, et ainsi de
suite. La MEF est une méthode numérique recherchant une solution approximative de la
distribution de champ variable dans le domaine du probleme qui est difficile a obtenir
analytiquement. Il est obtenu en divisant le domaine du probléme en plusieurs éléments, lois
physiques sont ensuite appliquées a chaque petit élément, dont chacun a en général une trés
simple géométrie [Lui.03].

Pratiguement la MEF C’est une méthode mathématique d’intégration numérique des

équations aux dérivées partielles mises sous forme variation elle.

Tous les problémes de calcul de structures élastiques se ramenent a un systeme d’équations

aux dérivées partielles qu’il est souvent impossible de résoudre analytiqguement.
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NOTION DE BASE DE LAMETHODE DES ELEMENTS FINIS CHAPITRE 1

1.1 Définition d’un élément fini
1.1.1 Les nceuds géométriques

Nous choisissons un ensemble de n points, sur le domaine V, qui servira a finir la géométrie
des éléments. Ces points, appelés nceuds géométriques, peuvent éventuellement coincider
avec les nceuds d’interpolation. Puis nous remplacons le domaine V par un ensemble
d’éléments Ve de formes relativement simples. Chaque élément Ve doit étre défini
analytiquement de maniere unique en fonction des coordonnées des nceuds géometriques qui

appartiennent a cet élément, c’est-a-dire qui sont situés sur Ve et sur sa frontiere [M10i.81].
1.1.2 Attributs d’un élément fini

Un découpage artificiel (par I’imagination) d’un milieu continu en éléments finis permet
d’isoler un de ces éléments pour I’étudier et établir les caractéristiques. L identification d’un

élément fini comprend les points suivants :

» Geomeétrie : un élément fini peut étre un segment de droite ou de courbe, triangulaire
ou quadrilatere (plan ou courbe), tétraédre, prismes ou hexaedre (brique). Les
frontieres entre les éléments peuvent étre respectivement des points, des segments de
droite ou de courbe, des faces planes ou courbes.

» Matériau : le matériau de I’élément est défini par une loi de comportement (loi de
Hooke isotrope...etc.).

» Nceuds : les nceuds définissent la géometrie et assurent la connexion des éléments les
uns aux autres ; ils occupent les sommets, les milieux des arréts et faces....etc.

> Degrés de liberté : la fonction d’approximation (en général le champ de déplacements
ou champ de potentiels) est exprimée en fonction des valeurs particuliéres qu’elles
prennent aux nceuds, valeur qui deviennent les inconnues. L’union, par leurs degrés de
liberté nodaux communs des différents éléments adjacents, permet de reconstituer la
solution complete (assemblage) tout en veillant a respecter certaines regles, dites
criteres de convergence.

» Forces nodales : a travers les nceuds transitent des forces associées aux degrés de

liberté.

Elles sont dues aux charges appliquées a I’élément (poids propre, charge uniforme,

température ...etc.).
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NOTION DE BASE DE LAMETHODE DES ELEMENTS FINIS CHAPITRE 1

Ces parametres d’identification permettent de construire les deux caractéristiques clés

d’un élément fini qui sont sa matrice de rigidité et son vecteur de force.
1.1.3 Représentation des éléments finis

Nous distinguons trois familles correspondantes a des différents types d’éléments finis a
une, deux, trois dimensions, chaque élément est identifier par sa forme géométrique, le type

de courbe ou de surface qui forme sa frontiére, ainsi que le nombre des nceuds géométriques.

a) Les éléments unidimensionnels : barres, poutres rectilignes ou courbes utilisées de
facon individuelle ou associées des plaques pour modéliser les raidisseurs dans un
voile.

b) Les éléments bidimensionnels : élasticité plane, plaque en flexion, cogques courbes, de
forme triangulaire.

c) Les élements tridimensionnels : éléments de volume ou coques épaisses.

d) Les éléments axisymétriques : qui constituent une classe bien particuliére

Toutes a section triangulaire ou quadrangulaire, coques conique ou méridienne courbe.
1.2 Procédure de la méthode des éléments finis

Les procédures standard de la MEF peuvent étre résumées comme suit :

1.2.1 Discrétisation de domaine

Le corps solide est divisé en N éléments. La procédure est souvent appelée maillage, ce qui
est généralement réalisée en utilisant ce qu’on appelle des pré-processeurs. Cela est
particulierement vrai pour les complexes géométries. La figure2.1 montre un exemple de
maillage pour un solide & deux dimensions.

Le pré-processeur génere un numéro unique pour I’ensemble des éléments et des nceuds du
solide ou de la structure d’une maniére appropriée. Un élément de liaison est formé par les
nceuds d’une maniére prédéfinie conforme afin de créer la connexion de I’élément. Tous les
éléments forment ensemble la totalité du domaine du probleme, sans aucun espace ou
chevauchement. 1l est possible que le domaine se composent de différents types d’éléments
avec différents nombres de nceuds, aussi longtemps qu’ils sont compatibles (pas de trous et
chevauchement ; la condition admissible (a) exigé par le principe de Hamilton) sur les

frontieres entre les différents éléments.

La densité du maillage depend de I’exigence d’exactitude de I’analyse et les ressources de
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NOTION DE BASE DE LAMETHODE DES ELEMENTS FINIS CHAPITRE 1

calcul disponibles. En régle générale, un maillage plus fine donnera des résultats qui sont plus
précis, mais augmentera le colt de calcul. En tant que tel, le maillage n’est généralement pas
uniforme, avec un maillage plus fin utilisé dans la zones ou le gradient de déplacement est
plus grande ou lorsque la précision est essentielle a I’analyse. Le but de la discrétisation du

domaine est de rendre plus facile a assumer le schéma du champ de déplacement. [Lui.03].

Figure 1.1 : Exemple d’un maillage avec des éléments et des nceuds correctement numérotés.

1.2.2 Interpolation déplacement
1.2.2.1 Introduction

La mécanique linéaire des solides obéit a une forme forte dont I’ordre des dérivées vaut
2(2m=2), ordre qui est réduit a 1 dans la forme faible (principe des déplacements virtuels)
Dans un tel cas, la convergence demande une interpolation C1 dans I’élément, une continuité

C° aux frontiéres et un polynéme complet au degré 1 au moins (donc linéaire).
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En fait, outre I’élasticité, beaucoup de problemes physiques ont une forme différentielle
d’ordre deux : conduction thermique, écoulement souterrain, torsion de Saint-Venant,

potentiel électrique, fluide parfait, certaines théories de structures, etc.

Il en résulte que les éléments finis a continuité C° aux frontiéres ont été (et sont encore) les
plus étudiés et les plus employés. D’ou I’appellation simplifiée d’élément C°, d’interpolation
C°®, de continuité C°, etc... [Fran.91].

1.2.2.2 Interpolation 1-D

L’elément fini est segment de droite de longueur 2a au centre duquel on choisit I’origine des

abscisses i (fig 1.2.a). Il est souvent avantageux d’utiliser la coordonnée naturelle (fig 1.2.b) :

X
eza(—lﬁsgl) (1.1)
Dans I’interpolation paramétrique, I’approximation polynomiale est :

u(x) = by + byx + byx? + -+ + bp+1xp=2?=+11 b; x*=t = P(x)p. (1.2)

Pour un élément fini an & (= n § ) nceuds, on retient les n premiers termes :

(nleZ;nfl=np =p+1) (1.3)

Les nceuds sont choisis équidistants :

. 0, # 0, {
[ B — e | —_——t—
L—u —l--l—ll—" ‘—1—.--.—-..]_.‘

() (h

Figure 1.2 : Elément 1-D

(a) coordonnée cartésienne x (-a <x < a) ; (b) coordonnée naturelle.
£ = (—1 < £ < 1) (La position des nceuds dépend de I’interpolation choisie ; fig 1.3)

Les fonctions d’interpolation sont trés simples a construire : ce sont les polynémes de degré

Etude dynamique d’une plaque mince par MEF Page 7



NOTION DE BASE DE LAMETHODE DES ELEMENTS FINIS CHAPITRE 1

P = n — 1, successivement unités en un nceud et nuls aux n-1 autres nceuds. La figure 1.3
montre ces fonctions pour des éléments a 2, 3 et 4 nceuds conduisant & des interpolations
linéaire, quadratique et cubique.

On recourt rarement & une interpolation supérieure au degré p=3, car la matrice de rigidité
croit en complexité ; de plus, clic est pleine et augmente la largeur de bande lors de

I’assemblage.
REMARQUE

Les fonctions de la figure 1-3 sont des polyndmes d’interpolation de Lagrange, dont

I’expression générale est

p+1
x=x (=)= x2) e (0 = x_1) (0 — Xiy) o (0 = 2,) (X = Xp11)
L) gx —x; (o —2) (ot — x2) oo (g — 23-1) (X7 — Xi41) e (6 — %) (X — Xp4q) 4
j#1

L} (x) est un polyndme de degré p, qui passe par p point x (j#i) et vaut 1 au point restantx;,

soit,

Ly (%)= 8,5 (2.3) (L5)

Avec (1) e=x/a, il est clair que LY((x) = LY(¢).Enfin, la somme des fonctions

d’interpolation doit étre égale a I’unité

F=>N=1 (1.6)
Afin de représenter le mode rigide (u=cste).
1.2.2.3 Interpolation 2-D

1.2.2.3.1 Continuité aux frontiéres

On doit, rappelons-le, assurer la continuité tout le long d’une frontiere séparant deux

éléments, a I’aide des seules valeurs nodales communes.
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Na(£) = (1 + &)1 — £}

||l_:|

Figure 1.3 : Fonctions d’interpolation lagrangiennes : (a) linéaires ; (b) paraboliques ; (c)

cubique.

Pour une interpolation polynomiale, le champ inconnu est aussi un polynéme le long d’une
frontiere. Par conséquent, avec des polyndmes complets, on assure la continuité C° si, pour un
polynéme de degré p sur une frontiere, on place p+1 nceuds le long de cette frontiere
[Fran.91].

1.2.2.3.2 Elément finis triangulaires :

On construit quasi spontanément des éléments triangulaire ang = (p + 1)(p + 2)/2 nceuds
(figure 1-4), correspondant a un polynéme complet de degré p en les variables indépendantes
x ety,

Avec continuité C° du méme degreé sur chacune des trois frontiéres.
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()

()

Figure 1.4 : Eléments finis triangulaires avec continuité C° : (a) linéaire ; (b) quadratique ; (c)
cubique.

Le polynéme d’interpolation s’écrit (composante u par exemple) :
u(x,y) = by + byy + b3y + byx? + bsxy + b3x? + -+ byy1ypaay/2y2 = P(,¥)p (2.5)

et ses termes apparaissent naturellement grace au triangle de pascal (tab 1.1).

Toangle Dhergit B Mombre de lermes

| conslant il ]
ij linaire ] a

& Ty y;' quadratique 2 fi

7 .r:g,r ;rr,'3 yj cuibique ] 10

r! J-:Ei-,r - _u2 J-;,-"; i . quartique I 1

° 'S if .r'l:y? :rﬂy; : Ty h y-' quintique 5 21

Figure 1.5 : Triangle de pascal

Dans les élements finis destinés aux calculs basés sur la convergenceh on ne dépasse

pratiqguement jamais les degrés 3. La matrice C peut toujours étre inversée sans difficulté.

On peut aussi dessiner aisément les fonctions d’interpolation (fig 1.5) et par suite en

chercher les équations. On vérifie que leur somme vaut 1 :

ny
Z Nl' =1
i=1

Etude dynamique d’une plaque mince par MEF Page 10



NOTION DE BASE DE LAMETHODE DES ELEMENTS FINIS CHAPITRE 1

Figure 1.6 : Fonctions d’interpolation du triangle quadratique

2.3.2.3.3 Eléments finis rectangulaires

Placant I’origine des coordonnées au centre de I’élément rectangulaire, de dimension 2a x 2b,

on définit avantageusement les coordonnées naturelles :

Qui valent+1 sur les frontieres du rectangle (figure 1.6)

En partant de I’interpolation de Lagrange a une variable indépendante, on peut, pour les

domaines rectangulaires, construire deux familles de fonctions d’interpolation.

AV, M

(a,b)(1,1)
;
; e z, €
i 't e
)
{

[ L ] R i -

Figure 1.7 : Elément rectangulaire et ses coordonnées carte siennes (X, y) et naturelles
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Famille de Lagrange

Les nceuds sont placés aux intersections des lignes d’un quadrillage régulier (fig 1.8) et les
fonctions d’interpolation peuvent s’obtenir par le produit des polyndmes de Lagrange de
chacune des coordonnées x et y, ou et . L’élément cubique est, déja, rarement utilisé
[Fran.91].

o
|

(a)

&2

Ni(e,n) = Li(e)L; ) =@1-&)(1-n)/4
Ny(e,m) = Ly(e)ly () = (1+&)(1—n)/4

N3(e,m) = L)Ly () = (1+&)(1+n)/4 2.7)
Ny(e,n) = Li(e)Ll; () = (1—-&)(1+n)/4

'S

-
1%

Ny(e,n) = Li(e)L1 () = en(1 — &)(1 —n)/4
Ns(e,n) = L3(e)L () = —n(1 + &*)(1 —n)/2 (2.8)

No(e,n) = L5(e)L5 () = —n(1 + €*)(1 = n?)

(c)

llm »

[
|k L
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Ny (&,n) = Li(e)L ()
Ny(g,n) = Ly(e)L] () (2.9)
Ni3(e,n) = L3()L5 ()

Figure 1.8: famille des rectangles de Lagrange et quelques fonctions d’interpolation

(a) Elément bilineaire ; (b) element biquadratique ; (c) élément bi cubique.

La figurel.8 montre les fonctions d’interpolation typiques de I’élément quadratique.

La fonction du nceud central s’appelle une fonction bulle, pour des raisons évidentes ; elle
s’associe a des degrés de liberté internes qui peuvent étre condensés. En tout point, la

somme des fonctions vaut 1.

Figurel.9 : Fonctions d’interpolation typiques de I’élément biquadratique

L’interpolation paramétrique u=Pp comprend les termes contenus dans un losange issu
dutriangle de pascal, comme I’indique la figure 1.9. Le polynébme est complet jusqu’au
degré p,puis incomplet jusqu’au degré2p.

Sur des lignesx (ou €) = cste,ouy (ou n) = cste, I’interpolation est compléte au

degrép
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modes de
I élément
biguadraticue

Figure 1.10: Termes de I’interpolation polynomiale des rectangles Lagrange
Famille de Serendip
Ces éléments sont construits sans nceuds internes (fig 1.10). lls sont donc plus simples
que les précédents et, souvent, préférés. Les fonctions d’interpolation sont faciles a
visualiser. En tout point d’un élément, leur somme est encore unité. L’élément bilinéaire

est identique a celui de la famille de Lagrange [Fran.91].

{a) (c)

Figure 1-11 : Famille des rectangles de Serendip : (a) element bilinéaire ; (b) élément
biquadratique ; (c) élément bi cubique ; (d) fonctions d’interpolation de I’élément

biquadratique
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neeuds d'angle - Ny = (1 4 ff,}fl_1 o JEE; + oy — 1) /4; ,
noeuds médians: siy = 00 N = (1T L5 0L =) /20818 =00 Ny = (1 4 o {1 = £21/2
(i = numéro du neeud ; (€5, 1) = coordonnées du neeud )
fdy

L’interpolation paramétrique est encore issue d’un triangle de Pascal (fig 1.11).
Tant quep < 3, le polyndéme, de degré + 1 , est complet au degré p. Quel que soitp, il
demeure complet au degré p sur les lignesx(ou ¢) = cste,y(oun) = cste. En pratique,

on ne dépasse guere p = 3.

modes de
I"é&lément
bicubigque

Figure 1.12 : Modes de I’interpolation polynomiale des rectangles de Serendip
Remarque :

1. Les coordonnées (x, y) ou (&, n)d’un domaine rectangulaire ont un caractére local.

2. Les polyndmes devant étre au moins complets au degré p = m, il est permis d’omettre des

termes dans les degrés supérieurs.

3. D’ordinaire, il faut éviter les dissymétries vis-a-vis des coordonnées(x, ...) ou (¢, ..), sinon

on on favorise I’une d’entre elles au détriment a un comportement desequilibre.

Plus généralement, la structure des polyndémes doit étre conservée lors d’une transformation
des coordonnées (translation et rotation) ; cette propriété, appelée isotropie géométrique, est

garantie pour les polyndmes complets, ou incomplets mais de symétrique.

4. Lorsque le champ est vectoriel, les polyndmes doivent étre tels que les composantes de la
déformation soient du méme degré quand elles sont de méme nature, sinon on favorise une
composante par rapport a I’autre et, comme précédemment, on désequilibre la réponse de

I’élément. Par exemple, en élasticité plane, les composantes &, et &, doivent étre de méme

degré (donc u(x, y) et(x, y)aussi).
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5. Poussant plus avant la méme idée, si, dans une composante du teneur déformation,

interviennent plusieurs composantes du déplacement (couplage), alors chaque terme devrait
étre du méme degré. En élasticiteé plane, y,, = g—; + Z—zcoupleu(x, y)et (x,y) qui, dérivés une
fois, doivent donc étre interpolés au méme degré (méme exigence que ci-dessus). Par contre,
dans une poutre de Timoshenko, ou S =Z—z—a Je champ v(x) devrait étre d’un degré

supérieur au champ a(x)[Fran.91].
1.2.2.4 Interpolation 3-D

On élabore, de la méme maniere, des éléments tridimensionnels, en forme de tétraedre,

parallélépipéde rectangle (hexaédre), prisme a base triangulaire, etc. (figl.12).

La continuité aux frontieres a maintenant lieu sur les faces: les déplacements nodaux

doivent définir le champ inconnu univoguement en tous les points d’une face [Fran.91].

{a) () {c)

Figure 1.12 : Eléments tridimensionnels : (a) tétraédres a 4 et 10 nceuds ; (b) briques a 8 et 20
nceuds ; (c) prismes a 6 et 15 nceuds

Etude dynamique d’une plaque mince par MEF Page 16



CHAPITRE2
9
®

ELASTICITE
PLANE




ELASTICITE PLANE

2. Introduction

La méthode des éléments finis est une méthode genérale d’analyse structure dans laquelle

une structure continue est remplacée par un nombre fini de points « nceuds ».

Tous les matériaux possédent a un certain degré, la propriété d’étre élastique, c’est-a-dire
que si les forces extérieures, provoquant la déformation d’un corps, ne dépassent pas une
certaine limite, la déformation disparaitra au méme temps que les forces qui lui donnent

naissance.

Pour ces matériaux élastiques, il existe une théorie dite « théorie d’élasticité » qui permet

d’étudier le comportement des solides réels sous I’action de différents systémes de forces.

Nous présentons dans ce chapitre, une bréve analyse des équations de base qui définissent
les relations entre contraintes et déformations dans le cas bidimensionnel. Dans ce cas dérive

les cas particuliers de I’¢élasticité plane (état plan de déformation, état plan de contrainte).
2.1 Les equations générales d’élasticité

2.1.1 Les contraintes

2.1.1.1 Notion de contrainte

Soit un solide en équilibre comportant 2 parties 1 et 2 limitées par une section S,

Figure 2.1 : Equilibre d’un solide
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Son état d’équilibre permet d’établir que la somme vectorielle des forces issue de 1 et
agissant sur 2 d’une part, et de 2 agissant sur 1 d’autre part, est nulle:

Fi; +F,; =0

L’équilibre de chacune des parties, 1 par exemple, est donc caractérisé par I’action des forces
extérieures de volume et de surface qui lui sont appliquées mais également par les forces

intérieures exercees par la partie 2 sur la section S.

g L2 . . dFy
On définit donc le vecteur contrainte f; comme étant la limite de d—sl lorsque la surface dS

tend vers zéro. Quand dS est considérée dans le plan yz, ce vecteur f; peut-&tre décompose en

trois composantes : une normale a cette surface et deux dans son plan. La premiére, égale a

X

s dF. . . .
Oxx = Oy = hmdﬁog ,est appelée contrainte normale alors que les deux autres, notees

dF. dF,

respectivement 7, = limdﬁod—sy et 1, = limds_mg sont dites de cisaillement.

/' ds
/

Figure 2.2: notion de contraint

En répétant pour les plans(xz) (f;) et (xy) (fs), deux contraintes normales et quatre de
cisaillement viennent s’ajouter aux trois précédentes, soit a,,.T,,, T,, pour le premier et

042 Tzx Tzy POU le second Finalement, les vecteurs contraints ont pour expressions :

. Oxx) Tyx . Tyx
f= {Txy} S = {UW} Sz = {TZV} (2.1)
Txz Tyz Ozz
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La convention de signes la plus souvent retenue dans les logiciels éléments finis est

d’associer une contrainte normale positive & une traction [Caze.10].

2.1.1.2 Equations internes

L’etude de I’équilibre d’un élément fini infiniment petit de cotés dx, dy, dz, soumis a des
forces internes de volume f, f7, f; permet d’établir dans un premier temps la réciprocité des
contraintes de cisaillement. En effet et en se basant sur I’équilibre des moments, on peut

déduire pour :

L’axe z

dy
(TydedZ) 7 =0
oy . 0Tyy dx 0Ty dy
meoE D 9x 20 9y 2
. T, ar.
g, =o + ) PO =T gy
- - oy ’ x ¥E .511- "
'y e )
’I
] ‘I
i —,
I , / T Y ) c:,‘fv__
A T, =, +—dx
r'y ! y dx
. X0y
1 == )
Tar _, liley
Tex b L :vT : —* o =0+ JE T”d.r
S I i
1717 /—f
1 : -[’ T
¥ R Ii_ ___________
Ty 2 O Tiig ™\
'a” “:[11_ "|', \\
L J ‘ ! . dz
LY
v v .
(8] N\
¥y \
. dx N _ 4T &
z ] 2 N T! =7 _ +=—=0]
o w d:

Figure 2.3 : Equilibre de volume
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D’ou

Tyy = Tyx (2.2)

Et les deux autres axes X et y

Tyz = Tzy€lTs = Tyy (2.3)

Le nombre de contraintes de cisaillement se réduit donc a trois. Es six valeurs caractérisant

I’état de contrainte peuvent alors étre regroupées au sein d’un vecteur de composantes :

{O-}Tz{o-xx Oyy Ozz Txy Tyz sz} (2-4)

Maintenant et en effectuant la somme des efforts suivant x, I’équation d’équilibre

correspondante permet également de montrer que :

0T,y
> ~ dz) dxdy

— Oxx dydz — 1, dxdz — 1, dxdy + f'dxdydz = 0

aO'xx aTyx
z F.=0 e (axx + de) dydz + 1y, + =22 dy | dxdz + (sz +

00y,  0Tyx 0Ty
6x+6y+62+fx_

Soit aprés extension de I’opération aux deux autres axes :

00,y N 0Ty N 0T,y
0x dy 0z

Oyy n a
ay

Tz

O0Txy n a
ax

azy +fy =0ediv(o) + f=0 (2.5)

0Ty, N 0Ty, N da,,
0x dy 0z

Ces trois équations sont généralement appelées équations d’équilibre de volume.
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2.1.1.3- Equations externes

Figure 2.4 : Equilibre d’une surface
Soit un tétraedre OABC infiniment petit dont I’aire ABC, notée ds, constitue la surface du

milieu solide.

fi

Sachant qu’une charge répartie fSde composantes< f,’ ¢ est appliquée sur cette surface et que
f'ZS

les cosinus directeurs de la normale au plan ABC sont notésl, m et n, I’équilibre du tétraédre

se résume a un systeme de trois équations :

fids =1.ds.oy + M.ds. Ty, +n.ds.Tyy

fyds = l.ds. 1y, + m.ds.oy,, + n.ds.7,,

frds = 1l.ds.T,; + m.ds. 1y, + n.ds. oy,
Soit aprées simplification :

S —
fi = Loy + Mty + T,y

l l
{m} = [o] {m} (2.6)
n n

S —
fz = LT+ M1y, + N0y

S — S
fy =Lty +mooy, +n.1,04f

]('ZS

S
[ ) [Oxx Tyx Tzx
Ixy Oyy Tlzy

Txz Tyz Ozz

Ces équations d’équilibre de surface correspondent en fait aux conditions aux limites du

systeme d’équations aux dérivées partielles (2.5). [o] est appelé tenseur des contraintes.
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2.1.1.4 Les équations de compatibilité

Quand on connait les déplacements, il est simple de déterminer les déformations. Mais le
probléme inverse n’est pas aussi simple: 3 composantes pour le déplacement et 6
composantes pour le tenseur des déformations. On a donc 6 inconnues et trois équations : le
probléme n’a pas de solution unique. Cela est di au mouvement du corps solide : rotation
d’ensemble, translation (Mécanique des milieux indéformable). Il existe des relations de

compatibilité pour soulever ces indéterminations qui sont :

Eijkl T Ekiij — Eikji — EjLik = 0 (2.7)

Cette équation générale permet d’exprimer six équations de compatibilité en élasticité

tridimensionnelle.
2.1.2 Les déformations

2.1.2.1 Notion de déformation

L’action des forces extérieures sur un solide déformable entraine pour chacun des points de
sa géométrie un mouvement pouvant étre décompose en trois phases distinctes :
une translation d’ensemble (mouvement de corps rigide en translation), une rotation

d’ensemble (mouvement de corps rigide en rotation) et enfin une déformation pure.

La déformation qui correspond a un mouvement relatif par rapport a un référentiel donné,
peut suivre plusieurs hypothéses comme celles des petites ou grandes déformations mais

également étre associée a des petits ou grands deplacements [Caze.10].

2.1.2.2 Déplacements

Le mouvement d’un point de O vers O’ caractérisé par le vecteur g peut-étre décomposé
dans un systeme xyz en 3 composantes u, v, w, qui représentent les déplacements de ce point

sur les axes de reférence soit :
G=ul+v.j+wk (2.8)
On définit par ailleurs la norme du déplacement comme étant :
G|l = VuZ + v2 + w? (2.9)

Ces déplacements u, v ou w sont généralement des fonctions de x pour les poutres, de x et y

pour les plaques et coques, x, y et z pour les solides.
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Figure 2.5 : déplacement d’un point

2.1.2.3 Relations entre déplacements et déformations
En considérant dans un premier temps un état plan de déformation dans le plan xOy.

Les déformations normales et distorsion angulaire peuvent étre obtenues en posant que :

A'B — AB dx+u+g—1;dx—u—dx ou

Exy = lim ————— = lim =

dx—0 AB dx—0 dx 0x
(2.10)

ou

AD — AD dy+v+oody—v—dy g,

&y = lim ——— = lim Y ==

yy dx—0 AD dx—0 dy ay
=i T _BAD)=2 4™ (2.11)

Py = limar oG ~ BAD) =52+ 52 -

La généralisation de cette approche bidimensionnelle aux deux autres plans permettra
d’obtenir :
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ou dv N du
E = — = —_— N
= 55V T 55 T 5y
d )
Exx = %yxy = 5 % (2.12)
ou dv N du
E = — = —_— N
= 55V T 5 T 5y
D’ou I’expression générale des composantes du vecteur des déformations :
{E}T = {Exxgyygzzyxyyyz)/xz} (2-13)
L expression (3.13) pourra également étre exprimeée sous la forme matricielle suivante :
— a —
P 0 O
d
(% 5 O
d
ler([o 0z
{e} = e fle 2 v (2.14)
£, |0y ox w
)| 2 2
xz dz 0dy
] d
5 0 oA
‘[V
2 » X
Figure 2.6 : déformations planes
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2.1.3 Relations entre déformations et contraintes

Restant dans le domaine élastique linéaire, I’application de la démarche précédente aux deux
autres axes y et z, ameénerait immanquablement a des résultats similaires (permutations
croisées des indices x,y et z). De ce fait et toujours en raison de la linéarité, la relation
tridimensionnelle entre déformations et contraintes normales peut étre obtenue par

superposition des trois états d’équilibre suivant x, y et z soit :

Uy

Exx = E [Uxx - v(ayy + azz)]
1
Eyy = = [ayy —V(Oyy + O'ZZ)] (2.15)
€2z = E (022 — V(0xx + yy)]
De plus, il est également possible via un essai de cisaillement pur de montre qu’il existe des

relations linéaires entre contraintes et déformations de cisaillement telles que :

T E

_ yz

D’ou la relation finale entre déformations et contraintes :

(2 -2 _Z 0 0 0]

E E E
_r L % 9 0 o0

E E
_ryr _v 1 0 0 0

{e} = [D){o}avec[D] =| & EE 1 (2.17)
0 0 0 z 00
0 0 0 0 =0
G

0 0 0 00 =

2.1.4 Relations entre contraintes et déformations

L’inversion des expressions (3.15) et (3.16) permet de déduire les contraintes a partir des

déformations, soit :

E
Oxx = (1 + 17)(1 _ 217) [SXX(l - 'U) + ’U(Syy + SZZ)]
E
Oyy = DD [eyy (1 — V) + V(exx + £25)]
O0zz = M'TZU) [SZZ(]‘ - 17) + U(Sxx + 83’3’)] (218)
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Txy = G.Vxy
Ty = G. Yy,
Txz = G.Vxz

Soit sous forme matricielle :

{o} = [HI{e} (2.19)
Avec
1—v v v 0 0 0
% 1—v v 0 0 0
v v 1—v 0 0 0
E 0 0 0o 1% 0
[H] = 2 =[D]™!
1+v)(1-2v) 1-—2v
0 0 0 0 0
2
1-2v

0 0 0 0 0 >

Ce qui permet de démontrer que [H] n’est pas définie pour v = 0.5.
2.1.5 Etat plan de contrainte et de déformation
» Deformation plane

Considérant un solide de section transversale constante, I’hypothése de déformation plane
consiste a considérer un comportement plan identique quelle que soit la profondeur. En
d’autres termes, le solide peut étre décomposé en « tranches » d’épaisseur unitaire, le calcul se

limitant a I’étude d’une seule de ces tranches.

Figure 2.7 : Etat plan de déformation

Etude dynamique d’une plaque mince par MEF Page 26



ELASTICITE PLANE

En conséquence, toutes les déformations associées a I’axe transversal, z en I’occurrence,
seront prises égales a zéro.
Onadonc:
€22 = Vaz = Vyz = 0 €t Ty = Ty; = 0 (2.20)
En remplacant (2.20) dans (2.19), la relation contrainte-déformation devient pour les

déformations planes :

Oxx I-v v 0 Exx
{Zg} - (1+v)f1—2v) g ! E v 1—0217 {f/g} (2.21)
De (2.15), on déduit également que :
Ozz = V(Oxx + 0yy) (2.22)

» contrainte plane

A I’inverse de I’état de déformation plane, I’hypothése de contrainte plane suppose que toutes

les contraintes associées a I’axe transversal, z en I’occurrence, sont nulles.
Onadonc:

Ozz = Txz = Tyz = 0 et yy, = Vyz = 0 (2.23)

Figure 2.8 : Etat plan de contrainte

(2.15) permet d’établir que :

€22 = =7 (Oxx + Ty (2.24)
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Mais également que :

O-xx 1 v 0 Sxx
{Uyy} = - 1_E,,z v 1 191; {gyy} (2.25)

2

Cette approche étant directement applicable aux eléments de faibles épaisseurs, les élements

membranes, plaques et coques suivront cette hypothése de contrainte plane.
2.2 Les équations fondamentales de I’élasticité plane

2.2.1 Les équations d’équilibre

2.2.1.1 Les equations différentielles d’équilibre

En annulant  o,,,0,,,0,, €t en adoptant f et f;’ pour les composantes des forces
volumiques dans la direction x et dans la direction y respectivement, les équations d’équilibre

s’écrivent

00y m v _
(2.26)
daxy | Oayy v _
{ o + oy + fy =0

2.2.1.2 Les conditions de contour

Soient cos(a) et sin(a) les cosinus directeurs de la normale extérieure au contour du disque

en chargement plan. Soient f;° et f; les tractions superficielles imposées sur le contour. La

définition du tenseur contrainte permet d’écrire :
OxxCOSQ + Oy Sina = f;?
(2.27)

7 — S
{oyxycosa + oy, sina = f;
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Figure 2.9 : Conditions de contour en contraintes planes

Ces conditions expriment I’équilibre de translation selon les deux axes coordonnée du
prisme élémentaire sur la figure (2.9).

2. 2.1.3 Changement d’axe

1

O oo

Figure 2.10 : Contraintes sur deux facettes orthogonales

Soient 1 et 2 les directions principales des contraintes (g, = 0) et .1 ,Y., (figure 2 — 10)
les contraintes principales. Dans ce cas on montre que 1 et 2 sont aussi les directions
principales des déformations. Les formules de changement d’axes établies pour le tenseur des
contraintes en 3 dimensions prennent des expressions particulierement simples en contraintes

planes ou en déformations planes :

{0qa = X1c052a + Y, sin? a {4 = €1c05%a + g,5in*a (3.28)

{0ap = (22221) sin(2) { €up= (822;81) sin(2a
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3.3.2. Les équations de compatibilité et le potentiel des contraintes
Dans le cas tridimensionnel, les équations de compatibilité s’écrivent précédant.

0o 0 N 0 0 0 0 Jd 0 —0
axkaxkgij axiaxjgkk 6xjaxk8ik axjaxkgjk_

Si les déformations &, , &,, sont nulles et que toutes déformations sont indépendantes de z,

les équations de compatibilité se réduisent a I’'unique équation :

ey, | 0leyy ey
-2 2=0 3.29
ay?2 + ax2 9xdy ( )

Comme dans le cas tridimensionnel, les équations de compatibilité peuvent étre exprimées
en fonction des contraintes. En contraintes planes ou déformations planes, on part ce pendant

plus souvent de la fonction d’Airy.
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VIBRATION DES POUTRES ET DES PLAQUES

3.1 Vibration de flexion des pouters

3.1.1 Equation des poutres

dx

Figure 3.1: Geometries pour les pouter’s en flexion

Le déplacement transversal w(x, t) est I'amplitude du movement de flexion. L’équilibre de
I’efforts tranchants et des moments sur un élement de pouter dx est décrit par le shéma ci -

dessous.

™, -
VoM,
/ ax
O+ ﬂ dy
dx
daxe au repos

Figure 3.2: Equilibre d'un élément de poutre dx

Q est la force de cisaillement ou effort trenchant. Le moment de flexion s'écrit.

92w(x,t)
dx2

M(x,t) = EI 3.1)

bh3 N . . . . A
I = = est le moment d'inertie de la section droite (selon I'axe y ).L'équation d'équilibre des

forces est établie en considérant que les déformations due au cisaillement peuvent se négliger

(les sections droites ne se déforment pas).

92w(x,t)
at2

[Q(x, t) + %dx] —Q(x,t) + f(x,t)dx = p Adx (3.2)

Pour I'équilibre des moments par rapport au point P, les inerties de rotation selon y sont
négligées.
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[M(x, 0 + %dxl — M(x, £) + [Q(x, 0 + an, 2 dxl dx + [f (x, )dx] % ~0
(3.3)
oM (x,t) 2Q(x,t) f(x,t) B
[ e +Q(x t)ld +l % T3 l(dx)z—o
Puisque dx est petit, (dx)? peut étre négligé et finalement.
( t) __ OM(x,t) (34)

ox

Cette derniére expression permet de remplacer Q par M dans I'équation d'équilibre des

forces
62W(x,t)d t Flx Odx = p Ad 0°w(x,t)
Soit: oz W eDdx=pAde—5,
(3.5)
0*w(x,t t
MHAM_W 5

Ox* ot?

Dans le casou la densité des forces extérieures est nulle

ET 9*w(x,t) N d wlx,1)
pA o’ ot

4 conditions aux limite 4T T— 2 conditions initiales

Ces équations sont basées sur la théorie des poutres d'Euler-Bernouilli qui fait deux

=0

approximations importantes :
> les déformations de la section droite dues au cisaillement sont négligees,
> l'effet d'inertie de rotation est néglige.

La théorie des poutres de Timoshenko prend en compte ces deux phénomenes.
3.1.2. Conditions aux limites

Elles sont définies en considérant les 4 grandeurs qui caractérisent le mouvement de flexion

» déplacement di a la flexion : w(x, t)
6w(x t)

» déplacement angulaire (rotation) di a la flexion : ow(x,t) =
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2
> moment de flexion : M(x, t) = Ela;’—g’”
.. ] 33w(x,t)
» force de cisaillement (effort tranchant) : Q(x,t) = —EI e
pas de contraintes sur le
extrémite libre déol | _
eplacement et la rotation J° t
P .ﬁrf{xl,f}:EfLT“ =0
I D lemoment de flexionet la ox” | _.
force de cisaillement 9 w(x,¢)
X, Olx,t)= Ef? =0
s'annulent en X, o P
extrémité encastrée w{x“ s I] =)
les déplacements transversal
ow(x, 1)
7 et angulaires sont nuls en x, H{Xm-’]:a— =0
o X X=Xy
x!]
extrémité simplement le déplacement transversal | y(y )0
supportée o ) 0>
Xy est bloqué mais la rotation est 9 wlx.1)
. .| M(xt)=EI—=—= =0
D libre = le moment de flexion dx® |,
est donc nul en X,
le déplacement transversal wl(x, )
extrémité guidée _ _ B(x,r)= 20kt -0
7 est libre et la rotation est ! dv |
o I=X;
7 bloquée = la force de )’
t
;? | - 0xy)=-Er 220
X, B cisaillement est donc nulle en dx” |
i

Tableau 3.1 — Principales conditions aux limites pour les poutres
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3.2. Vibration des plaques
3.2.1. Equation des plaques mince

De fagon similaire a I'équation qui décrit les déplacements dus aux ondes de flexion dans les

poutres, il est possible d'obtenir une équation pour décrire les ondes de flexion qui existent

dans un milieu & deux dimensions c'est I'equation des plaques

2
DV*w(x,y,t) + ph = T wlxyt) M;(:Z’y't) =0 (3.6)
y L,
Ly / \

Figure 3.3 Notations pour la plaque
Avec w(X, y, t) le déplacement transversal, D la rigidité de flexion

Eh3

>D =500

h épaisseur, p masse volumique, E module de Young, v coefficient de Poisson,

V*= A® est I'opérateur biharmonique ou double laplacien.

2

_ (9% 92N\% _ [o* 2 92 9%
V= ()2 = (354 75) = Gmt2im— 2t a0) (3.7)

L'écriture des conditions aux limites dépend du systéme de coordonnées utilisé. pour une
plaque rectangulaire, elles s'expriment pour chaque bord de la méme facon que pour la poutre

(voir partie 1). Par exemple, pour une plaque rectangulaire simplement supportée.

w(x,y,t) =0 pour x=0,x=L, ,y=0ety=1L,
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OZW(X,y,t) _ _ _
oz =0 pour x=0et x=1L,
WXy t) _ —
T—O pour y—Oety—Ly

L'éguation des plaques ci-dessus correspond a la théorie des plaques minces ou théorie de
Kirchoff-Love. Elle est I'¢équivalent de la théorie d'Euler-Bernouilli des poutres et néglige
également les déformations dues au cisaillement et les effets de I'inertie de rotation. A cause
de ces approximations, elle est valable pour les plagues minces (quand I'épaisseur est trés
petite devant les dimensions de la plaque et la longueur d'onde flexion) c'est a dire pour le
domaine basse fréquence des plaques isotropes. La théorie plus compléte, équivalente de la

théorie des poutres de Timoshenko, est la théorie de Mindlin (1951).

3.2.2 Méthodes pour obtenir les solutions

La solution recherchée pour le déplacement transversal est

w(x, y, )=X(X)Y (YI(t)

En l'introduisant dans I'équation différentielle des plaques on obtient

x@)

Y® T
- = —L1I1_ constante = p* (3.8)

X'y
+2o o —=——
Xy Y U2 T

Avec: p? = r% (n n’est pas la célérité des ondes).

La difficulté apparait dans le membre de gauche ou il n'est plus possible d'obtenir des
équations séparées pour X (x) et Y (y).
Une méthode de résolution consiste a choisir arbitrairement une fonction X (x) qui satisfait
les conditions aux limites, puis a résoudre I'équation précédente pour obtenir Y (y). Elle
conduit a une solution exacte du probleme. Cependant, il n'est pas possible de trouver des
solutions analytiques dans la majorité des cas de conditions aux limites. Cette méthode est
souvent employée quand deux bords opposes sont simplement supportés (ou appuyes): c'est
cette démarche qui est décrite par la suite.
Pour traiter les autres cas on utilise le plus souvent la méthode de Rayleigh-Ritz, basée sur la
minimisation de I'énergie vibratoire (potentielle et cinétique) ou encore une méthode
approximative comme :

» laméthode des fonctions de poutre

» la méthode des effets de bords de Bolotin,

» laméthode de Galerkin utilisant une technique variationnelle,
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» des méthodes basées sur les différences finies et les éléments finis.
3.2.3 Plaques rectangulaires simplement supportées sur deux bords opposées

La fonction X(x) est obtenue en satisfaisant les conditions aux limites simplement
supportées pour utiliser : x =0 et x=L,. La fonction obtenue pour les poutres peut donc étre

utilisée :

X(x):sin? m=12,..
X

Figure 3.4 Plaque simplement supportée sur les deux bords opposés

Ses dérivées spatiales (par rapport a x)

mm? mmx
) sin

X0 = ( : - et X@®(x) = ("z

X X X

Sont reportées dans I'équation différentielle
mm\* mm\2 vy y® 4
() -2(59) $+5=¢ (3.9)

Ce qui conduit a une équation différentielle d'ordre 4 :

Y@ -2 (";”)2 Y+ [(";")4 - /34] Y =0 (3.10)

x

Comme pour les poutres, on recherche des solutions de la forme D e ou D et s sont des
constantes. En reportant cette solution générale dans I'équation différentielle, on obtient une

équation caractéristique

st =2 (?)2 n [(%)4 - 34] — 0 (3.11)

x x

Les solutions de cette équation caractéristique sont

S1=V1 ,52= V1,53 =JY2 ,54 = —J¥2 (3.12)
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AvVec:

p=dprt (B0 et = a2 (B (312)

Ly

donc la solution pour la fonction Y (y) est

(3.13)

Y(y)=C,siny,y+C, cosy,y + C,sinh ¥,y + C, coshy, y

Cette solution est similaire a celle obtenue pour les poutres avec comme différence deux
paramétres y.et y, & la place d'un seul. En toute rigueur, il faudrait écrire Y,, (y) car les
constantes de cette équation dépendent de m: C,., V.., V.. L€S coefficients de equation

Y(y) peuvent s'obtenir en fonction des conditions aux limites par la meme méthode que celle
employee pour les poutres:
> les conditions aux limites eny =0 ety = L, permettent d'obtenir 4 équations qui
s'expriment sous forme matricielle
AC=0

ou A estune matrice 4x 4 et C le vecteur des coefficients Cj .

> les solutions de I'équation caractéristique obtenue a partir de det (A)=0 permettent
de calculer les fréquences propres et les déformées modales.
Remarque : cette démarche utilise la forme particuliere de X(x) pour des conditions aux

limites simplement supportées pour laquelle X”/X et X(4)/X deviennent des constantes.

Pour les deux autres bords, il est possible de choisir n'importe quelles conditions aux

limites.

Exemple : cas d'une plaque simplement supportée sur tous ses bords

Ce cas simple permet d'illustrer la méthode : les conditions simplement supportées en

y= Oety= L conduisental'équationmatricielle
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0 l 0 1 C,
siny,L, cosy,L, sinhy, L, coshy, L || C, 0
0 -7 0 q G|
—yysiny,L, —yycosy,L, yisinhy, L  y coshylL, ||C,
Le calcul de det (A)=0 conduit a
(47 + 2 ) sinhy, L, siny,L, =0
En écartant les solutions triviales, reste finalement
siny,L, =0 = y,L,=nt, n=12,... (3.14)

Par ailleurs

y:=p° —(mrafL.) avec B° =w/pu et u=./D/ph , ce qui permet d'écrire

3\ 2 :
= mmr niw
2| mE) | AT

A [L (L ]

v J oy

d'ol I'expression des pulsations naturelles o= 8

0, = [(T_)z + (Li)z] \/;’:h (3.15)

L'étape suivante consiste a utiliser les 4 relations obtenues avec les conditions aux limites

Sury=0 ety=L, pour exprimer 3 des 4 coefficients C;1 a Cg. On obtient alors
L’ expression

nmy
L

Y

Y(y) = C, sin

(3.16)

qui permet d'écrire I'équation complete du déplacement d'une plaque simplement

supportée

Avec la déformée modale

P,n(x,¥) = sin ? sin nfy (3.18)

y
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Figure 3.5 Deformée pour le mode (2,3) de la plaque simplement supportée

Cette approche peut étre utilisée pour n'importe quelles conditions aux limites associées a
deux bords opposées simplement supportés. Dans les autres cas des solutions approchées
utilisant des fonctions de poutre peuvent fournir des solutions dont la précision est tres
dépendantes des conditions aux limites. Dans tous les cas ou les solutions analytiques
exactes ne sont pas accessibles, c’est la méthode de Rayleigh-Ritz qui est préférée car sa
précision est contrélable.

Toutefois, les plaques circulaires permettent aussi des solutions analytiques exactes en

variables séparées de la forme.
RE)O(0)=[amnIm Bmn 1 )+bmn Im Bmn r)BINME +/Can Im Bmn 1)+ dmn Im Bmn 1 Jeosmé

Ou I'm (x) sont les fonctions de Bessel modifiées correspondant en fait a des fonctions de

Bessel dont I’argument est imaginaire. Ces fonctions croissent en s’éloignant du centre

pour pouvoir satisfaire les différentes conditions aux limites. Les coefficients arbitraires

a,, b, c,.,d, etl’argument B . sont precisés en fonction des conditions aux limites.

3.2.4. Introduction a la méthode de Rayleigh-Ritz

Cette meéthode approchée qui permet d'obtenir des solutions pour des conditions aux
limites quelconques sera examinée en détail en 3°™ année. Comme la méthode de
Rayleigh-Ritz est tres souvent employée, on en donne ici le principe.

Le principe de Rayleigh valable pour les systémes conservatifs (énergie potentielle
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maximale = énergie cinétiqgue maximale) peut étre employée pour trouver la premiere
fréquence propre de la plaque. Par exemple, si on se donne pour la déformée modale
approchée du premier mode la déformée statique pour les conditions aux limites
considérées, il est possible de calculer les quantités suivantes a partir des valeurs
quadratiques de la déformée :

> I'énergie potentielle maximale U,,,, (énergie de déformation).

> la partieT, .. de I'énergie cinétique maximale T, telle que T, =w?T, ..

La pulsation propre approchée du premier mode s'obtient par

wh = == (3.19)

max

Ritz en 1909 a étendu cette méthode pour calculer les r premiers modes d'une structure.
Les déformées modales sont représentées a partir d'une fonction ¢ comportant r

coefficients arbitraires C,,C,,...,C, , qu'il convient de calculer pour chaque mode

$=C,p;+Cop,+...+C, @,

Les fonctions spatiales @ doivent satisfaire les conditions aux limites du probléeme.

Les énergies potentielle et cinétique se calculent a partir de la valeur quadratique de f et
peuvent s'écrire formellement sous la forme.

F;

{"'rrn:m = sz.{r rj'r_r et Tmﬂ.‘t zzzm.l,l {-r.l(_‘,l : (320)
i i

La différence entre énergie potentielle et énergie cinétique est minimisée par rapport aux
coefficients Ci matricielle.et on obtient alors r équations homogenes qui peuvent s'écrire

sous forme matricielle.

J
ac,

d . 2 _
E({’nux_m T o ]_D L= A (-:r: =0

-

.. -a’T. . )=0

max
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En annulant le déterminant de A ,r valeurs propresA =w?% sont obtenues. Les pulsations
propres wg, approximent la pulsation du mode n.

an:le+€

€ tend vers 0 quand le nombre r de coefficients Cj s'accroit par rapport a lI'ordre n du
mode, ce qui revient a dire que les derniéres valeurs de wg, Ne sont généralement pas
utilisables. Pour chague mode n, w?est remplacé par w3,dans I'équation matricielle

AC =0, ce qui permet dexprimer r -1 coefficients et décrire la deformée modale

correspondante sous la forme

¢n =Cq (Oth)l +0Ay Py +...+0qu)r)' (aq :1)
Note historique

En 1787 a Leipzig, Chladni met en évidence expérimentalement la formation de lignes
nodales sur une plaque libre avec du sable. Wheatstone (1833) et Rayleigh (1873) utilisent
les modes de poutre libre pour essayer d'expliquer les figures de Chladni. Ritz (1909)
utilise sur ce probléeme (la plaque libre) la méthode qui porte son nom et Sezawa donne en
1931 les premiers résultats pour une plaque encastrée. Iguchi (1938) développe une méthode
pour obtenir certains résultats analytiques. Les premiéres syntheses complétes sur les
méthodes utilisables pour calculer les fréquences naturelles et les déformées modales de
plaques sont dues a Warburton (1954) et Leissa (1969).

Figure 3.6 Figures de Chladni d'une plaque libre
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3.3. Modelés d’amortissement

Dans les modéles de cordes, barres, poutres, membranes et plaques étudiées précédemment,
I'amortissement n'est pas pris en compte pour simplifier la mise en équation du probleme.
En conséquence, les solutions pour les réponses libres obtenues ne présentent pas de

décroissance de I'amplitude des mouvements avec le temps. Dans tous

les cas considéreés, la fonction T, (t) avait pour équation différentielle

T(t)+ @ T, (t)=0, n=12_.. (3.21)

3.3.1 Facteur d’amortissement modal
La méthode la plus simple consiste a inclure un terme dissipatif correspondant & un modele

d'amortissement visqueux
I,(6)+2f,0,T,()+a]T,()=0 (3.22)

n

Ou {, est le facteur d'amortissement modal (£, <<1). La solution correspond & celle d'un
systéme a un degré de liberté.

T (t)=e* [ﬂ_“ sin(@, A1 =7 1)+ b, cos(wm, 1= r}] (3.23)

ou encore la forme équivalente

Ilr:'.' (f} = “]Ire_;: - fi]..]'l(m” y I - I';"n: I ¢]JI) (324)

Ou les constants (an,bn ) et (An &,) sont determines & partir des conditions initiales

. 3.3.2 Coefficient d'amortissement dans I'équation d*onde

D'autres modeles sont construits en insérant directement un coefficient d'amortissement
dans I'équation différentielle
» Modélisation de I'amortissement externe représentant la dissipation due par

exemple a la présence d'un fluide (air) dans le cas d'une membrane:

Equation non-dissipative: ™Viw — M, Fro 0 (3.25)
ow 0%w
Equation dissipative : WViw —c——M; 55 =0 (3.26)
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¢ : coefficient d'amortissement.

» Modélisation de I'amortissement interne en appliquant un coefficient proportionnel a la

vitesse de fluctuation des contraintes dans une poutre (modele d'amortissement de Kelvin-

Voigt).

équation non-dissipative : EI ow + pA rw 0 (3.27)
) ox* p ot2 )

. . TP *w 8 (9w w

équationdissipative :  EI iy al = (W) + pA el 0 (3.28)

Remarque : Une forme équivalente a ce dernier modéle consiste a considérer le module de
Young complexe E = E(1+/n ). En considérant une variable complexe pour le déplacement tel
que w=W e’ I'équation précédente devient.

*w
at4

a4W . 2
Elﬁ+1wal —wpAw =0 (3.29)

danc oo =nE . L'utilisation du facteur de perte n pour représenter le role de

I'amortissement structural dans la réponse forcée d'une structure mécanique est décrit dans

la section 7.
3.3.3 Dissipation aux limites

L'amortissement peut également étre reporté dans la définition des conditions aux limites.
En effet, les modes de fixation des structures vont souvent introduire une dissipation. Un
exemple en est donné pour des conditions aux limites dans le cas des ondes longitudinales

dans une barre

SR

ow(x,1) — k(0.0 +c, dw(0,1) ow(l,t)
dx

w(x,t)
) dad st
di

AE .
ot dx

=—k,w(l,t)-c,

=i} =l

Figure 3.7 Conditions aux limites dissipatives pour les ondes longitudinales
dans une barre.
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Réponse Forcée :
Les solutions étudiées jusqu'a maintenant correspondent aux réponses libres de systémes

continus. Elles dépendent des fréquences naturelles, des déformées modales et de

conditions initiales. On recherche maintenant la réponse en régime stationnaire a une

excitation harmonique forcée représentée par une force.

Ft)= F, cos wt

Ou o est la pulsation imposée par l'excitation.

Remarque: La notation complexe est souvent employee F = Fe ot (ou plus simplement

F=F, le terme e*'étant souvent omis) ol F est une force complexe. Le signal

physique réel se retrouve par F(t)=Re{F }= Re{F e/}

3.4 Réponse forcée par décomposition modale

La méthode de décomposition modale est basée sur I'orthogonalité des déformées modales
¢,(r). Les ¢, constituent une base orthogonale sur laquelle sont décomposés les

parametres du systeme (ces equations sont démontrées en Annexe dans le cas des poutres).

M, = IQ m(r)¢>(r)dr masse (modale) généralisée avec m(r) la densité
K,=w3 M, raideur généralisée

C, = IQ c(n o (r)dr amortissement généralisé

E, = jQ f(r,t)o,(r)dr force géneralisée avec f (r,t) ladensité de force

Ces parametres modaux permettent d'écrire une équation modale pour chaque mode qui est
découplée des autres

M,q,(0)+C,q,()+K,q,()=F,) (3.30)

Il s'agit 1a d'un systeme a 1 DDL dont q,,(t) est la solution du déplacement en coordonnées

pour le mode n. Elle s'exprime selon la nature du signal de la force F (t).
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3.4.1 Force quelconque

g, (t)= A e sin(md: t+86, )+ F ()*h (1) (3.31)

A, g-onont sin(mt +0n)1 réponse libre du systéme dont les constantes Ap et ¢ , dépendent
des conditions initiales a t =0.

E,(t)* h,, (t): réponse forcée repreésentée o=par le produit de convolution de la force par la

onawu® que la réponse impulsionnelle d'un systeme a 1DDL conduisait a

"k f
= i

F,(t)h, '[f}=j F (t)h,(t-7)dr= ¢ JE (r)e= sina, (t-7)dr (3.32)
o M w .

T %a 0

n

et w =w J1-° . . . L.
Mo, a, e.- S« - Ce terme représente la réponse en régime

avec {, =
établi, quand t>> 0.

3.4.2 Force harmonique

Une force complexe E,e " produira une réponse de la forme qn = B, e " ol B,, est

complexe. L'équation du systeme devient

— w?*M, B, + jwCyB, + K,B, =F,

ou encore : [—wz +j2ww, g + w,%] M.,B,=F, = 5—” =FE,
en posant : 1
n= -
Mn[(w,zl —w?) +]2wwn§n]
En représentant H, sous la forme | H| gl
1 20w, C,
IHnI = , tang, m

n

Mn\/(w,zl —w?)? + (wangn)z

La réponse a la force F,(t) = F, cos wt est gy, (t)=Re {B, e/“t}, soit

Fn

H, (03 -02)*+ (200ns,)

2wwnd,
cos (a)t — arctan 2—";)
w?-w

dn(t) = Fy|Hy|cos(wt + @) =
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g, (t) est la solution du déplacement en coordonnées genéralisées pour le mode n. La force

réponse a la force F(t) est fournie par la synthése modale

w(r,t) = Xnz1 gn () @n (1) (3.32)

3.5 Exemple pour une poutre en flexion

La premiére étape consiste a identifier les paramétres modaux généralisés. La
démonstration qui conduit a la relation donnée précédemment est reportée en Annexe.La

déformée ¢,,(x) et la pulsation naturelle pour le mode n satisfont I'équation homogene

des poutres

d ¢,
E1 2220 — 52 p Adpy(x) = 0 (3.33)

et la deformée vérifie la relation d'orthogonalité folpAqbn(x)qbp(x)dx = 0 pour p#n.
En multipliant par la déformée ¢, (x) eten intégrant, on aboutit & I'équation
JLET F29 ¢ (o) = w} [ p A ()b () dx (3.34)

La prise en compte de la relation d'orthogonalité dans le second membre conduit a une
seconde relation d'orthogonalité dont la symétrie est vérifiée dans I'annexe A. Quand p

p =n, les deux intégrales de I'équation précédente peuvent s'interpréter aisément comme

la raideur généralisée et la masse généralisée

l

M, = j g 0Dy ar e M= [ o as.09u00ax

0 0
pour que la relation précédente s'écrive sous la forme
K, = wrlen

La deuxieme étape considére une excitation sous la forme d'une densité linéique de force
f(x,t), laréponse forcée de la solution de I'équation inhomogene

4
Er2YED 45 A

Ox*

azw(x PPwlxt)

—=f(x1) (3.35)
On cherche une solution sous la forme

w(x, t) = Z w,, (t) ¢,,(x),donc
m=1
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4-
Elz ® ¢’"( )+pAZWm(t)¢m(x) Flx,0) (3.36)

en multipliant par ¢,,(x) et en intégrant

l

] EOWHC LD o) + | 4 (09,00, )x = f F(x ), (dx

0

S, O 1229 () s 3, (0] p 46, ()6, (e = [ £(x.0)8, (<)

Gb(4
0 ou K, ’ 0ouM, F, (1)
Quand m=n M, w,(t) + K,w, (t) =F,(t)

C'est I'équation d'un systeme a 1DDL non dissipatif. Un facteur d'amortissement modal C,
Est introduit a ce niveau. Dans le cas d'une excitation harmonique de la force

f(x) = f(x)e/®t le déplacement de la poutre s'écrira

w(x, t) = Z w,, (t) ¢, (x) = z w, ¢, (x)eiet

Soit M,[-w? + j2ow,{, + wilw, =F,

avec la force modale généralisée

P, = [ fG 0@

La solution est

la)t

w(x,w) = Z (e —w2)+]zwwng]¢”(x) (3.37)

n:

[ee) . .
F,e/Pn glot —2ww, ¢
= - $,(x) avec tang, = ——2

n=1 Mn\/(w,zl —w?)? + (wangn)z

w2 —w?
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La figure ci-contre représente la function de transfert H, (w) si w(x, w) est écrit sous

la forme

W w) = ) H,F, ¢,()e"

— — 20logl(2K &
20log|# | ogl2K.L.)
[ —2010g X,
- — 12 dB/octave —'--
" — 20log(Af o)
I 1was AV
2 1 1
10 10 10 10
0
i
2
.
=T

Figure 3.8 Réponse fréquentielle en amplitude et phase pour un mode

Exemple : Cas d'une force ponctuelle sur une poutre simplement supportée

La poutre est excitée par une distribution de
Fy force (force ponctuelle)

FaN J AN flx,t) = F, 6(x — xy)e'®t

Figure 3.9 Excitation d'une poutre par une force ponctuelle

La force modale généralisée s'écrit F,=[F, 8(x—x0)pn (X)dx = F, ¢, (x0)

Remarque : si la force est appliquée sur le nceud du mode p, ¢,(x,) = 0 et la force
geneéralisée pour le mode P est nulle : F, = 0 . Pour une poutre simplement supportée

nmx,

F, = F,sin
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Si la force est appliquée au centre x, =1/2, F, = F,sinnm/2 et seuls les modes

impairs seront excités.
3.6 Cas des plagues rectangulaires
Cas genéral pour les plaques homogeénes avec excitation harmonique

Les expressions sont similaires a celles des poutres.

F iwt
W y,0) ==Y ) o e bou(7) (3:38)

mn[wrznn_w2 +j20Wmy é/mn]

avec la masse généralisee
Ly Ly
an = phf f ¢1gnn(x'}’)dXdy
0 0

la force généralisée
Ly Ly

Fu= | | £00) )y
0 0

Cas particulier d'une plague simplement supportée

la déformée modale Gn(x,y) = sin?sintﬂ
x y
YR T Ly . omnx Ly . on hL,L
la masse généralisée M, = ph [ sin? == dx [V sin? ?dy = ’)4#
x y

Cas particulier d'une excitation ponctuelle (plaque simplement supportée)

la force fx,t) =[F, 8(x—x0) 80— yo)
la force généralisée

mmIy

' Ty X Ty
F.=F [ 8(-x,)sin™ ) mrx, oy,

cirjﬁ[y—_l'.;]ﬁin i dy=F, sin i sin L

il ¥ il ¥ ¥

mr u

3.7 Synthese modale

3.7.1 Contribution de chagque mode

Quand une structure est excitée a la pulsation o, tous les modes sont plus ou moins excités.
Le champ vibratoire est créé par la superposition de tous les modes. La contribution de

chacun dépend
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» de la force modale généralisée du mode (donc de la position de la force
d'excitation),

» de la proximiteé de la pulsation naturelle du mode de celle de I'excitation.

2010g|w|

20].0g|w5.|

anti-résonlance
loga

Figure 3.10 Réponse totale due a la contribution de 3 modes tel que w = |wy| + |wg| — |w¢|

Sur la figure ci-dessus :
+ lemode A w(w,<w)en fonction de la masse modale généralisée F,/M,w>
* lemode B w(wg ~ w) est contr6lé majoritairement par I'amortissement,
e lemode C w(w,; > w) contribue en fonction de la raideur généralisée F./K .

3.7.2 Cas particulier d'une plaque carrée

Les pulsations naturelles de la plaque carrée de cotés L sont données par

Il 'y aura plusieurs combinaisons (m,n) ayant la méme valeur m? + n? , comme le montre
la table ci- contre. Plusieurs modes différents auront donc la méme pulsation naturelle.
Exemple : (1,7) ; (7,1) et (5,5)
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mo o+ nT

Ll

& 10 13 18 25 34 45 58
< 17 20 25 32 M4 52 E5

5 26 285 34 41 50 &1 T4

Figure 3.11 : Fréquence propres normalisée pour une plaque carrée
Leur superposition va conduire a une forme apparente qui va dépendre de I'excitation et

poura tromper l'expérimentateur. Considérons les modes(1,2) et(2,1) avec une excitation a

leur pulsation naturelle
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. . L L .
excitationenxo = -, yo = , Sur la ligne nodale Ay

du mode (2,1).La déformée du mode (1,2)

apparait TS S

. mx . 2wy .
D, =4, sin—sin— -
- . L L

el e L L .
excitationen xo = -, yo = , sur la ligne nodale

du mode (1,2).La déformée du mode (2,1)

@, o |
apparait i
|
. 2mx . @y '
P, =4, sin sin =2
2 2 i |
& 1
. . . L L
excitation sur la diagonale en x, = o Yo=7 ©
Les deux modes sont également excités car les ©

forces modales généralisées sont identiques. Ainsi,

A12 = A21 et

Figure 3.12 Déformées apparentes
T 2Ty 2 Ty ) -
®, . =4, sin X Gin 2V, g 2AX LAY (non-modale) polur une plague
22 2 i I I L carrée.

Cette déformée présente une ligne nodale pour
y=L—x oudyz, =0

Cependant, si la position du point d'excitation est changée,A,; = a A;, et une forme
modale différente apparait, comme la figure suivante permet de le constat pour les modes
(1,2) et (2,1), (1,4) et (4,1), (1,5) et (5,1). Ces formes ne sont pas orthogonales car si

Ga=d12 + sz et bp = P12 + apPa

alors

—UN q}'I d:',.; a3 =j"['s [‘:ﬂ'i Ty !15'“ 'ﬁl! Ty ‘:ﬁ'l: ‘?&u T, Oy ‘-.'-a_zl )ﬂrs
- ”., (':f‘l:: +a, o, 0, )d.‘i 0
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Figure 3.13 Lignes nodales des déformée apparentes dues aux
combinaisons de modes pour une plaque carrée
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3.7.3Grandeurs quadratiques moyennes

Ce sont souvent ces quantités qui sont mesurées sur les structures mécaniques

vibrantes.

Soit le déplacement w(x, y, t) et la vitesse v(x, y, t) 20 log]]

k.

w(x,y,t) = elot Z Z Fnn Hyn (@) ®mn (x,Y)

v(x,y,t) = jow(x,y,t)

L — 12 dB/oct™

La vitesse quadratique moyenne se définit par

()= [ s

:;|1-{L_1-,r13

[: oV + 6dB/oct |- 6dB/oct
I1'.l| '1'" X ¥ —_—
moon lﬂg ]

Figure 3.14 Réponse d'un
mode en déplacement et en
vitesse

En considérant que : I ZiZl-|2:Zl- Z] ZiZ;

(v2(x,y,00) = “’72 Z DD Frn Fq (@) g (@) n (5, Y)bpg (1,9) (3:39)
p q

L'intégration de {12 (x,y,t)) surlasurface d'une plaque L, X L, conduita

Ly L Ly L

f f e y,t)>dxdy——ZZ|an| Hyn () f f Vo (v )dxdy  (340)

Avec

1

o = @ — 7 + ooty
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VIBRATION DES POUTRES ET DES PLAQUES

Pour une plaque homogéne simplement supportée

L L,

o phL,L,
My, = phf f ¢mn(x'y)dXdy = 4
00

d’ou

4 [Fral
JJ 7 onaxay - W; Z @ — 0 + Qaomlyy? O

La vitesse quadratiqgue moyenne sur la surface de la plague peut s'exprimer par une simple

somme de la valeur quadratique des composantes de chaque mode.

3.7.4 Facteur de perte et amortissement structural

Pour les calculs dynamiques de structures mécaniques, le module de Young est souvent

consideéré sous la forme complexe

E=E(1+jn)
ou m est le facteur de perte qui se déefinit par

Energie dissipée par cycle

n= 2mEnergie potentiele maximale

La raideur modale généralisée de la structure (poutre, plaque, etc.) qui est proportionnelle

au module de Young, devient elle aussi complexe
K, =K,(1+jn)

Une excitation harmonique F,e/® produit une réponse g, (t) = B,e/®t et I'équation du
systeme meécanique est

—w?+ M,B, +B,K,=F,

D’ou
Fneiwt
t) = ———= 3.42
avec w? = K /M, la pulsation propre complexe w2 = w2(1 + jn), soit

Fneiwt

Mp (07 -w?+nw})

qn(t) = Alaresonance w = wy, et n=2¢,
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS

4.1 Exposition du probléme

Ce chapitre est consacré a une analyse dynamique d’une plaque mince rectangulaire qui est
I’objectif de notre sujet afin de comparer le champ de contraintes et champ de déplacements selon
les conditions d’appui dans chacun des trois cas ci-dessus, et pour cela revenons sur I’équation de

la dynamique sous forme matricielle :
M w+ C w+ Kw = F (4.1)
Qui peut étre vue comme I’équation de la statigue Kw=F a laquelle on ajoute des forces

extérieures d’inertie  — M wet des forces extérieures visqueuses—Cw. D’un point de vue

pratique, on distingue trois types de problémes :

» détermination d’une réponse libre : dans ce cas, la sollicitation est nulle F =0 .
» détermination d’une réponse périodique : dans ce cas, la sollicitation F est périodique.

» détermination d’une réponse transitoire : dans ce cas, la sollicitation F est quelconque.

Et pour une restriction, on va se limiter a I’étude du premier cas, cas des vibrations libres non
amorties.

En I’absence de sollicitation et d’amortissement, I’équation de la dynamique devient :
M w+ Kw = F (4.2)

Dont la solution générale est harmonique et s’écrit :

w = we' (4.3)

En injectant la forme de la solution générale dans I’équation de la dynamique, on voit que la

Pulsation @ est solution du probléme de valeurs propres suivant :

Kw = o*Mw (4.9)

ce qui conduit a :

K -’M|=0 (4.5)
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On obtient ainsi les n valeurs propres @, @,,........ , ®,, ou n est la taille du systeme (i.e. les
matrices M et K sont d’ordrenxn’). On trouve également les nvecteurs U, appelés modes propres
du systeme et que I’on norme par rapport a la masse, i.e. tels que :

w,'Mw, =1 Vie[Ln] (4.6)

La détermination des valeurs propres o, se fait rarement en cherchant les zéros de I’équation du

déterminant (4.5) en raison de la trés grande taille du systeme dans le cas genéral, et des
consideérables différences d’ordre de grandeur entre les valeurs propres.

De toute fagon, ce sont les premiéres fréquences qui déterminent le comportement du systéme.

Et pour résoudre ce probléme, on utilise I’'un logiciel qui se base sur la méthode des éléments finis

qui a été abordée précedemment dans le chapitre précedent.

4.2 Géomeétrie du probleme

Pour realiser notre analyse modale, on prend une plaque carrée mince

Ayant les caracteéristiques suivantes :

Dimensions Matériau Maillage

1000x 1000 x 10 E = 2110° MPa QUAD4 de taille

4.3 Détermination du champ de déplacements et du champ de contraintes en
fonction des conditions aux rives

A I’aide d’un logiciel de simulation qui se base sur la méthode des éléments finis et selon
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I’organigramme ci-dessous nous allons déterminer les champs de déplacements et de contraintes
uniquement sur la peau supérieure.

Organigramme général de résolution

Structure a n nceuds et m éléments

g
Construction de la matrice
de rigidité [K,] (repére local)

v

Construction du vecteur
de charges [f;] (repere local)

m éléments

"
Calcul de la matrice de passage
[R,] liant repéres global et local

\ 4
Calcul de la matrice de rigidité exprimée en repére global
[Kel =[R]" . [Ke] [R,]

Calcul du vecteur charges exprimé
en repére global {F, } = [R,] { f,}

m éléments

A 4

Assemblage de [K]

A 4
Assemblage de {F} en prenant en compte les
éventuelles charges nodales

\ 4
Résolution du systéme [K] ,{Q} ={F} Aprés introduction
des conditions d’appui>  {Qu},{R}

Y

Iz=1

B
>

A 4
Calcul des efforts internes en repére local
par la relation [k, ] ,{ q,}

T

m éléments

FIN
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4.4 Différents cas d’appui de la plaque
4.4.1 Plague encastrée sur un bord

Figure4.1 :Plaque encastrée sur un bord

» Type d’analyse : Analyse modale (Probléme tridimensionnel)

» Type de calcul : élémentaire

» Référence (s) : M.V. Barton, “Vibration of rectangular and skew cantilever plates” ,
Journal of Applied , Mechanics, vol. 18, 1951, p.129-134

» Paramétres calculés : fréquences propres —flexion transverse —Plaque mince

» Conditions aux limites : Coté OA encastré
Pour tout point P tel que yP=O cu=v=w=0¢etd =0,=6,=0

Valeurs de références

7. Plague encastirée sur un cobé

_i.-'lrairr du -1"&*:;1!1’1::-0 i"\i-:!P
mode propre (H=z)
1 | [
1 1 87266 | > - "
. |
2 21.3042 |
3 53.5542 rid

Tablau4.1: valeurs de references
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Résultats

Mumber of modes  Frequency (Hz)
20,6936
52.0137
66.3658
734615

131,923
150,626
157432
174,128
227136

L= == R = S

%

—
=

Les modes

o
<
dp -y
B

Tablau4.2 : Les déformées de la plaque encastrée sur un coté
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Le champ de déplacements et le champ de contraintes

Le champ de deplacement Le champ de contraintes

Translational displacement magnituce, Yon Mises stress (nodal walues),

Frequency 8.46298Hz Freguency B8.456298Hz

mm M_m2
229 7.82e+008
I 206 I 7.05e+008
183 6.2Te+008
160 5.5e+008
157 4.72e+008
14 3.94e+008
914 3.17e+008
56.5 I 2.39e+008
457

=y | ot
Mode 1 Fr=8.46298Hz

Translational displacement magnitude, Won Mises stress (nodal values).

Frequency 20.6986Hz Frequency 20.6986Hz

mm M_tn2
&N 2.22e+009
I 297 2e+009
264 1.78e+009
231 1.56e+009
198 1.3de+009
165 1.12e+009
132 8.96e+008
99.2 6.75e+008

66,1 4.54e+008
o | =
Mode 2 Fr=20.6986Hz

Translational displacement magnitude. Won Mises stress (nodal values).

Frequency 52.0137Hz Frequency 52.0137Hz

rmm N_m2
277 5.05e+009
I 250 4.56e+009
222 4.06e+009
194 3.57e+009
166 3.08e+009
139 2.5%9e+009
1M 21e+009
83.2 1.61e+009

555 1.12e+009
277 g I 6‘28le+008’/z
0 1.36e+008

Mode 3 Fr=52.0137Hz
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Translational displacement magnitude, Won Mises stress (nodal values).

Frequency 66.3658Hz Freguency 66.3658Hz

i N_m2
400 5.55e+009
I 360 I 6.03e+009
320 S5.41e+009
280 4.79e+009
240 4.17e+009
200 3.55e+009
160 2.93e+009
120 I 231e+009
80.1 1.59e+009

40 E>f 1.07'e+009f
0 4.55e+008

Mode 4 Fr=66.3658Hz

Translational displacement magnitucle, Von Mises stress (nodal values),

Frequency 75.4615Hz Frequency 754615Hz

mm MN_m2
344 8.32e+009

I 310 I 7.492+009
275 5.67e+009
241 5,84e+009
206 5.01e+009
172 4.19e+008

I 138 3.36e+008
103 2.53e+008

| = | o
v 5:4Se+007
Mode 5 Fr=75.4615Hz

Translational displacernent magnitude, Van Mises stress (nodal values),

Frequency 131.988Hz Frequency 131.988Hz
mm M_m2

329 Tde+010

I 295 I 1.27e+010
263 1.13e+010
230 9.91e+009
198 8.54e+009
165 7.16e+009

I 132 5.78e+009
988 44+009
658 3.03e+009

I 529 ’>/Z I 1.65¢+009
v | 2.75e+008

Mode 6 Fr=131.988Hz
Translational displacement magnitude. Won Mises stress (nodal walues).
Frequency 150.626Hz Frequency 150.626Hz
mm MN_m2

290 1.17e+010

I 261 I 1.07e+010
232 9.6e+009
203 8.54e+008
R 7.49e+009
145

I 116 6.43e+009
871 I 5.38e+008
o1 4.32e+009

3.27e+009
2.27e+009
1.16e+009

Mode 7 Fr=150.626Hz
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Translational displacerent magnitude. Von Mises stress (nodal walues),

Freguency 157 432Hz Frequency 157.432Hz

mm N_m2
367 1.71e+010
I 330 I 1.54e+010
294 1.37e+010
257 1.2e+010
220 1.03e+010
184 8.65e+009

I 147 5.95e+009

110 5.26e+009
734 3.56e+009

I 367 g I 1.aee+ooej
0 1.54e+008

|
Mode 8 Fr=157.432Hz

Translational displacement magnitude. Won Mises stress (nodal values).

Fregquency 174.128Hz Freguency 174.,128Hz

mm M_rn2
427 2.07e+010
I 385 I 1.86e+010
342 1.66e+010
299 1.45e+010
256 1.25e+010
214 1.04e+010

I 7 8.32e+009
128 5.26e+009
85.5 4.2e+009
I 427 g I 2.13e+009j/Z
0 7.01e+007
|
Mode 9 Fr=174.128Hz

Translational displacement magnitude. Won Mises stress (nodal values).

Frequency 227.136Hz Frequency 227.136Hz

mn MN_m2
378 1.8%+010
I 241 I 1.71e+010
203 1.52e+010
265 1.34e+010
227 1.16e+010
189 9.71e+009
7.86e+009
I 151 I
6.02e+009
114
417e+009
77
2.33e+009
8 ‘>/z 4.84e+008
0

|
Mode 10 Fr=227.136Hz
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4.4.2 Plague encastrée sur deux cotés opposés (plague bi-encastrée)

Figure 4.2 : Plaque encastrée sur deux cOtés opposes

Conditions aux limites : Cotés OA et CB encastrés

Pour tout point P tel que y,=0¢ety =1000: u=v=w=0et 6 =0,=6,=0

Mumber of modes  Frequency (Hz)

34742
64.3758
106.058
150.425

184,787
195,167
213.867
298,139
303.722

313.931

L[T= T = e = R L L ]

—
=]

2
a4
*
a4

Tablau4.3 : Les déformées de la plaque bi-encastrée
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Le champ de déplacements et le champ de contraintes

Le champ de déplacement

Le champ de contraintes

Translational displacement magnitude..

Frequency 54.1748Hz
men
202
I 182
162
141
121
101
I 80.8
60.6

404

0

AP

Yon Mises stress (nodal values),
Frequency 54.1748Hz
N_m2
47e+009
I 4.28e+009
386e+009
344e+009
3.01e+009
259+009
2.17e+009
1.75e+009
1.33e+009
ElO?’eHJOSJZ

Mode 1 Fr=54.1748Hz

Translational displacement magnitude.
Frequency 64.3758Hz
mm

307
I 278

245

215

184

153

123

92

513

30.7 XJ
0

Von Mises stress (nodal values).
Frequency 64.3758Hz
N_m2
7.66e+009
I 6.9e+009
6.14e+009
5.38e+009

4,62e+009
3.85e+009

3.09e+009
2.33e+009
1.57e+009
I 8.1e+008

4.91e+007

Mode 2 Fr=64.3758Hz

Translational displacement magnitude.:
Frequency 106.058Hz
mm
334
I 300
267
234
200
167
I 133
100
667

0

Yo Mises stress (nodal values),
Frequency 106,058Hz
N_rm2
1.04e+010
I 9.4e+009
844e+009
T47e+009

6.51e+009
5.55e+009

4.58e+009
I 3.62e+009
2.66e+009
I 1.69e+009

7.28e+008

Mode 3 Fr=106.058Hz
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Translational displacement magnitude.. Yon Mises stress (nodal values),
Frequency 150.425Hz Frequency 150425Hz
mm MN_m2
203 1.24e+010
I 183 I 1.13e+010
163 1.02e+010
142
122 9.16e+009
102 8.1e+009
814 7.04e+009
581 5.97e+009
40.7 4.91e+009
203 ‘>/Z 3.85e+009
0 2.78e+009
1.72e+009
Mode 4 Fr=150.425Hz
Translational displacement magnitude. Won Mises stress (nodal values).
Freguency 164.787Hz Freguency 164.787Hz
mm N_m2
293 18764010
I 264 I 1.66e+010
34 1.5e+010
205
176 1.31e+010
145 1.13e+010
17 9.42+009
87.9 7.57e+009
58.6 5.71e+009
283 X>/Z 3.86e+009
o 2e+009x\f
1.48e+008
Mode 5 Fr=164.787Hz
Translational displacement magnitude.. Von Mises stress (nodal values).
Freguency 195.167Hz Frequency 195.167Hz
mim N_m2
341 151e+010
I 7 I 145¢+010
27 1.29e+010
238
S04 1.14e+010
170 9.79e+009
136 8.22e+009
102 6.64e+009
68,1 5.07e+009
341 g 3494009
o 1.91¢+009
3.37e+008

Mode 6 Fr=195.167Hz
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Yon Mises stress (hodal values).

Frequency 213.867Hz

Translational displacerment magnitude.
Frequency 213.867Hz

mm MN_m2
309 221e+010
I 278 I 201e+010
247 181e+010
216 161e+010
185 147e+010
154 1.22e+010
123 1.02e+010
926 8.18e+009
617

6.19e+009
0.8 g 42@.+00f_a>/z
lal

2.21e+009

Mode 7 Fr=213.867Hz

Translational displacernent magnitude, Von Mises stress (nodal values).
Frequency 298.189Hz Freguency 298.189Hz
rm N_m2

210 2.31e+010

I 189 I 212e+010
168 1.94e+010
17 1.76e+010

126
1.57e+010

105
439 1.39+010
629 1.27e+010
42 1.02e+010
a1 g 8.39+009
0 6.56e+009
4.72e+009

Mode 8 Fr=298.189Hz

Won Mises stress (nodal values),
Translational displacement magnitude,
Frequency 303.722Hz
Frequency 303.722Hz
N_m2
mm

324 252e+010
292 I 237e+010
255 211e+010
227 186e+010
195 1.6e+010
162 1.35e+010
130 11e+010
97.3 8.43e+009
64.9 5.8%+009
324 g 3369+0097/Z
0 B21e+008

Mode 9 Fr=303.722Hz
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Translational displacernent magnitude, Won Mises stress inodal values).,
Frequency 313.931Hz Freguency 313.931Hz
mm N_m2
296 2.32e+010
I 266 I 2.99e+010
237 266e+010
207
233e+010

178

2e+010
148

1.67e+010

118

888 I 133e+010
592 1e+010

296 x>f §.73e+009

0 I 3&42e+009)/Z

1.07e+008

Mode 10 Fr=313.931Hz

4.4.3 Plague encastrée sur un cotés et articulé sur le coté opposé

Figure4.3 : Plaque encastrée sur un cotés et articulé sur le c6té opposé

Conditions aux limites : Cotés OA et CB articulé (liaison pivot)

Pour tout point P tel que y,=0: u=v=w=0et §,=60,=0,=0

Et pour tout point P tel que Yy, =1000: u =v=w=0¢etd =6,=0
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Mumber of modes  Frequency (Hz)

37.1298
50.1838
96,7712
121.57

138.021

189.302
191.815
256,739
274188
286.493

L= == R = L L

—_
(=]

Les modes

,’
*
#

Tablau4.4: Les déformées de la plaque encastrée sur un coté et en liaison pivot sur le coté

opposé

Le champ de déplacements et le champ de contraintes

Le champ de déplacement

Le champ de contraintes

Translational displacernent magnitude.
Freguency 37.1298Hz

frim

191

172

152

133

114

95.3

782

57.2

381

Yon Mises stress (nodal values). 1
Fregquency 37.1298Hz

MN_m2
3.25e+009
2.95e+009
2.65e+008
2.34e+009
2.04e+009
1.74e+009
1.43e+009
1.13e+009
8.27e+008
5.23e+008
2.2e+008
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Mode 1 Fr=37.1298Hz

Translational displacement magnitude, Von Mises stress (nodal values).1
Frequency 50.1838Hz Frequency 50,1838Hz
mmn MN_m2

291 5.77e+009
262 I 5.2e+009
233 4.63e+009
204 4.05e+009
175 3.48e+009
145 2.91e+009
116 I 2.33e+009
873 1.76e+009
58.2

1.18e+009
291 ’/L 6.099+OOBL
0 ¥

3.54e+007 ™Y

Mode 2 Fr=50.1838Hz

Translational displacement magnituce.. Won Mises stress (nodal walues).1
Frequency 96.7712Hz Frequency 96.7712Hz
mm N.m2
520 8.71e+009
288 78604009
256 7.01e+009
224 6.16e+009
192 5.31e+009
160 4.47e+009
128 362e+009
%61 2.77e+009
o1 192e+009
3z
0 '/Ly 1‘07e+009/L
2.2e+008 ¥
Mode 3 Fr=96.7712Hz
Translational displacement magnitude, Von Mises stress (nodal values).1
Frequency 121.57Hz i Freguency 121.57Hz
mm N.m?
200 1.02e+010
180 9.28e+009
180 8.39e+009
140 7.5e+009
120 £.61e+009
100 5.72e+009
80.2 4.84e+009
50.1 3.95e+009
40.1 3.06e+009

20 X/Q 2.17e+009f\
o y 12864009 ™9

Mode 4 Fr=121.57Hz
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CHAPITRE 4

Tranzlational displacement magnitude,
Frequency 138.021Hz

mim

174

116
869

Won Mises stress (nodal values).!

Freguency 138.021Hz
N_m2

157e+010

I 142e+010
1.26e+010
1.1e+010
9.48e+009
7.92e+009
6.36e+009

I 4.8e+009
3.24e+009

1.68e+009
1.19+008 ¥

Mode 5 Fr=138.021Hz

Translational displacement magnitude,
Frequency 189.302Hz
mm
330
I 297
264
23
198
165
132
98.9
65.9

Yon Mises stress (nodal values).1
Frequency 189.302Hz
N_m2
1.54e+010
1.3%+010
1.24e+010
1.0%+010
9.37e+009
7.86e+009
6.34e+009
4.83e+009
3.32e+009
1.81e+009
2.98e+008 ¥

Mode 6 Fr=189.302Hz

Translational displacement magnitucle.

Fregquency 191.815Hz

30.6 /K
0 v

Won Mises stress (nodal values).1
Freguency 191.815Hz
N.me
1.95e+010
1.77e+010
1.5%+010
141e+010
1.24e+010
1.06e+010
8.81e+009
7.03e+009
5.26e+009
348e+009
171e+009 ™Y

Mode 7 Fr=191.815Hz
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CHAPITRE 4

Tranzlational displacement magnitude,
Frequency 256.739Hz
mm
205
I 184
164
143
123
102
81.9
51.4
40.8

205 X/R
0 v

Von Mises stress (nodal values).1

Freguency 256.739Hz
N_m2

2.03e+010

I 1.87e+010
1.7e+010
1.53e+010
1.37e+010
1.2e+010
1.0de+010
§.73e+009
7.08e+009
543e+009
377e+009 ™Y

Mode 8 Fr=256.739Hz

Tranzlational displacernent magnitucle.
Frequency 274.188Hz
mm
292
I 262
233
204
175
146
17
87.5
58.3

292 /1
0 y

Won Mises stress (hodal values).1

Freguency 274,188Hz
N_m2

297e+010

I 268e+010
2.38e+010
2.09e+010
1.7%e+010
15e+010
1.2e+010
9.09e+009
6.14e+009
3.2e+009
255e+008 ™Y

Mode 9 Fr=274.188Hz

Translational displacement magnitucle,

Frequency 286.493Hz

Won Mises stress (nodal values) 1

Frequency 286493Hz

mm N_m2
520 235¢+010
I 283 I 212e+010
256 1.9e+010
224 1.67e+010
192
160 1.44e+010
128 1.21e+010
a5 9.84e+009
64 7.56e+009
- /L 5.20¢+009
9 y 3.01e+009
731e+008 ™Y
Mode 10 Fr=286.493Hz
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4.4.4 Plaque bi-articulée sur deux cotés opposes (en liaison pivot)

nd

Figure 4.4: Plaque bi-articulée sur deux cotés opposés

Conditions aux limites : Cotés OA et CB articulé (liaison pivot)

Pour tout point P tel que yp=0: u=v=w=0et 6 =6,=0

Et pour tout point P tel que Yy, =1000: u=sv=w=0etd =6,=0

Murnber of modes  Frequency (Hz)

|

23.5332
303334
89.5176

95,7149

[ =T == R R = N R - P R ]

—
[=]

271.568

Les modes

114,577
172.843
184,482 L,
218,325
237.709

Tablau4.5: Les déformées de la plaque bi-articulée sur deux cotés opposés (en liaison pivot)
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T RESULTATS CHAPITRE 4

Le champ de déplacements

et le champ de contraintes

Le champ de déplacement

Le champ de contraintes

Translational displacement magnitude. 1 Von Mises stress (nodal values). 1
Frequency 23.5332Hz Frequency 23.5332Hz
mm N_m2
177 1.73e+009
160 I 1.57e+009
142 141e+009
124 1.24e+009
1% 1.08e+009
. 8.22¢+008
70.9
T.ele+008
53.2
5.9%5e+008
355
177 X/L 438e+008
0 ¥ 2.77e+008
1.16e+008 ™V
Mode 1 Fr=23.5332Hz

Translational displacement magnitude.1 Won Mises stress (nodal walues).1
Freguency 39.3334Hz Frequency 39.3334Hz
rmm N_m2
275 2.65e+008
5% I 248 I 2.38+009
O S 00N 220 2.12e+009
193 1.86e+009
165
1.6e+009
138
110 1.34e+008
o T P
At A‘.”‘ 8256 I 1.08e+009
ped - 8.2e+008
275 5.6e+008
o ¥ 2.9%e+008
3B1e+007 ™Y
Mode 2 Fr=39.3334Hz

Translational displacement magnitude.1

Von Mises stress (nodal values).1

Frequency 89.5176Hz Frequency 89.5176Hz
[l N_m2
308 6.36e+009
I 277 5.74e+009
246 5,12e+009
215 45e+009
185 3.88e+009
154 3.26+009
123 264e+009
92.3 2.02e+009
615 14e+009
308 (/]Z\ 7.75e+008
0 ¥ 155e+008 ¥
Mode 3 Fr=89.5176Hz
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CHAPITRE 4

Translational displacernent magnitude. 1
Frequency 95.7 149Hz

mm

189

170

151

132

113

94.6

75.7

56.7

37.8

189 X/L
0 ¥

Von Mises stress {nodal values).1
Frequency 95.7149Hz

M_m?2
723e+009
6.6e+009
597e+009
5.34e+009
4.71e+009
4.07e+009
344e+009
281e+009
2.18e+009
1.55e+009
9.13e+008 ™V

Mode 4 Fr=95.7149Hz

Translational displacement magnitude. 1
Frequency 114.577Hz
mn
275

I 248
220

193
165
138
110
8256
551

275 X/R
o y

Von Mises stress (nodal values). 1

Frequency 114.577Hz
N_m2

1.04e+010

I 84e+009
8.37e+009
7.33e+009
6.3e+009
5.26e+009
4.23e+009
3.19e+009
2.16e+009

1.12e+009
8.51e+007 ™Y

Mode 5 Fr=114.577Hz

Translational displacement magnitude. 1

Von Mices stress (nodal values).1

Frequency 172.848Hz Frequency 172.848Hz
mm N_m2
izz 112e+010
236 1.02e+010
207 9,23e+009
177 8.23e+009
148 7.24e+009
118 £.25e+009
885 5.26e+009
39 4.27e+009
ig's ‘/Ly 3.28e+009
2.29e+009
13640097 ¥
Mode 6 Fr=172.848Hz
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CHAPITRE 4

Translational displacement magnitude. 1
Frequency 184.482Hz
mm
320
I 288
256
224
192
160
128

Yon Mises stress (nodal walues). 1
Frequency 184.482Hz

MN_m2
1.48e+010
1.34e+010
1.2e+010
1.06e+010
9.18e+009
7.76e+009
6.35e+009
4.94e+009
352e+009
211e+009
695e+008 ™Y

Mode 7 Fr=184.482Hz

Translational displacement magnitude.1
Frequency 218.325Hz
mm
198
I 178
158
138
118
98.8
791
59.3
395

198 X/L
0 ¥

Yon Mises stress {nodal values).1

Frequency 218.325Hz
MN_m2

1.66e+010

I 1.52e+010
1.3%+010
1.25e+010
1.12e+010
9.8e+008
8.44e+009
7.09e+009
5.73e+009
4.38e+009
3.03e+009 ™¥

Mode 8 Fr=218.325Hz

Translational displacernent magnitude. 1
Frequency 237.709Hz

mem

279

251

223

195

167

140

112

837

558

279 /1
o y

Yon Mises stress (hodal values).1

Frequency 237.70%Hz
N_m2

2.33e+010

I 2.09e+010
1.86e+010
1.63e+010
14e+010
1.17e+010
9.37e+009
7.05e+009
4.74e+009
2.42e+009
1.05e+008 ¥

Mode 9 Fr=237.709Hz
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Translational displacement magnitude.1 Yen Mises stress (nodal values).1
Frequency 271.568Hz Frequency 271.568Hz
mrn N_m2
34 1314010

282

1.75%e+010
251

1.58e+010
220
188 141e+010
157 1.25e+010
125 1.08e+010
94,1 9.13e+009
627 746e+009
314 X/L 5.8¢+000
0 Y 4.13e+009

2 ARe+NNG

Mode 10 Fr=271.568Hz

4.5 Comparaisons des valeurs maximales des deplacements et des contraintes

Regroupons dans le tableau ci-dessous les valeurs frequences ainsi que les valeurs maximales des
déplacements fleches et des contraintes pour chaque mode et pour chaque cas des conditions aux
rives adoptés, dans le but de repérer les cas de faibles champs de contraintes et /ou de
déplacement afin de déterminer le cas le plus résistant:

Cas (B) Cas (C) Cas (D) Cas (E)
Encastrement Bi-encastrement Encastrement Bi-articulation
N° . . . .. .
sur un coté Et articulation En liaison pivot
Mode . .
(liaison pivot)
Fréq Dép Cont. Fréq Dép Cont. Fréq Dép Cont. Fréq Dép Cont.
Hz mm MPa Hz mm MPa Hz mm MPa Hz mm MPa
1 8.46E+00 229 7.82E+08 5.42E+01 202 4.70E+09 3.71E+01 191 3.25E+09 2.35E+01 177 1.73E+09
2 2.07E+01 331 2.22E+09 6.44E+01 307 7.66E+09 5.02E+01 291 5.77E+09 3.93E+01 275 2.65E+09
3 5.20E+01 277 5.05E+09 1.06E+02 334 1.04E+10 9.68E+01 320 8.71E+09 8.95E+01 308 6.36E+09
4 6.64E+01 400 6.65E+09 1.50E+02 203 1.24E+10 1.22E+02 200 1.02E+10 9.57E+01 189 7.23E+09
5 7.55E+01 344 8.32E+09 1.65E+02 293 1.87E+10 1.38E+02 290 1.57E+10 1.15E+02 275 1.04E+10
6 1.32E+02 329 1.40E+10 1.95E+02 341 1.61E+10 1.89E+02 330 1.54E+10 1.73E+02 295 1.12E+10
7 1.51E+02 290 1.17E+10 2.14E+02 309 2.21E+10 1.92E+02 306 1.95E+10 1.84E+02 320 1.48E+10
8 1.57E+02 367 1.71E+10 2.98E+02 210 2.31E+10 2.57E+02 205 2.03E+10 2.18E+02 198 1.66E+10
9 1.74E+02 427 2.07E+10 3.04E+02 324 2.62E+10 2.74E+02 292 2.97E+10 2.38E+02 279 2.33E+10
10 2.27E+02 378 1.89E+10 3.14E+02 296 3.32E+10 2.86E+02 320 2.35E+10 2.72E+02 314 1.91E+10
Tablau4.6 Comparaisons des valeurs maximales des deplacements et des contraintes
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Figure 4.5 : Fréquences en fonction des modes propres obtenus
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Figure 4.6 : Fréquences en fonction des modes propres obtenus
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450 -
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Figure 4.7 : Déplacements en fonction des modes propres obtenus

D’apres les courbes ci-dessus, on dévoile les cas plus résistants :
A- en champ de contraintes : Cas de la plaque encastrée sur un seul coté.

B- en champ de déplacements : Cas de la plagque bi-articulée sur deux cotés opposés

4.6 Détermination du champ de déplacements et du champ de contraintes en fonction du

matériau de la plaque

Il est fortement conseillé de garder les mémes paramétres géométriques 1000x1000x10 comme
données géométriques. Ceci permettra de plus d’analyser les résultats et d’interpréter les
phénoménes physiques pour différentes valeurs. Cependant, pour commencer les calculs, on

pourra choisir pour matériaux :

Matériau Masse volumique | Module de Young | Coefficient de Poisson
Aluminium 2710 70 0.346
Bronze 8860 110 0.341

Et refaire le méme calcul que précédemment (Calcul par simulation) pour les deux cas de

conditions aux limites
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4.6.1 Plaque encastrée sur un bord
4.6.1.1 Plaque en aluminium

Résultats
Mumber of modes  Frequency (Hz)

8.59546
20.6012
52.3804
67.2683
75.5001
132.376
153.221
158,751
176.598
229229

PR - R ~ L B S FE R AE R

i
(=]

s
-_
=

Les modes

Tablau4.7Les déformées de la plaque (en aluminium) encastrée sur un coté

Le champ de déplacements et le champ de contraintes

Le champ de déplacement Le champ de contraintes

Translational displacement magnitude Yon Mises stress (nodal values
Frequency 8.59546Hz Frequency 8.58546Hz

rm MN_m2

389 4.78e+008
4.3e+008
3.83e+008
3.36e+008
2.88e+008
241e+008
1.84e+008
1.47e+008
9.92e+007
5.2e+007
4,69e+006

.
wow
i
- o

|
o
-~ u

|

(=T
o
o

p

Mode 1 Fr = 8.59546H
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CHAPITRE 4

Translational displacernent rmagnitude.
Frequency 20.6012Hz
ulil
564
I 508
451
395
338
282
226
169
13

Sh.4 g
0

Von Mises stress (nodal values,
Freguency 20.6012Hz
M_tm2
1.28e+009
I 1.16e+009
1.03e+009
9.01e+008

7.73e+008
b.46e+008

5.18e+008
3.9e+008
2.62e+008
I 1.34e+008

6.7 1e+006

Mode 2 Fr=20.6012Hz

Translational displacernent magnitude
Frequency 52.3804Hz
i
483
I 435
387
338
290
242
193
145
95,7

48.3 g
0

Von Mises stress (nodal values,
Frequency 52.3804Hz
M_m2
3.09e+009
2.79e+009
2.4%9e+009
2.19e+009
1.89e+009
1.59e+009
1.29e+009
9,9e+008
5.9e+008
I 3.91e+008

9. 1e+007"

Mode 3 Fr=52.3804Hz

Translational displacement magnitude
Freguency 67.2683Hz
ull
695
I 625
556

486

139

I 69.5 g
0

[ T - TR

Yon Mises stress (hodal values)
Freguency 67.2683Hz
N_m2
3.98e+009
I 3.59e+009
3.2e+009
2.81e+009

2.42e+009
2.03e+009

1.64e+009
I 1.25e+009
8.62e+008
I 4.72e+008

8.12e+007

Mode 4 Fr=67.2683Hz
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CHAPITRE 4

Translational displacement magnitude,
Frequency 75.5991Hz
mrm
584
I 526
467
409
350
292
234
175
17

584 §
0

Yon Mises stress (nodal values;
Freguency 75.5991Hz
N_m2
4.97e+009
I 4.47e+009
3.98e+009
349e+009

2.99%+009
2.5e+009

2.01e+009
1.51e+009
1.02e+009
I 5.24e+008

3.04e+007

Mode 5 Fr=75.5991Hz

Translational displacement magnitude
Frequency 132.376Hz
M
555
I 500
444
389
333
278
222
167
1M1

555 g
0

Yon Mises stress inadal values)

Frequency 132.376Hz
M_m2

8.42e+009

I 7.5%e+009
6.77e+009
5.94e+009
5.12e+009
4,2%9e+009
347e+009

I 2.6de+009
1.82e+009

9.92e+008
1.67e+008

Mode 6 Fr=132.376Hz

Tranzlational displacernent magnitude,
Frequency 153.221Hz
mm
507
I 456
405
355
304
253
203
152
101

50,7 >r
0

Won Mises stress (nodal values),
Frequency 153.221Hz
MN.m2
7.18e+009
5.54e+009
5.9e+009
5.26e+009
4.62e+009
3.98e+009
3.34e+009
27e+009
2.06e+009
I 1.43e+009

7.86e+008

Mode 7 Fr=153.221Hz
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Translational displacement magnitude. “on Mises stress (hodal values),
Freguency 158.751Hz Frequency 158.751Hz
mm M_m2

636 1.03e+010

I 572 I 9.31e+009
509 8.29e+009
445 7.26e+009
382 6.24e+009
318 5.21e+008
254 4.1%e+009
181 I 3.17e+009
127

2.14e+009
1.12e+009

9.38e+007

636 y\/f
0

Mode 8 Fr=158.751Hz

Translational displacerment magnitude. Won Mises stress (nodal walues),
Freguency 176.598Hz Freguency 176.598Hz
mm M_m2

749 1.26e+010
I 674 I 1.13e+010
599 1.01e+010
524 8.82e+009
449 7.56e+009
374 6.31e+009
I 300 5.05e+009
225 3.8e+009
150 2.54e+009
I 749 g I 1.2%e+009
0 3.13e+007
A Bt ol

P TN P R

Mode 9 Fr=176.598Hz

Translational displacernent maghitude Won Mises stress (nodal values).
Frequency 229.229Hz Freguency 229.229Hz
mm N_m2
bdb 1.14e+010

I 582 1.03e+010
517 9.1%e+009
452 8.07e+009
388 5.96e+009
323 5.85e+009
258 4.73e+009
194 3.62e+009
129 2.5e+009
5.6 1.39e+009
0 >F 2.77e+008

Mode 10 Fr=229.229Hz
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4.6.1.2 Plaque en bronze
Résultats

Mombre de modes  Fréquences (Hz)
5,95089
14,2949
36,3011
46,5807

52,42
91,7753
106,061
110,001
122,281
158,811

LY== = R = R R Yk

—
=]

Les modes

\ g
F. 3
o

D
o
@
»

Tablau4.8Les déformées de la plaque (en bronze) encastrée sur un coté
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Le champ de déplacements et le champ de contraintes

Le champ de déplacement

Le champ de contraintes

Translation aux noeuds (horrme). 1
Fréguence 5,95089Hz
mm
215
I 193
172
150
129
107
I 86
54,5
43

I 215
0

Uniguement sur |a peau

¥

Critére de Von Mises {aux noeuds). 1
Fréguence 5,8508%Hz
MN_m2
4,14e+008
I 3,73e+008
3,32e+008
2.91e+008

2,5e+008
2.09e+008

I 1,68e+008
1.27e+008
8,59e+007

I 4,5e+007
4,01e+006

Uniquement sur la peau

¥

Mode 1 Fr=5.95089Hz

Translation aux noeuds (norme).1
Fréguence 14.2949Hz
mm
312
I 281
249
218
187
156
I 125
935
623

I 31.2
0

Uniguermnent sur la peau’

Y

Critére de WYon Mises {aux noeuds).1
Fréguence 14,2949Hz
N_m2
1.12e+009
I 1.01e+009
8.97e+008
7.85e+008
6.74e+008
5.63e+008
4.51e+008
34e+008
2.29e+008
I 1.17e+008
5.85e+006
Uniguerment sur la peaJ

¥

Mode 2 Fr=14.2949Hz

Translation aux neeuds (harme). |
Fréguence 36.3011Hz
mm

267

I 240
213

87
160
133
I 107
80
53.3

I 26,7
0

Uniguement sur la peau

¥

Critére de Yon Mises (aux noeuds). 1
Frégquence 36.3011Hz
M_m2
2.67e+009
I 2.41e+009
2.15e+009
1.89e+009
1.64e+009
1.38e+009
1.12e+009
8.57e+008
5.97e+008
I 3,38e+008
7.81e+007
Uniguement sur la peaJ

¥

Mode 3 Fr=36.3011Hz
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CHAPITRE 4

Translation aux noeuds (harme).1
Fréguence 46,5807Hz
men

383

I 345
307

268
230
192

I 153
15

78,8

I 8.3
0

Uniquement sur la peau

¥

Critére de Won Mises {aux noeuds).1
Fréquence 46,5807Hz
MN_m2
346e+009
I 3.12e+009
2.78e+009
2.45e+009

2.11e+009
1.77e+009

1.44e+009
1. 1e+008
7.62e+008
I 4,25e+008
8.79%+007

Uniguement sur la peau

¥

Mode 4 Fr=46

.5807Hz

Translation aux noeuds (horme). 1
Fréguence 52.42Hz
mm
323
I 291
258
226
194
161
I 129
96,9
64,5

I 323
0

Uniguement sur la peau

¥

Critére de Von Mises (aux noeuds).1
Fréquence 52.42Hz

M_m2
4.31e+008
3,8%e+009
346e+009
3.03e+009
2.6e+009
2.17e+009

1.74e+009
1.31e+009
8,84e+008
I 4,55e+008
2.66e+007

Uniquement sur la peau’

¥

Mode 5 Fr=5

2.42Hz

Translation aux noeuds (norme).1
Fréquence 91.7753Hz
mm
307
I 276
245
215
184
153
I 123
92
61,4

I 30.7
0

Uniguernent sur la peau’

¥

Critére de Von Mises (aux noeuds).1
Fréguence 91,7753Hz
MN_m2
7.31e+003
I 6,59e+009
5,87e+009
5,16e+009
4.44e+009
3,73e+009
3.01e+009
2,29e+009
1.58e+003
I 8.6e+008
1.44e+008
Uniguement sur la peat:

¥

Mode 6 Fr=91

7753Hz
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CHAPITRE 4

Translation aux noeuds (horme).1
Fréquence 106,061Hz
mm
279
I 251
224
196
168
140
I 12
83.8
55.9

I 27.9
0

Uniguerment sur la peau’

¥

Critére de Won Mises (aux noeuds).1
Fréquence 106,061Hz
MN_m2
6,22e+009
I 5.66e+009
5.11e+009
4,55e+009

4e+009
3.45e+008

2.8%+008
2.34e+008
1,78e+008
I 1,23e+008
6,73e+008

Uniguement sur la pead’

¥

Mode 7 Fr=10

6.061Hz

Translation aux noeuds inorme). 1
Fréguence 110,001Hz
mrn
351
I 316
281
246
21
176
I 140
105
0.2

I 35,1
0

Uniguernent sur la peau

o

Critére de Yon Mizes (aux noeuds).1
Frégquence 110,001Hz
M_m2
8.97e+009
I 8,08e+009
7,19e+009
6.3e+009

541e+009
4,52e+009

3,64e+009
2,75e+009
1,86e+009
I 9.7e+008
8,19e+007

Uniguement sur la peau

¥

Mode 8 Fr=110.001Hz

Translation aux noeuds (horme). 1
Fréquence 122.281Hz
mm
413
I 372
330
289
248
206
I 165
124
826

I 41,3
0

Uniguement sur la peau’

¥

Critére de Yon Mises (aux noeuds).1
Fréguence 122.281Hz
M_m2
1.09e+010
I 9.82e+009
8,73e+009
7.6de+009

6,55e+009
547e+009

4,38e+009
3,29e+009
2.2e+009
I 1.12e+009
2.81e+007

Uniguerment sur la peau

¥

Mode 9 Fr=122.281Hz
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Translation aux noeuds (norme).1
Fréguence 158,81 1Hz

Critére de Won Mises {aux noeuds).1
Fréquence 158.811Hz

mm N_m2

357 9,9¢+009
I 321 I 8,94e+009

286 7.97e+009

250 7.01e+009

214 5,04e+009

179 5,07e+009
I 143 4.11e+009

107 3,14e+009

714

I 357
0

Uniguement sur la peau

2.17e+009
I 1.21e+ 008

242e+008

Uniquement sur la peau

¥
)

Mode 10 Fr=158.811Hz

4.6.2 Plaque bi-articulée (liaison pivot) sur deux coteés opposés
4.6.2.1 Plaque en aluminium

Résultats

Mombre de modes  Fréquences (Hz)
7895

38,2537

80,2846

97,1367

=i
L
[

11548

174,336
187,329
221,919
240,602
274,755

=T == R =

—_
=1

Les modes

&
e
> 4
v

Tablau4.9Les déformées de la plaque bi-articulée (liaison pivot) sur deux cotés opposeés
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS

CHAPITRE 4

Le champ de déplacements et le champ de contraintes

Le champ de déplacement

Le champ de contraintes

Translation aux noeuds (norme).1
Fréguence 23,7895Hz

mim

306

276

245

214

184

153

123

91.9

61,3

30.6

I 0

Uniguement sur la peau

¥

Critére de Won Mises (aux noeuds). 1
Fréquence 25,7895Hz

N_m2
1.05e+009
9,48e+008
8,5e+008
7.53e+008
6,55e+008
5,58e+008
4,5e+008
362e+008
2.65e+008
1.67e+008
6,96e+007

Uniguement sur la peau

¥

Mode 1 Fr=23

.7895Hz

Translation aux noeuds (narme). 1
Fréguence 39,2537Hz

mem
471
I 424
I 47.1
0

377
Uniguernent sur la peal}

94,2

¥

Critére de Von Mises {aux noeuds).1
Fréquence 39,2537Hz

M_m2
1.59e+009
1.43e+0098
1,28e+009
1,12e+009
9.51e+008
8,04e+008
5,47e+008
4,9e+008
3,33e+008
1.76e+008
1.85e+007

Uniguement sur la peau’

Y

Mode 2 Fr=39

.2537Hz

Translation aux noeuds (norme).1
Fréguence 90,2846Hz
mm
522
470

157
104
52,2

I 0

Uniguement sur la peau

Y

Critére de Von Mises (aux noeuds).1

Fréguence 90.2846Hz
MN_m2
3,94e+009
I 3.56e+009
3.17e+009
2,79e+009
2,4e+008

2,02e+009
1.63e+009
1,25e+009
8,64e+008
4,7%e+008
9.45e+007

Uniguement sur la peau’

Y

Mode 3 Fr=90

.2846Hz
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS CHAPITRE 4

1
Translation aux noeuds (norme).1 Critére de Won Mises (aux noeuds).1
Frécuence 37. 135713 Fréquence 97.1357Hz
mrm N_m2
32 4,45e+009
299 I 4,06e+009
265 3.67e+009
232 3.28e+008
199 2,89%e+009
166 2,5e+009
133 2,11e+009
99,5 1.72e+009
66,4 1.33e+009
I 33.2 9,35e+008
0 5,459+008ﬁ
Uniguement sur la peau_ Uniguement sur la peau
¥ Y

Mode 4 Fr=97.1367Hz

Translation aux noeuds (norme). 1
Frégquence 115.48Hz

Critére de Von Mises (aux noeuds). 1
Fréguence 11548Hz

mm N_m2
ari 6,35e+009
429 5,72e+009
381 5,05e+009
334 4,45e+008
286 3,83e+009
238 3,2e+009
181 256e+009
143 1,93e+009
954 1,3e+009

I ar7 6,74e+008
0

4,36e+007
Uniquernent sur la peau
y ey

Uniguernent sur la peau’

Mode 5 Fr=115.48Hz

Translation aux noeuds (norme).1 Critére de Von Mises {aux noeuds).1

Fréquence 174,336Hz Fréguence 174,.336Hz

mm MN_m2
503 6,84e+ 009
I 453 I 6,248+ 009
402 5.63e+ 009
352 5.03e+009
302 4,42e+009
251 3.82e+ 009
I 201 3.21e+009
151 2.61e+009
101 2e+009
I 50,3 1.39e+009
0 7.8%9e+ 008

Uniquement sur la peau Uniguernent sur la peau

¥ ¥

Mode 6 Fr=174.336Hz
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS CHAPITRE 4

1
Translation aux noeuds (norme).1 Critére de Von Mises (aux noeuds).1
Fréguence 187.329Hz Fréguence 187.329Hz
mm N_m2
542 9,11e+009
I 488 I 8,24e+009
433 7.37e+009
379 5,49e+009
325 5,62e+009
271 4,75e+009
I 217 387e+009
163 Se+009
108 2.13e+009
54,2 1.26e+009
I a 3,832+008~
Uniguernent sur la pea\} Uniquement sur la peau
¥ ¥

Mode 7 Fr=187.329Hz

Translation aux noeuds (norme).1
Fréquence 221,919Hz
mm

Critére de Yon Mises (aux noeuds).1
Fréguence 221.91%Hz

M_m2
351 1,03e+010
316 I 9,45+ 009
280 8,6e+009
245 7.75e+009
210 5,9e+009
175 6,05e+009
140 5,2e+009
105 4,35e+009
701 3.5e+009
35,1 2,65e+009
0 1,8e+009

Uniguement sur la peau Uniguement sur la peau

¥ ¥

Mode 8 Fr=221.919Hz

Translation aux noeuds [norme). 1 Critére de Yon Mises (aux noeuds).1

Fréquence 240,602Hz Fréguence 240.602Hz
mm N_m2
488 1.43e+010
I 439 I 1.29e+010
390 1. 1de+010
342 Te+010
293 8,6e+009
244 7,17e+009
185 5,75e+009
146 4,33e+009
97.6 2.9e+009
48,8 1.48e+00%
0 5,47e+007_
Uniguement sur la peat} Uniguerment sur la peau
DN ,

Mode 9 Fr=240.602Hz
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS

Translation aux noeuds (narme).1 Critére de Won Mises (aux noeuds).1
Fréquence 274,755Hz Fréquence 274,755Hz
mm M_m2
532 1.13e+010
479 1.03e+010
425 9,3e+009
ar2 8.3e+003
319 7.3 1e+009
266 6,32e+009
213 532e+009
160 4,33e+009
106 3,34e+009
532 2.35e+009
a 1,35e+009_
Uniguerment sur la peaJ Uniguement sur la peau
¥ o

Mode 10 Fr=274.755Hz

4.6.2.2 Plaque en bronze

Résultats

Mumber of modes  Frequency (Hz)

16.47%4
27.2302
62,5529
67.2577
20.0212
120,729
129.691
153.628
166.644
190.296

L= = R = A

—_
(=]

Les modes

s
-~
@
o

Tablau4.10Les déformées de la plaque bi-articulée (liaison pivot) sur deux cotés opposés
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS CHAPITRE 4

Le champ de déplacements et le champ de contraintes

7 .
Le champ de déplacement Le champ de contraintes

Translational displacement magnitude.1 Yon Mises stress (nodal values). 1

Frequency 16.4794Hz Freguency 16.4794Hz

mm MN_m2

169 9.07e+008

152 8.22e+008

135 7.38e+008

118 5.53e+008

101 5.58e+008

845 4.84e+008

67.6 3.99e+008

50.7 3.14e+008

338 2364008

169 . 1.45e+008

0 6.04e+007

On Boundary g On Boundary }SZ

Mode 1 Fr=16.4794Hz

Translational displacement magnituce.1 Von Mises stress (hodal values), 1

Freguency 27.2302Hz Frequency 27.2302Hz
mm MN_m2

260 1.38e+009
I 234 I 1.24e+009
208 1.11e+009
182 9.7 1e+008
156 8.35e+008
130 6.98e+008
I 104 5.62e+008
78.1 4.26e+008

52.1

2.8%+008
I 26 - I 153e+008
0 1.65e+007

On Boundary SZ On Boundary SZ

Mode 2 Fr=27.2302Hz

Translational displacement magnitude. 1

Frequency 62.5529Hz Von Mises stress (nodal values). 1

Freguency 62.5529Hz

mrm
N_m2

289
Z41e+009

260
3.08e+009
231 274e+008
202 241e+009
173 2.08e+009
144 1.75e+009
I 15 1.41e+009
86.6 1.08e+009
57.7 7.47e+008
4.15e+008

I 289 ¢
0 8.19e+007
On Boundary SZ On Boundary >f

Mode 3 Fr=62.5529Hz
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS CHAPITRE 4

Translational displacement magnitude. 1

Frequency 67.2577Hz

Won Mises stress (nodal walues). 1

Frequency 67.2577Hz

mm N2

183 3.85¢+009
165 I 351e+009
146 3.17e+009
128 2.84e+009
110 2.5e+009

91.4 2.16e+009
731 1.82e+009
54,8 1.49%+009
366 1.15e+008
18.3 8.11e+008

0 4.74e+008
On Boundary SZ On Boundary SZ

Mode 4 Fr=67.2577Hz

Translational displacement magnitude.1

Freguency 80.0212Hz

Won Mises stress (nodal walues). 1
Freguency 80.0212Hz

mm M_m2

263 5.5e+008
I 237 I 4.96e+009
210 4.41e+009
184 3.860+009
158 3.32e+009
132 277e+009
I 105 2.22e+009
78.9 1.68e+009
526 1.13e+009
5.85e+008

263
a 3.86e+007
On Boundary SZ On Boundary

Mode 5 Fr=80.0212Hz

Translational displacement magnitude. 1
Frequency 120.789Hz

Yon Mises stress (nodal values). 1

Frequency 120.789Hz

mm N2
28 591e+009
,‘i‘“ I 222 5.59+009
486e+009
185 4,34e+009
167 382e+009
138 3.3e+009
I 111 277e+009
834 2.25e+009
55.6 1.73e+009
1.21e+009

I 278
a 6.83e+008
On Boundary >r On Boundary SZ

Mode 6 Fr=120.789Hz
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS

CHAPITRE 4

Translational displacement magnitude.1
Freguency 129.681Hz
mrm
300
I 270
240
210
180
150
I 120
89,9
59.9

I 30
a
On Boundary SZ

Won Mises stress (nodal values). 1
Frequency 129.691Hz
M_m2
7.89e+009
I 7.13e+009
6,38e+009
5.62e+009

4.87e+009
4.11e+008

3.36e+009
2.6e+009
1.85e+009
I 1.09e+009

3.35e+008
On Boundary >r

Mode 7 Fr=129.691Hz

Translational displacernent ragnitude. 1
Freguency 153.628Hz
mn
193
I 174
154
135
L]
96.5
I 772
57.9
38.6

I 19.3
0
On Boundary SZ

Von Mises stress (hodal walues).1
Freguency 153.628Hz
N_m2
8.91e+009
I 8.17e+009
7.44e+009
6.7e+009

5.97e+008
5.23e+009

4.5e+009
377e+009
3.03e+008
I 2.3e+009

1.56e+009
QOn Boundary g

Mode 8 Fr=153.628Hz

Translational displacement magnitude. 1
Fregquency 166.644Hz
rmm

269

I 242
215

188
161
134

I 108
80.7
538

I 26,9
0
On Boundary )SZ

Won Mises stress (nodal walues). 1
Freguency 166.644Hz
N_m2

1.24e+010

I 1.11e+010
9.91e+009
8.68e+009
7.45e+009
5.21e+009
4.98e+009

I 3.75e+009

251e+009
1.28e+009

4.84e+007
On Boundary g

Mode 9 Fr=166.644Hz
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS

Translational displacement magnitude. 1
Frequency 190.296Hz
mm
294
I 265
235

206

Von Mises stress (nodal walues).1
Freguency 190.296Hz
N_m2
9.81e+009
I 8.95e+009
8.09e+009
7.23e+009

6.35e+009
5.5e+009

4.64e+009
3.77e+009
2.91e+009
294 v I 2.05e+009
1.18e+009
0
On Boundary
On Boundary

Mode 10 Fr=190.296Hz

4.7 Comparaison et discussion des resultats

Cas (B) Cas (C) Cas (D) Cas (E)
N° Plagque en aluminium Plague en bronze Plague en aluminium Plaque en bronze
Mode Encastrement sur un coté Bi articulation (liaison pivot) sur deux cotés opposés)

Fréq Dép Cont. Fréq Dép Cont. Fréq Dép Cont. Fréq Dép Cont.

Hz mm MPa Hz mm MPa Hz mm MPa Hz mm MPa
1 8.59546 | 389 | 4.78E+08 | 595089 | 215 | 4.14E+08 | 23.7895 306 | 1.05E+09 | 16.4794 | 169 | 9.07E+08
2 20.601 | 564 | 1.28E+09 | 14.2949 | 312 | 1.12E+09 | 39.2537 471 | 1.59E+09 | 27.2302 | 260 | 1.38E+09
3 52.3804 | 483 | 3.09E+09 | 36.3011 | 267 | 2.67E+09 | 90.2846 522 | 3.94E+09 | 62.5529 | 289 | 3.41E+09
4 67.268 | 695 | 3.98E+09 | 46.5807 | 383 | 3.46E+09 | 97.1367 332 | 4.45E+09 | 67.2577 | 183 | 3.85E+09
5 75.599 | 584 | 4.97E+09 52.42 | 323 | 4.31E+09 115.48 477 | 6.35E+09 | 80.0212 | 263 | 5.50E+09
6 132.376 | 555 | 8.42E+09 | 91.7753 | 307 | 7.31E+09 | 174.336 503 | 6.84E+09 | 120.789 | 278 | 5.91E+09
7 153.221 | 507 | 7.18E+09 | 106.061 | 279 | 6.22E+09 | 187.329 542 | 9.11E+09 | 129.691 | 300 | 7.89E+09
8 158.75 | 636 | 1.03E+10 | 110.001 | 351 | 8.97E+09 221.91 351 | 1.03E+10 | 153.628 | 193 | 8.91E+09
9 176.598 | 749 | 1.26E+10 | 122.281 | 413 | 1.09E+10 | 240.602 488 | 1.43E+10 | 166.644 | 269 | 1.24E+10
10 229.229 | 646 | 1.14E+10 | 158.811 | 357 | 9.90E+09 | 274.755 532 | 1.13E+10 | 190.296 | 294 | 9.81E+09

Tablau4.11Comparaison et discussion des resultats
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS

4.7.1 Cas d’une plaque en aluminium et une plaque en bronze

300 -
230 - —=— B
—a— C -
200 4 g
— v
3 A
% 150 - - .
E . 'év/ /
g v -F——"ﬂ,—f.
“E-"- 100 S .fff
h et
50 4 / -—"
.
0 ‘ Iﬁ*’/
T T T T T T Ll 1 T 1
0 2 4 G 8 10
X Axis Title

Figure4.8 : Fréquences en fonction du numéro des modes
Plaque en aluminium : (B) Encastrement sur un coté, (D) bi articulée sur deux cotés opposés

Plaque en bronze : (C) Encastrement sur un cote, (E) bi articulée sur deux cotés opposés

800 -

750 ss0] |~® B

- B9 /N =T S
& /\/ N/ / \/ \/

o S
=] 3
1 1

450 |

400 .

Déplacement (mm)
Déplacement (mmy)
o
3
1

N
3
1

300 .
T

w] : N S N,
222 /.\' / \.\‘\. e 1 /./ \/./-/ \//

200

T T T T 1 150
4 6 8 10 0
Num_Mode Num_Mode

0 0

Plaque encastrée sur un coté Plaque bi articulée sur deux cotés opposes

Figure4.9 : Déplacement en fonction du numéro du mode

Plagque en aluminium (B) ; Plaque en bronze (C)
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140 160 -
120 /'\ 140 4 a
—=—B * L
o E S IR
3 o /AN
= 80 \/ =
w - - - -
s . /\, g 804 /./
2 T - /l/
< u [] h
‘g 40 /:?' E % %-/'. —=—B
S // 5 01 P *c
204 O
- 20 4 /
04 ° ="
0 2 4 é 8 10 ] : : : : : :
Num_M ode 0 2 4 6 8 10
Num_Mode
Plaque encastrée sur un coté Plaque bi articulée sur deux cotés opposes

Figure4.10 : Champ de contraintes en fonction du numéro du mode

Plagque en aluminium (B) ; Plaque en bronze (C)
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS

4.7.2. Cas d’une plaque en acier et une plague en bronze
200 —
-
ZE0 /
.-—"r-fr
200 - / /
w
T Gﬂ";—_. __,f“'. //
@ 150 / /’-/d__;:'rﬂ
= - W
@ - b 4
% 100 — . d____,.,-—-—’f-/ -
Lo e —-—
w0 - %‘-’ - -
'ﬁt —w—E
1] Fﬂ
T T T T T T
o = a = = 10
NMum_<Code
Figure4.11 : Fréquences en fonction du numéro des modes
Plaque en acier : (B) Encastrement sur un coté, (D) bi articulée sur deux cotés opposés
Plaque en bronze : (C) Encastrement sur un coté, (E) bi articulée sur deux cotés opposés
480 - 340
: 220 o .
400 4 /\ 200 /? .
E 2504 \ £ = ./
E e §, 260 |
g 200 4 \'\/ —=—8B % ] /
§ —*—0 E 220 o
=2 = —=—B
a 250 O 2g0 ] —+—0D
: 180
200 4 160

Mum_M ode

o 2 4 [:] g 10

Mum_M ode

Plaque encastrée sur un coté

Plaque bi articulée sur deux cotés opposés

Figure4.12 : Déplacement en fonction du numéro du mode
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FORMULATION NUMERIQUE ET RESULTATS

Plaque en acier (B) ; Plaque en bronze (D)

2.00E+010 4 / . 280E-010 1 .
s 2.00E+010 - \.
. 1.50E+010 o — / /
% ——0 \. 92 1.50E+010 —=—B -/
"QE; 1.00E+010 -| /.\\0 E —*0 / .
E /' /- E 1.00E+010 - /\.
o / / T 5 / o—"
T s00e+009 4 8 - A
5] /. . 500E+003 /. /"‘_'°
/'// '/.F_F.
0.00E+000 "'—F’—/. 0.00E+000 =ﬁ
Y : o+ e s w0 0 2 : e : 0
MNum_Mode MNum_M ode
Plaque encastrée sur un coté Plaque bi articulée sur deux cotés opposés

Figure4.13 : Champ de contraintes en fonction du numéro du mode

Plaque en acier (B) ; Plaque en bronze (D)

On remarque d’apres les résultats obtenus ci-dessus que la structure la plus résistante selon les
deux modes de liaison est celle en bronze.
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Conclusion général -

Conclusion générale

D’apreés les différentes combinaisons de mode d’appuis d’une plaque carrée qui assure
a chaque fois les conditions aux rives correspondantes aux bords ainsi que la simulation de la
plaque, au premier lieu avec des caractéristiques du matériau invariables mais seules changent
les conditions aux limites on finit a déterminer que la plaque résiste en contraintes et en
déplacement dans le cas d’un encastrement sur un coté et au cas bi-articulé sur deux cotés

OppOsés.

En outre on conclut qu’une plaque en bronze résiste mieux qu’une plaque en acier i.e.

une plaque vibrante lourde résiste en contraintes et en déplacement plus qu’une plaque légeére.
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