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Résume

Dans ce travail, une théorie d’ordre élevé de déformation des cisaillements est utilisée pour
analyser la vibration libre des plaques FGM. La théorie d’ordre élevé est utilisée dans cette
étude, Les équations du mouvement sont obtenues en utilisant le principe de Hamilton. Les
solutions analytiques des fréquences naturelles pour une plaque FGM sont obtenues et
déterminées par les solutions de Navier. Une comparaison avec les résultats correspondants
a la littérature est faite pour vérifier l'exactitude et I'efficacité de la théorie actuelle. Une
¢tude paramétrique détaillée est présentée afin de montrer I’effet de certains parameétres
comme le rapport d’épaisseur, le rapport géométrique, la distribution des matériaux, l'indice

de fraction volumique ; sur le comportement dynamique des plaques FGM.

ABSTRACT

In this work, a higher-order shear deformation theory is used to analyze the free vibration of
FGM plates. The higher-order theory is used in this study. The equations of motion are
obtained using Hamilton's principle. The analytical solutions of the natural frequencies for
an FGM plate are obtained and determined by the Navier solutions. A comparison with the
corresponding results in the literature is made to verify the accuracy and effectiveness of the
current theory. A detailed parametric study is presented to show the effect of certain
parameters such as the thickness ratio, the geometric ratio, the material distribution, and the

volume fraction index on the dynamic behavior of plates FGM.
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Introduction generale



Introduction géenérale

Les matériaux composites légers ont été, pendant de nombreuses années, utilisés
avec succes dans la construction aéronautique et dans d'autres applications d'ingénierie, en
raison de leurs excellents rapports résistance/poids et rigidité/poids (rapports tres grands).
Cependant, les matériaux composites traditionnels sont inutilisables sous un
environnement a hautes températures. Les métaux ont été genéralement utilisés dans le
domaine de la technologie pendant plusieurs années grace a leur excellente résistance
mecanique et dureté. Mais dans des conditions de hautes températures, la résistance
mécanique du métal devient faible comme pour les matériaux composites traditionnels. Les
matériaux en céramique ont d'excellentes caractéristiques en résistance thermique.
Cependant, les applications de la céramique sont habituellement limitées du fait de leur
faible dureté.

Le développement des matériaux composites a permis d'associer des propriétés
spécifiques a différents matériaux au sein d'une méme piéce. L'optimisation locale de ces
propriétés par association d'un matériau de haute dureté a la surface d'un méme matériau
tenace pose le probleme de l'interface, La transition brusque dans les propriétés des
matériaux a travers l'interface entre les matériaux discrets peut entrainer une grande
contrainte inter-laminaire ou une forte concentration de contraintes conduisant a la
déformation plastique ou de fissuration. Une technique pour surmonter ces effets nuisibles
et d'utiliser un matériau a gradient évalué (de I'anglicisme FUNCTIONALLY GRADED
MATERIALS (FGM)).

Apparu en 1984 au Japon pour des applications aéronautiques et spatiales a trés
haute température, ce type de revétement est plus connu sous le nom de FGM ou MGF
(matériaux gradués fonctionnellement). Ce concept est en plein développement et la
majorité des publications le concernant est apparue ces dix derniéres années.

Les matériaux Fonctionnellement gradués (FGM) sont une classe de composites qui ont
une variation continue des propriétés des matériaux d'une surface a l'autre. Ces matériaux
peuvent étre fabriqués en faisant varier la teneur en pourcentage de deux ou plusieurs
matériaux constitutifs de telle maniére a créer un gradient de propriété a travers I'épaisseur.
Ce gradient de propriété réduit les contraintes thermiques, les contraintes résiduelles et les

facteurs de concentration de contraintes rencontrées dans les composites stratifiés.




Les matériaux a gradients fonctionnels (FGM) ont une texture microscopique non-
homogeéne, dans lesquels les propriétés mécaniques varient d'une surface a l'autre de fagon
réguliere et continue. Ils sont généralement fabriqués a partir d'un mélange de céramique et
de métaux, faconnable a volonté au gré du concepteur et en fonction de la performance
convoitée.

Du fait de l'utilisation accrue des matériaux composites a gradients fonctionnels
(FGM) dans la conception des ouvrages de génie civil, de nombreuses études ont été
entreprises sur le comportement statique et dynamique des plaques a gradients fonctionnels
(FGM). Ces dernieres années, plusieurs études ont été menées sur matériaux FGM et
appliquées au domaine de l'ingénierie afin d'analyser les comportements statiques et
dynamiques des plaques FG. Cette analyse a conduit au développement de diverses
théories sur ce type de plaques.

Dans ce contexte, nous présenterons un travail pour étudier le comportement
dynamique des plaques fonctionnellement graduées (FGM), une théorie d’ordre ¢levé de
déformation des cisaillements est utilisée pour analyser la vibration libre des plaques FGM.
Ce travail s’articule autour de quatre chapitres :

v' Le premier chapitre traite une recherche bibliographique sur les matériaux a
gradients évaluées FGM et leurs domaines d'application.

v' Au second chapitre, on présente les différentes théories des plaques tel que les
diverses théories des plaques développées dans la littérature pour I’amélioration du
champ de déplacement a travers I’épaisseur des plaques.

v' Le troisieme chapitre, est consacré a la formulation théorique pour l'analyse
dynamique des plaques en matériaux a gradient de propriété type FGM.

v' Quand au quatriéme chapitre une validation et comparaison des résultats sont
discutées.

Enfin le présent travail se termine par une conclusion générale ou on souligne I'efficacité
de cette nouvelle théorie de cisaillement dans la résolution du comportement dynamique
des plaques FGM simplement appuyées ainsi par des perspectives envisagées pour des

travaux futures.
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I. CHAPITER 1 : Généralités sur les matériaux composites
I.1. Introduction

Sous I’angle de la structure et des matériaux, ce chapitre se consacre a I’analyse du
comportement des composants des matériaux composites. Une présentation détaillée sera
faite sur certaines catégories de composites en fonction du type de matrice et de renfort
utilisés. Un matériau composite est défini comme 1’association de deux matériaux distincts,
appelés généralement matrice et renfort, dont les propriétés sont complémentaires, ce qui
permet d’obtenir un matériau aux caractéristiques physiques nouvelles et différentes de

celles de ses composants d’origine.

Dans la majorité des matériaux composites, les performances mécaniques dépendent
principalement des renforts. Ainsi, la proportion de renfort dans la matrice et la qualité de
I’interface entre ces deux éléments influencent directement les propriétés mecaniques
finales du matériau. Ces composites sont largement utilisés dans le domaine industriel, ou
ils se composent généralement d’une matrice polymére renforcée par des fibres longues.
Parmi les fibres les plus courantes aujourd’hui, on retrouve les fibres de verre,

particulierement employeées dans les applications a faible codt.

L’objectif de ces associations est de tirer parti des qualités propres a différentes catégories
de matériaux, afin de fabriquer des piéces ou des produits ayant directement la forme
souhaitée et des caractéristiques précises (comme la résistance mécanique ou la densité).
La logique derricre le recours aux matériaux composites peut étre illustrée par I’exemple

suivant ;

Les métaux possédent géneralement une bonne ténacité (c’est-a-dire qu’ils résistent a la
propagation des fissures) et une grande ductilité (ils peuvent se déformer de maniere
significative avant de se casser), mais leur densité est élevée. A I’inverse, les plastiques
sont légers, mais leurs performances mécaniques sont limitées. Quant aux céramiques,

elles sont tres rigides et résistantes, mais aussi trés fragiles.

Il revient donc aux experts du domaine de concevoir des structures en sélectionnant le
matériau adéquat, en lui donnant la forme appropriée (forme des armatures), et en le

positionnant judicieusement (concept de distribution spatiale).
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Charges 8
Additifs

Figure I-1 :Constituants d’un matériau composite [1]

RS z
e La matrice

Les fibres

Figure 1-2:Exemple d’un matériau composite [1].

I .2. Les composants élémentaires de matériaux composites

Les proprietés mécaniques des composites renforcés de fibres dépendent directement des
qualités meécaniques de leurs composants : la matrice, les fibres, ainsi que la zone

d’interaction entre la fibre et la matrice.

La solidit¢ d’un composite est principalement assurée par les fibres, qui présentent des

performances mécaniques nettement supérieures a celles de la matrice.

La matrice, quant a elle, sert a définir la forme géométrique de la piece, a maintenir 1’ unité
de I’ensemble des fibres, et a les préserver des agressions extérieures. Cependant, sa
fonction essentielle est d’assurer la transmission des charges mécaniques d’une fibre a une

autre.
I .2.1 Les renforts

Les fibres ou les renforts, doivent assurer la bonne tenue mécanique des matériaux. Le
renfort se présente généralement sous la forme de fibres dont l'orientation au sein du
composite dépend de la sollicitation mécanique qu'elles doivent supporter. Leurs
caractéristiques doivent étre les suivantes: caracteristiques mécaniques élevées en termes

de rigidité et de résistance, compatibilité physico-chimique élevée avec les matrices.




CHAPITER | Geénéralités sur les matériaux composites

Les principaux types de renforts se distinguent par leur géométrie (particules, billes, fibres
courtes, fibres longues), par leur disposition, notamment pour les 3D (feutres, nappede mat
2D, nappes unidirectionnelles, tissages 2D, tissage 3D) ou par leur nature (minérale ou

organique).

Une variété de fibres est présentement disponible différents types de fibres de verre, de
carbone, d'aramide (Kevlar), de graphite, de bore, de silice, de carbure de silicium et
daluminium sont disponibles. Elles représentent une gamme de propriétés mécaniques
incluant des résistances en traction de 700 & 4200 MPa et des modules d'élasticité de 50

GPa a 400 GPa. Les principales fibres utilisées sont :

e Fibre de Carbone;
e Fibre de Kevlar:
e Fibre de Verre

e Fibre de Bore

RENFORTS — Bois
Végétaux
v Coton
- Papier Jute Verres
Céramiques Carbone
Minéraux {
Métallique Bore

Figure 1-3: Classification des fibres [2] .

I .2.1.1 Fibre de verre

Elles constituent le renfort essentiel des composites de grande diffusion. Elle est obtenue a
partir de sable (silice) et d'additifs (alumine, carbonate de chaux, magnésie, oxyde de

bore). On distingue trois types de fibres:
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e Fibres E: pour les composites de grande diffusions GD et les applications
courantes;
e fibres R: pour les composites hautes performances;

o fibres D: pour la fabrication de circuits imprimeés(propriétés diélectriques).

Fibres
de

Figure 1-4: Fibres de verre[4].

Tableau I-1 :propriétés des fibres de verre

Propriétés en Traction Verre E Verre R Verre D
R{(MPA) 3400 4400 4900
Ro(MPA) 73000 8600 87000
Agr(%) 4.9 5.2
Masse Volumique (g/ c23) 2.54 2.55 2.54

I .2.1.2 Fibre de carbone

C'est la fibre la plus utilisées dans les applications hautes performances .Elle est obtenue
par carbonisation de la fibre de PAN (Polyactylonitrile). Selon latempérature de

combustion, on distingue deux types de fibres :

e Fibres haute résistance(HR): pour une combustion de1000 a 150
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o Fibres haut module (HM) : pour une température de combustion de1800 & 2000°C.

Figure I-5: Fibre de carbone [4]
I .2.1.3 Fibres d'aramide de rigidités différentes

Souvent appelée KEVLAR, la fibre d'aramide est issue de la chimie des polyamides
aromatiques. 1l est possible de trouver deux types de fibres d'aramide de rigidités

différentes :

o Les fibres bas module: utilisées pour les cables et les giletspare-balles;
e Les fibres haute module : employées dans le renforcement pour les composites
hautes performances.

Figure 1-6: Fibre d’aramide[4].
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I .2.1.4 Les fibres métalliques ou céramiques

Sont les plus cheres de toutes, en raison de leur difficulté de fabrication ; Les fibres de bore
sont obtenues par réduction a 1100°C de chlorure de bore, qui se dépose sur un fil de

tungsténe de 10 a 15mm de diamétre.

Le diameétre résultant est de 100 a 200 mm pour la fibre .La mém eprocédure
expérimentale est utilisée pour produire des fibres de carbure de silicium (SiC). Les
derniers développements concernent la production de trichites, ("whiskers™) qui sont des

monocristaux filamentaires obtenus [5].

Par décomposition d’un sel métallique en ambiance réductrice. Leur longueur est de
quelques millimetres, pour un diamétre d’environ Imm. Elles approchent les propriétés

d’un cristal parfait.

1.2.1.5 Autres renforts (bore et carbure de silicium)

Ces deux types de renforts fonts appel au méme principe de fabrication et ont des
propriétés et des domaines d’application voisins .Leur utilisation reste toutefois tres

marginale (navette spatiale).

Ces matériaux sont fabriqués a base de bore, bore-carbure de bore, carbure de silicium,
bore carbure de silicium ;On opére par dép6t en phase gazeuse sur une ameent un gsténe
porté a 1200°C, qui sert de substrat. Le diamétre du mono filament est plus important que

pour les autres fibres (100 a 150 microns).

Les prix et difficultés de mise en ceuvre (fragilité, usinage difficile, manipulation

dangereuse) freinent le développement de ces types de renforts.
I .2.2 Architecture des renforts

Les structures composites sont anisotropes. La plupart des renforts travaillent bien en
traction, mais offrent de moins bonnes performances en compression et cisaillement. Afin
d’améliorer les caractéristiques mécaniques des structures en composites, il est nécessaire
de jouer sur la texture et la géométrie des renforts pour créer une architecture adaptée aux
contraintes mécaniques. En fonction des propriétés recherchées, en contre plusieurs
architectures de renforcements, il est donc impératif de jouer sur la texture et la géométrie

des renforts pour créer une architecture adaptee. Il existe différentes géométries et textures

10
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de renforts [5]:
I .2.2.1 Les unidirectionnels

Dans une nappe UD, les fibres sont assemblées parallelement les unes par rapport aux

autres a l'aide d'une trame trés Iégére. Taux de déséquilibre tres grand.

Figure I-7: Nappe unidirectionnel des renforts[6]

Les tissus se composent de fils de chaine et de trame perpendiculaires entres eux. Le mode

d'entrecroisement ou armure les caractérise.
a-Multidirectionnelle aléatoire

- fibres coupées et broyées, sans arrangement particulier.

- feutre de fibres agglomérées par un liant : le mat peut étre a fibres courtes (longueur

inférieure @ 50 mm), sans orientations particuliere ou a fibres continues.

Figure 1-8: Fibres multidirectionnelles [3]

11
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1.2.2.2 Lestissus et rubans

a- Toile ou taffetas

Chaque fil de chaine passe dessus puis dessous chaque fil de trame, et réciproquement. Le
tissu présente une bonne planéité et une relative rigidité, mais est peu déformable pour la
mise en ceuvre. Les nombreux entrecroisements successifs généerent un embuvage

important et réduisent les propriétés mécaniques.

R I S

Figure 1-9: Toile ou taffetas [7]

b- Sergé

Chaque fil de chaine flotte au-dessus de plusieurs (n) fils de trame et chaque fil de trame
flotte au-dessus de (m) fils de chaine. Armure de plus grande souplesse que le taffetas
ayant une bonne densité de fils. Ci-contre, un sergé [8].

I |

Figure 1-10 : Un sergé [8]

12
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c- Satin

Chague fil de chaine flotte au-dessus de plusieurs (n- 1) fils de trame et réciproquement.
Ces tissus ont des aspects différents de chaque c6té. Ces tissus sont assez souples et

adaptés a la mise en forme de piéces a surfaces complexes. Ce type de tissus présente une

forte masse spécifique.

L1 _ 1 L

18

Figure I-11 : Tissu sous forme d’un satin[9]
d- Orientée

Le tissu comporte des fils de chaine ou de trame (fibres bidirectionnelles) ; suivant le mode

de croisement de la trame et de la chaine, le tissu sera une toile, un serge ou un satin.

Figure 1-12 : Fibres orientées [2]

1.2.3.Les matrice

13
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Dans un grand nombre de cas, la matrice constituant le matériau composite est une résine
polymere. Les résines polymeres existent en grand nombre et chacune a un domaine
particulier d’utilisation. Dans les applications ou une tenue de la structure aux trés hautes
températures est requise, des matériaux composites a matrice métallique, céramique ou
carbone sont utilisés. Dans le cas des matériaux en carbone des températures de 2200°C
peuvent étre atteintes. Les objectifs de I'utilisation de la matrice sont multiples, les plus

importants sont:

e Support et protection chimique des fibres ou particules;
e Reépartition et transfert de charges;

e Donner la forme désirée au produit final.

La classification des types des matrices couramment rencontrées est donnée sur figure ci-

dessous :

matrice .<

Céramique

Métallique

Figure 1-13 : Les différentes familles de matrice [3]

Les principales matrices ou résines utilisées sont : les résines époxy, les polyamides, les
polyéthers, les polyesters, les vinyles ers, les phénoliques et les polyuréthanes. La structure
des TP se présente sous forme de chaines linéaires, il faut les chauffer pour les mettre en

forme (les chaines se plient alors), et les refroidir pour les fixer (les chaines se bloquent)

Cette opération est réversible.

14
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La structure des TD a la forme d'un réseau tridimensionnel qui se ponte (double liaison de
polymeérisation) pour durcir en forme de facon définitive, lors d'un échauffement. La

transformation est donc irréversible

Tableau I-2 : Critéres essentiels des matrices TD et TP [7]

TP: THERMOPLASTIQUES

TD:
THERMODURCISSABLES

solide (prét a I’emploi:

Liquide visqueux a

Etat de base polymérise) polymériser

Stockage matiere Temps réduit (précautions a

De base IIlimite prendre)
Mouillabilité des

Renforts Difficile Aisée

Chauffage (fusion/ramollissement
Moulage +refroidissement de fixation) chauffage continu
Cycle Court plus long(polymérisation)

Caractéristigues

Spécifigues

Tenue au choc Assez bonne Limitée
Réduite sauf nouveaux TP
Tenue thermique thermostable Meilleure
Perdus

Chutes et déchets

Recyclables

Conditions de mise

€n acuvre

Bonne + propreté

Emanations pour méthode

humide(allergie possible)

1.2.3.1. Les matrices organiques

La matrice a pour rdle de lier les fibres renforts, d’assurer le transfert de charge entre elles,

de les protéger des chocs, des frottements et de I’environnement extérieur. En outre, elle

15
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présente I’avantage d’étre chimiquement réactive, ce qui permet 1’établissement de liaisons

fortes avec le renfort. Elle apporte aussi la tenue chimique de la structure et enfin d’assurer
la forme de la structure. Cependant, la matrice ne doit pas étre trop rigide pour ne pas
contrarierle travail des fibres ce qui fait de sa ductilité un parametre important. La
satisfaction simultanée de tous ces criteres étant difficile, les matrices sont choisies selon le
domaine d’utilisation du matériau composite. Cela a donné différentes matrices utilisées
selon la fonction pour laquelle le composite est destiné. Ce qui a donné naissance a un
matériau nouveau, modulable et adaptable aux caractéristiques mécaniques exigées. Elle
est & base de polyméres. Un polymere est un enchainement de groupes organiques
identiques appelés monomeres. Un monomere est une suite d’atomes de carbone li€s entre

eux et avec d’autres éléments (H, N, Si, Cl...) [5]
1.2.3.2 Les matrices minérales

1.2.3.2.1 Les matrices métalliques

Les matériaux composites a matrice métallique dont il est question ici ont été développés a
partir des années 1960-1965 en deux vagues successives. Des efforts importants de

recherche ont été menés aux Etats-Unis et en France dans les années 60 autour d’une fibre
mono filamentaire de bore, sans véritable développement industriel ultérieur. Ce composite
métalmétal était penalisé par le colt trés élevé de la fibre.

A cette date, les applications envisagées étaient exclusivement orientées vers
I’aéronautique et 1’espace. L’utilisation de matériaux composites a des températures
supérieures a 300 °C interdit pratiquement 1’'usage des matrices organiques et suppose donc
que I’élément de renforcement soit noyé au sein d’une matrice métallique. Les plus
employées sont les métaux 1égers et leurs alliages en particulier I’aluminium, le titane et le

nickel. Voici quelques composites a matrices métalliques [5]:

16
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Tableau I-3 :les composites a matrice métallique [8].

Symbole Définition
CMAI Composite a matrice aluminium
CMM Composite a matrice métallique
CMMg Composite a matrice magnésium
CMTi Composite a matrice titane
PAN Polyacrylonitrile
PCS Polycarbosilane
PTCS Polytitanocarbosilane

1.2.3.2.2 Les matrices céramiques

Dans les années 80, la disponibilité de nombreux nouveaux matériaux céramiques devait
relancer les recherches dans ce domaine avec des perspectives de développement industriel
plus encourageantes. Des exemples d’applications industrielles ont été développés dans
I’automobile, I’initiative de 1’industrie japonaise. Lorsque les températures d’utilisation
sont supeérieures a 1000°C, on a recours aux composite a matrice céramique. Dans ce type
de composite, le renfort est généralement constitué de fibres longues en carbone, en silice
ou en carbure de silicium, assemblé par tissage multidimensionnel. Ces matériaux sont
développés essentiellement dans le domaine aerospatial en tant que structure thermique en

raison de leur haute résistance thermomécanique spécifique[5].
1.2.3.2.3 Charges et aditifs

On désigne sous le nom général de charge toute substance inerte, minérale ou végétale qui,
ajoutée a un polymére de base, permet de modifier de maniére sensible les propriétés
mécaniques, Electriques ou thermiques, d’améliorer I’aspect de surface ou bien,
simplement, de réduire le prix de revient du matériau transformé A I’inverse des matieres
thermoplastiques, les matiéres thermodurcissables ont toujours contenu des charges de
nature et de formes variées ,a des taux souvent élevés pouvant atteindre 60% en masse
Pour un polyméere donné, le choix d’une charge est déterminé¢ en fonction des

modifications recherchées pour 1’objet fini. Mais, d’'une maniere générale, les substances

17
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utilisables comme charges des maticres plastiques devront d’abord satisfaire a un certain
nombre d’exigences a savoir : la compatibilité¢ avec la résine de base, la mouillabilité,
I’uniformité de qualité et de granulométrie, la faible action abrasive et le bas prix de

revient[9].
1.2.4.1 Propriétés physiques des composites

Chaque type de matériau composite a ses propres caractéristiques physiques selon les
caractéristiques de fibres utilisées, le pourcentage de fibres, le type de résine, les
configurations de la section transversale et de la surface du matériau de renforcement et de

la méthode de fabrication.
1.2.4.2 Propriétés de masse

Les fractions massiques (des fibres, de la matrice et des additifs) peuvent étre déterminées
a partir d'essais en laboratoire. La taille des particules inorganiques, qui peuvent étre
sphériques ou allongées, est donnée en termes de tailles moyennes des particules, exprimée
normalement comme le diamétre sphérique équivalent, en microns. La taille moyennes des
particules varie entre 0,1 et 0,3 [m. les tailles des particules sont généralement graduées,

échelonnées, pour assurer une bonne distribution spatiale des fillers.

On doit reconnaitre que les diametres des fibres de renforcement non métalliques courantes
qui s'étendent de 6 a 25 [Im, peuvent étre du méme ordre de grandeur que les diamétres des
fillers. Ceci peut avoir un effet sur les propriétés resultantes du composite. De plus, de
nombreux fillers ont des formes allongées et peuvent produire une anisotropie structurale

dans la phase matricielle. Cependant, la résine est normalement isotropique

1.2.4.3 Propriétés thermiques

La connaissance des coefficients d'expansion thermique (C.E.T) est particulierement
importante. Dans le cas d'un béton renforcé de barres en acier, les CET des deux matériaux
ont des valeurs trés proches. On a donc suggéré que le béton renforcé d'acier pouvait
tolérer des changements en température sans générer des contraintes internes a l'interface
entre les barres de renforcement et le béton. Celles-ci pourraient conduire a un
endommagement ou a une réduction de la capacité d'adhérence. Mais les barres, dans ce
cas-la, ont deux C.E.T, un dans le sens longitudinal et l'autre dans le sens transversal. Pour

la plupart des matériaux composites unidirectionnels, couramment utilisés dans la
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construction, le C.E.T longitudinal est proche de celui du béton. Cependant, le C.E.T
transversal est 2 a 10 fois supérieur a celui du béton. Ceci est di au fait que le C.E.T
longitudinal est dominé par les fibres (qui ont des C.E.T longitudinaux faibles) tandis que
le C.E.T transversal est dominé par celui de la matrice, qui est, d'une facon significative,
plus grand que celui des fibres.

On doit non seulement reconnaitre que le C.E.T des matériaux composites ont des valeurs
différentes dans la direction longitudinales et transversales, mais que , les constituants
individuels peuvent aussi étre anisotropiques et avoir des propriétés longitudinales et
transversales différentes.

On sait, par exemple, que les fibres de carbone et daramide sont isotropiques
transversalement. Elles ont des C.E.T différents dans les directions longitudinales et

transversales.

1.2.4.4 Propriétés hygroscopiques

Le coefficient d'expansion hygroscopique (C.E.H), est une propriété physique des
matériaux composites. Il décrit les changements dimensionnels qui se développent, quand
le matériau absorbe de I'humidité. Ce phénomeéne n'est pas considéré comme important
pour les renforcements métalliqgues. Comme dans le cas des C.E.T, le C.E.H est différent
dans les directions longitudinales et transversales. Les constituants peuvent atteindre des
concentrations en humidité différentes a I'équilibre. De plus, la plupart des fibres absorbent
beaucoup moins d'humidité que les résines polymériques (sauf dans le cas des fibres
organiques, tels que les fibres d'aramides. Souvent, I'absorption de I'humidité dans la fibre
est négligeable. Dans le cas des composites unidirectionnels, on suppose souvent que le
C.E.H dans la direction longitudinale est nulle. De plus, on suppose que l'expansion

hygroscopique dans la direction transversale est reliée au C.E.H de la matrice.

1.2.4.5 Propriétés chimiques

Les propriétés chimiques des matériaux composites sont put étre les propriétés les plus
difficiles a identifier pour les renforcements. Ceci est d0 au fait que la composition
chimique des matériaux composites joue un réle central dans deux domaines. Ceux-ci sont
un grand souci pour les ingénieurs en construction: la perte des propriétés mécaniques

(spécialement la rigidité) a température élevée et la durabilite.
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1.2.4.6 Propriétés mécaniques des composites

a-Déformation élastique

Contrairement a l'acier, les matériaux composites ne montrent pas une déformation
plastique, et leur rupture est fragile. Dans le béton on ne peut généralement pas accepter

qu'il ait une déformation plastique.

b-Relation contraintes-déformations

Les propriétés mécaniques des barres de renforcement, peuvent étre obtenues a partir des
propriétés des constituants, a l'aide de la loi des mélanges, qui considere que chaque
constituant contribue selon sa proportion en volume dans le composite. Soit Vs la fraction
volumique des fibres. En premiére approximation, le module d'élasticité du composite est
donné par I'expression suivante:

Ec=Ef.Vi + EmVm avec Vi + Vm=1

Ec=Ef .Vt + Em (1-V¢)=( Ef -Em )Vt + Em Avec :

Ec: module d'élasticité du composite ; Er. module d'élasticité des fibres ; Em: module
d'élasticité de la matrice ; Vs : fraction volumique des fibres ; Vm : fraction volumique des

matrices.

I.2.4.7.1 Comportement en traction

La variation de la résistance en traction des matériaux composites est beaucoup plus
élevée, comparée a celle de l'acier. La variation dépend du type de fibres, de la
configuration des fibres, des liants et des dimensions de I'échantillon. Beaucoup d'essais
ont été réalisés pour déterminer les résistances en traction des barres de renforcements.
D'une fagcon générale, ces barres sont caractérisées par:

e Les résistances en traction des barres a base de fibres de carbone (V=47 a 70%)
sont pour la plupart comprises entre 1100 et 2200 MPa, le module élastique de 100
a 150 GPa ;

e Les résistances en traction des barres en fibres de verre (Vf=50 & 60%) sont
comprises entre 900 et 1100 MPa, le module élastique est autour de 45 GPa ;

e Les résistances en traction des barres en fibres daramide (Vf=43 a 70%) sont
comprises entre 1350 et 1650 MPa et leur module d'élasticité” est d'environ 60
GPa.
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I.2.4.7.2 Comportement en compression et cisaillement

Les matériaux composites sont généralement utilisés comme des renforcements de traction.
Les résistances en compression et en cisaillement sont généralement tres faibles. On
n'utilise donc généralement pas les matériaux composites comme renforcement en

compression et en cisaillement.

I .2.4.8 Architectures de renforcement

Les structures composites sont anisotropes. La plupart des renforts travaillent bien en
traction, mais offrent de moins bonnes performances en compression et cisaillement. 1l est
donc impératif de jouer sur la texture et la géométrie des renforts pour créer une

architecture adaptee.

1.2.5 Mise en ceuvre des matériaux composites

méthodes de mise en ceuvre spécifiques aux matieres plastiques renforcées ont contribué a
I’évolution des termes utilisés pour désigner ces matériaux depuis leur origine, c’est-a-dire

depuis une cinquantaine d’années.

Les Des techniques originales ont été élaborées pour la mise en ceuvre de composites a
fibres longues. La description de ces méthodes spécifiques occupe évidemment une place

importante dans les rubriques ‘composites’.

Soit par polycondensation et réticulation(ou polymérisation) pour les matrices
thermodurcissables, soit par simple refroidissement pour les matieres thermoplastiques. 1l

existe différentes techniques mais la plus utilisée est par
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[ Imprégnation (mélange) ]

'

[ Mise en place du mélange sur I’outillage ]

'

[ Compactage ]

[ Polymérisation ]

.

[ Démoulage ]
v

[ Finition ]

Figure I-14 : Différents étapes de formage par moulage d’un matériau

composite

1.2.6 Les matériaux composites structuraux

La rigidité d’un composite est conditionnée par le nombre et I’empilement des couches,
leur nature, leur orientation, leur séquence d’empilement, etc. Généralement les matériaux

composites structuraux sont classes en trois catégories :

o Les monocouches ;
o Les stratifiés ;
o Les sandwichs.

[.2.6.1 Les monocouches

Les monocouches représentent 1’élément de base de la structure composite. Les différents
types de monocouches sont caractérisés par la forme du renfort : a fibres longues

(unidirectionnelles UD, réparties aléatoirement), a fibres tissées ou a fibres courtes.
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Figure I-15 : Matériau composite monocouche[13]

[.2.6.2 Les stratifiés

Un stratifi¢ est constitu¢ de I’empilement de deux ou plusieurs couches (appelées
également plis) entreposées successivement et se comportant comme une seule entité
structurale. Chaque couche est désignée par son orientation, qui est I’angle que fait la
direction des fibres avec la direction de référence (qui est généralement la direction des

fibres unidirectionnelles orientées a 0°),

La séquence d’empilement du stratifié, désigne le nombre et 1’orientation des couches
successives en parcourant le stratifié d’une face a l’autre. Ainsi, un stratifi¢ est dit
unidirectionnel si, I’angle entre deux couches consécutives est nul, c'est-a-dire, toutes les
fibres sont alignées selon une seule direction. Par contre, un stratifié est multidirectionnel
si les couches successives, sont orientées les unes par rapport aux autres a des angles autres
que 0° tel, les multidirectionnels [0/ +45/ -45/ 90/ 90/ +45/ -45/ Q].

Le choix de I’empilement et plus particuliecrement des orientations permettra d’avoir des

propriétés mecaniques spécifiques. On pourra avoir des stratifiés de type :

e Equilibré : stratifie comportant autant de couches orientées suivant la direction +0
que de couches orientées suivant la direction — 6 .

e Symétrique : stratifié comportant des couches disposées symétriquement par
rapport a un plan moyen.

e Orthogonal : stratifié comportant autant de couches a 0° que de couches a 90°.
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(a) schématisation (b) illustration

Figure I-16 : Matériau avec deux directions de renfort [2]

/A

Figure I-17 : Matériau composite stratifié[13]

1.2.6.3 Les Sandwichs

Les matériaux sandwichs résultent généralement de I’association de deux semelles ou
peaux, de faible épaisseur, constituées de matériaux a relativement haute résistance et haut
module et d’une ame beaucoup plus épaisse et de faible densité (figure 1.16). Ces structures
complexes offrent de grandes potentialités aux concepteurs dans des secteurs trés divers.
On peut songer d’abord a des applications structurales classiques pour lesquelles il faut
allier 1égereté et rigidité comme dans 1’industrie aérospatiale, ou plus généralement les
transports (TGV). L’usage des sandwichs se répand aussi dans 1’industrie du batiment car,

ils possédent une excellente caractéristique d’isolation thermique.
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Peau -

Figure 1-18 : Structure composite sandwiche[14]

X X3

A A

Figure I-19 : Contraintes de cisaillement et de compression dans les sandwich[14].

Les ames les plus utilisées sont de type nid d’abeilles, &me ondulée ou mousse. Les peaux
sont généralement constituées de structures stratifiées. Une ame nid d’abeilles est présentée

sur la (Figure 1 .18). Ces structures ont une grande rigidité en flexion et torsion.

L’ame de la structure sandwich résiste principalement aux contraintes de cisaillement et de
compression hors plan, les peaux inférieures et supérieures supportent quant a elles les

efforts dans leur plan.

Figure 1-20 :Sandwich a &meennid Figure I 21 : Désignations d’une

d’abeille[15] amenid d’abeilles[16]
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Les matériaux composites ne sont pas une solution miracle pour toutes les applications
.Des problemes existent et peuvent empécher leur usage. Les défauts principaux les plus

courants sont les suivants :

o Sensibilité aux agents atmosphériques ( rayons UV ,humidité ,température);
» Codt parfois prohibitifs ( temps ,cott ,étude et mise en ceuvre);
« Tolérance aux dommages (représente le point faible le plus important) ;

* Problémes d’assemblage (grande concentration de contraintes dans les

composites stratifiés et

I .3 Définition des matériaux FGM

Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont une forme de composite ou les
propriétés changent progressivement avec la position. Le gradient peut étre adapté pour
répondre aux besoins specifiques grace a [l'utilisation d'éléments composites. Le
changement dans la propriété du matériau est provoqué par une composition chimique
dépendant de la position, la microstructure ou de I'ordre atomique.

Un type de composite vise a renforcer les propriétés des matériaux en mélangeant une
phase dispersée de fagcon homogene dans la matrice. Un autre type de composite est
caractérisée par des caractéristiques différentes de matériaux sur des surfaces séparées ou
dans des parties separées. La plupart des FGM ont une composition graduellement variée
entre les différents constituants. Ceci élimine 1’inadéquation des propriétés des matériaux ;
ainsi les contraintes thermiques (résiduelles) dans des piéces qui peuvent causer de la
fatigue peuvent étre diminuées de facon significative. Dans le méme temps, les propriétés
d'un FGM sont congues pour répondre aux différentes exigences, lorsque ces exigences
sont plus difficiles a satisfaire complétement a travers I'approche des matériaux composites

ou des méthodes de traitement des matériaux conventionnels.

I .3.1 Idée géeneérale du développement des FGM

En 1987, le gouvernement Japonais a lancé un vaste projet intitulé " la recherche sur La
technologie de base pour développement de matériaux a Gradient fonctionnel et L’étude de
la relaxation des contraintes thermiques ». L’intérét du projet est de développer Des
matériaux présentant des structures utilisées comme barriéere thermique dans les

Programmes aérospatiaux. Les matériaux constituants les parois des engins spatiaux sont
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Appelés a travailler a des températures de surface de 1800°C ainsi qu’a un gradient de
Température de ’ordre de 1300°C. A cette année-la, aucun matériau industriel n’était
connu Pour supporter de telles sollicitations thermomécaniques.
Trois caractéristiques sont a considérer pour la conception de tels matériaux :

e Résistance thermique et résistance a I’oxydation a haute

température de la couche superficielle du matériau ;

e Ténacité du matériau coté basse température ;

¢ Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau.
A la fin de la premiére étape (1987-1989), les chercheurs avaient réussi a fabriquer des
petites pieces expérimentales (1-10 mm d’épaisseur et 30 mm de diamétre) pouvant résister
a des températures maximales de 2000 K (Température de surface) et a un gradient de
température de 1000 K.
Dans la seconde étape (1990-1991), le but était de réaliser des pieces de tailles plus

Grandes et de forme plus complexes par rapport a celles réalisées dans la premiére étape.

Pendant les années 90, non seulement les champs d’application des FGM s’est développé
Pour les matériaux de structure fonctionnant a haute température, mais s’est aussi Elargi a

d’autres applications : biomécaniques, technologie de capteur, optique, etc.

I .3.2 Concept des matériaux fonctionnellement gradués

Le concept de " Matériaux & Gradient de Propriétés " a été développé dans le laboratoire
national d’aérospatial du Japon en 1984 par M. Niino et ses collégues a Sendai.

L’idée est de réaliser des matériaux utilisés comme barrieére thermique dans les structures
Spatiales et les réacteurs a fusion.

Les FGM peuvent étre utilisés pour différentes applications, telles que les enduits des
Barriéres thermiques pour les moteurs en ceramique, turbines a gaz, couches minces
optiques ,etc....

Généralement, les FGM sont fabriqués a partir des matériaux isotropes tels que les
céramiques et les métaux dont les propriétés mécaniques sont comparées dans

le tableau 1.4
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Tableau 1-4 : Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal [17].

Bonne résistance thermique ;

face 4 h ) Céramique e Bonne résistance a I’oxydation ;
Laface a haute temperature ¢ Faible conductivité thermique
Continuité du matériau Céramique- e Elimination des problémes de
d’un point a ’autre métal I'interface ;
« couches intermédiaires » o Relaxer les contraintes thermiques.
¢ Bonne résistance mécanique ;
La face a basse température Métal e Conductivité thermique €élevée,

Trés bonne ténacité.

Le changement continu dans la composition et donc dans la microstructure d’un matériau

FGM est illustré dans la figure 1.1. Il en résulte un gradient qui déterminera les propriétés

des FGM. Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de

microstructure différente [Bochetal.,1986].

Meétal
........ = -
B -
e o, -
Conductivite ™, ~» Résistance
thermique s s mécanique
., ,
N
)'.
7 *
7 .
7
b o
” .
” e
, -
- ..'.
- vt 4 ....
|
Contraintes thermiques
Figure 1-21 : Concept des matériaux a gradient de propriétés [Houari, 2011]
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La figure I .17 montre les concentrations de contraintes dans les panneaux de protection
thermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutale de composition).
Il montre également comment un FGM peut alléger. Ces concentrations de contraintes en
changeant graduellement les propriétés matérielles et assure toujours la protection

thermique trouvée dans les barrieres thermiques conventionnelles.

Décollement
Rupture . o
e | s F = Y \V === =
C oxnpressim/ Traction
Barriére thermique conventionnelle Contraintes thermiques induites

N

Coxnpression/ Traction

Barriere thermique en FGM Contraintes thermiques induites

Figure 1-22 : Protection thermique des Matériaux FGM et Non FGM

[Houari, 2011].
I .3.3 Domaines d’application

Des caractéristiques importantes de FGM les rendent privilégiées dans presque tous les
domaines de I’activité humaine. Ils ont été initialement congus pour I’industrie de
I’aéronautique ou ils ont offert deux propriétés contradictoires telles que la conductivité

thermique et 1’isolation thermique dans un seul matériau.

Les matériaux a gradation fonctionnelle peuvent actuellement produit des matériau légers,
solides et durables qui peuvent étre appliqués dans un large intervalle de domaines tels que

les matériau de construction d’énergie, I’énergie nucléaire.
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Bio-
materials

Figure 1-23 : Les principaux domaines d’application des FGM.

Coating

I .3.4 Les propriétés matérielles des plaques FGM

Les matériaux fonctionnels gradués (FGM) peuvent étre produits en faisant varier en
continu les constituants des matériaux multiphasiques selon un profil prédéfini. Les
caractéristiques les plus distinctes d'un FGM sont les microstructures non uniformes avec
des macro propriétés a gradation continue. Un FGM typique peut étre définie en faisant
varier progressivement les propriétés du matériau .On utilise souvent la fonction de loi de
puissance, la fonction exponentielle ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions
volumiques. Considerons une plaque rectangulaire élastigue. Comme la montre la Figure
I .25, les coordonnées x et y définissent le plan de la plaque, alors que l'axe z est

perpendiculaire a la surface médiane de la plaque dans le sens de I'épaisseur.

&

)
t‘ a

Figure 1-24 : Géométrie d’une plaque en FGM
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Les propriétés du matériau, le module de Young et le coefficient de Poisson sur les
surfaces supérieure et inférieure sont différents, mais sont prédéfinis en fonction des
exigences de performance. Cependant, le module de Young et le coefficient de Poisson des
plaques ne varient continuellement que dans le sens de I'épaisseur (axez) , c'est-a-dire
E=E(z) , v=0(2) .[20] ont indiqué que I'effet du coefficient de Poisson sur la déformation
est beaucoup moins important que celui du module de Young. Ainsi, le coefficient de
Poisson des plaques est supposé étre constant .Néanmoins ,les modules de Young dans le
sens de I'épaisseur des plaques de FGM varient avec les fonctions de loi de puissance(P-
FGM), les fonctions exponentielles (E-FGM) ou les fonctions sigmoides (S-FGM) [21].

I .3.4.1 Loi de mélange en puissance ou propriété matérielle d’une

structure P-FGM (Loi de puissance)

La fraction volumique de la FGM correspond a une fonction de loi de puissance :

V(z):(%+%j (1.1)

Ou p est le paramétre matériel et h I'épaisseur de la plaque .Aprés avoir défini la fraction
volumique locale V(z) ,les propriétés matérielles d'une P-FGM peuvent étre déterminees

par la loi du mélange exprimée par 1’équation 1.2 [22] :
E(Z): Em+(Ec_Em)V(Z) (|2)

Ou Em et Ec sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z =-h/ 2)
et supérieure (z =h/ 2) de la plaque de FGM. La variation du module de Young dans le
sens de I'épaisseur de la plaque P-FGM est représentée dans la Figure 1 .26, ce qui montre
que le module dYoung change rapidement prés de la surface inférieure pour p>let

augmente rapidement prées de la surface supérieure pour p<1 [23].
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Figure 1-25 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM.
1.3.4.2 Loi de mélange sigmoide ou propriété matérielle d’une structure S-FGM
(Loi sigmoide)

Les variations des propriétés des FGM sont couramment exprimées a l'aide de la fonction
de loi de puissance P-FGM. Néanmoins, dans les FGM, les concentrations de contraintes
dans les FGM apparaissent a I'une des interfaces dans laquelle le matériau est continu mais
change rapidement. Afin de surmonter cette difficulté et résoudre ce probléme, [23] ont
défini la fraction volumique sigmoide S-FGM composée de deux fonctions de loi de

puissance définies par les relations I.3:

1(h/2-z2\°
V. =— Pour: -h/2<z<0 1.3.a
@) 2( 2 j z (134
p
Vz(z)zl—%(hif/;zj Pour: 0<z<h/2 (1.3.b)
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En appliquant la loi du mélange, le module de Young de la FGM-S peut étre calculé par :

E(z)=V,(2)E+(1-V\(2))E, Pour:-h/2<z<0 (1.4.2)

Ez(z):Vz(Z) EC+(1—V2(z)) E Pour: 0<z<h/2 (1.4.b)

La Figure I .27 Présente la variation de la fraction volumique des répartitions sigmoides

définie par les équations (l.4.aet.b).Ainsi, cette plaque FGM est appelée plaque S-FGM.
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Figure 1-26 : Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.

I .3.4.3 Loi de mélange exponentielle ou propriété matérielle d’une
structure E-FGM (Loi exponentielle)

Cette loi s’emploie en utilisant la fonction exponentielle pour décrire les propriétés Matérielles
des FGM donnée par la formule 1.5 [20]:

(Z) = Emexp(B(z + h/2)), Avec: B = (1/2)In(Ec/Em)
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La variation du module de Young a travers I'épaisseur des plagues E-FGM est représentée sur

la Figure 1.28.
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Figure 1-27 : Variation de module de Young dans une plaque E- FGM.

Plusieurs théories classiques et d'ordre supérieur des plaques ont été utilisées pour étudier
différents comportements des structures en FGM. Des recherches importantes sont disponibles
sur les répartitions des propriétés matérielles des plaques FGM selon la loi de puissance,
sigmoide et exponentielle. Nous présentons ci-aprés une partie de ces travaux : Dans la grande
majorité des travaux ,une fonction de puissance est utilisée pour représenter la distribution
transversale des matériaux metalliques et céramiques (P-FGM) [19], [20], [21], [22]. Par
conséquent, l'effet d'autres variations transversales des propriétés des matériaux sur
I’instabilité des plaques rectangulaires épaisses FGM n'a pas été ¢tudié. [23] a étudié cet effet
en utilisant la TSDT pour le cas d'une plaque simplement appuyée. Une fonction sigmoide et
une fonction exponentielle sont toutes les deux utilisées pour représenter la variation des
propriétés progressives transversales. L'étude paramétrique réalisée montre que la fabrication
des plagues FGM avec une variation sigmoide dans le sens de I'épaisseur augmente

considerablement la charge de flambement

34

——
| —



CHAPITER | Geénéralités sur les matériaux composites

Cette amélioration s'avere plus significative dans le cas des plaques épaisses que dans celui
des plaques minces. [24] ont présenté une étude de la flexion cylindrique non linéaire d'une
plaque simplement appelée E-FGM .La plaque est soumise a une charge de pression uniforme
et sa non-linéarité géométrique est introduite dans les équations de contrainte-déplacement
basées sur les hypothéses de Von-Karman Les propriétés des matériaux des plagues

fonctionnellement graduées, a I'exception du coefficient de Poisson

sont supposées varier de fagcon continue a travers I'épaisseur de la plaque conformément a la
loi de distribution exponentielle .Dans le travail de [25] un nouveau type de plaques sandwich
en S-FGM, a savoir des plaques frontales en P-FGM et un noyau dur symétrique en S-FGM
ont été investi pour I'analyse thermomécanique de la flexion des plaques sandwich FGM en
utilisant une théorie de déformation de cisaillement du niéme ordre. Un modele d'éléments
finis basé sur le champ de déplacement selon la théorie de la déformation de cisaillement du
premier ordre a été utilisé pour comparer la réponse des vibrations libres des coques sandwich
en FGM dont les couches inférieure et supérieure sont en métal et en céramique et dont I'ame
est en FGM .Les propriétés des matériaux du noyau en FGM varient selon le modéle de loi de
puissance (P- FGM) et le modele sigmoide (S-FGM) [26].

I .3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déefini les matériaux composites et a gradient de propriétés
«FGM », leur developpement, leurs propriétés, leurs principales méthodes de fabrication et

leurs domaines d’application dans les structures spéciales en génie civil.

Dans le chapitre suivant, on exposera une revue bibliographique sur les différentes théories

rencontrées dans la littérature pour I’étude de la déformation de cisaillement des plaques.
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Chapitre Il Les Théories des plaques

Chapitre 1l Les Théories des plagques

II.1.Introduction

La modélisation d’une structure ou d’un élément de structure est un moyen de transcrire son
comportement et les lois qui le régissent. 1l existe de nombreuses possibilités de modélisation

qu’elle soit analytique, numérique.

Dans ces derniéres années beaucoup de recherches ont été effectuées pour répondre aux
problémes liés a la modélisation des structures avec une forte anisotropie. Ce chapitre présente
une revue bibliographique sur les différents types de modéles ou approches employés et les
théories qui s’y rattachent. En général, ces hypothéses permettent la réduction d'un probléeme

en trois dimensions a un probleme bidimensionnelle.
II .2.Définition des plaques

Les plaques sont des solides limités par deux surfaces planes paralleles dont la distance entre-
elles (appelée épaisseur h) est petite par rapport aux dimensions, elle est généralement
employeée pour modeliser des structures minces. Les plaques peuvent étre rectangulaires,

circulaires, polygonales ou de forme quelconque. E

e Le plan moyen (plan médian): plan situé a équidistance entre les faces.

e La fibre neutre : élément de matiere d'épaisseur infinitésimale situé autour du
plan moyen (O, X, y), avec z = 0.

e Une fibre normale : ensemble des points situés sur une normale au plan

médian, a un endroit (x, y) donné, elle a pour direction z.
II.2.1 Configuration géométrique

Considérerons une plaque rectangulaire d’une longueur a, largeur b et d’épaisseur h. La plaque
est supposée étre soumise a une charge mécanique transversale a la surface supérieure la

figure II.1. Montre la Géométrie d’une plaque FGM

38

——
| —



Chapitre Il Les Théories des plaques

Figure II.1 Géométrie d’une plaque rectangulaire FGM

II .3 Historique sur le développement des théories des plaques

Le premier a avoir établi I’énoncé mathématiquement des problémes de plaques a
probablement été a effectué une analyse de vibration libre des problémes de plaque [26]. Un
physicien allemand, a découvert les différents modes de vibrations libres [27]. [28] a tenté de
justifier théoriquement les résultats de ces expériences acoustiques. La solution de Bernoulli
était basée sur les résultats des travaux précédents qui ont abouti a la théorie de flexion des

poutres d’Euler-D.Bernoulli.

Le mathématicien francais Germain a développé une équation différentielle des plaques qui
n’inclut pas le terme de gauchissement [29]. étant 1’un des critiques de son travail ,a corrigé
les résultats de Germain (1813) en ajoutant le terme manquant [30] ainsi, il était la premiére
personne a présenter 1’équation générale des plaques correctement. [31] .[32] .ont éte les
premiers a formuler le probléme de flexion des plaques sur la base des équations générales de
la théorie de 1’élasticité. En1829, Poisson étendit avec succes 1’équation Germain-Lagrange a
la solution d’une plaque sous chargement statique. Cependant, dans cette solution la rigidité

flexionnelle était prise égale a un terme constant.

La premiére théorie satisfaisante de la flexion des plaques est associée a [33], quia considéré

I’épaisseur de la plaque dans I’équation générale comme une fonction de rigidité. Il a
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également introduit une méthode « exacte » qui a transformé I’équation différentielle en

expressions algébriques par 1’utilisation de séries trigonométriques de Fourier.

En 1850, Kirchhoff a publié une importante these sur la théorie des plaques minces [34].Dans
cette these a énoncé deux hypothéses de base indépendantes qui sont maintenant largement
acceptées dans la théorie des plaques en flexion et sont connues sous Le nom d’hypothéses
«Kirchhoff’s» .A I’aide de ces hypothéses ,Kirchhoff a simplifié 1’énergie fonctionnelle de la

théorie 3D de I’élasticité pour les plaques fléchies.

Le livre de Kirchhoff a été traduit par [35].Cette traduction contient de nombreux
commentaires précieux de Saint-Venant, le plus important étant 1’extension de I’équation
différentielle de Kirchhoff de plaques minces, qui a considéré, d’une maniére
mathématiquement correcte 1’action combinée de flexion et d’étirement. Saint-Venant a
également souligné que la série proposée par Cauchy et Poissons est en général divergente. A
la fin du 19éme siecle et au début du 20e siecle ,les constructeurs de navire sont changeé leurs

méthodes de construction en remplagant le bois par de I’acier de construction. Ce changement

dans les matériaux structurels a été extrémement fructueux dans le développement de diverses
théories de plaque . [36] et son étudiant ont largement contribué a la theorie des plaques

minces avec des rigidités flexionnelles et Extensionnelles [37].

A apporté une contribution importante a la théorie et ’application de 1’analyse de la flexion
des plaques [38] et [39]. Des études approfondies dans le domaine de la théorie de la flexion
des plaques et de ses diverses applications ont été réalisées par des scientifiques éminents tels
que [40]. [41]. [42].[43]. [44]. [45].

Le développement de I’industrie aéronautique moderne a donné une forte impulsion vers des
enquétes analytiques plus rigoureuses des problemes des plaques soumises au flambement et a
la vibration. [46] a mis au point une théorie rigoureuse des plaques qui tient compte des
déformations causées par les forces de cisaillement transversales .Dans 1’ancienne Union
soviétique ,les travaux de [47] et de [48] étaient principalement consacrés a la solution de
problémes non linéaires de la flexion des plaques. Les équations gouvernantes des plaques

rectangulaires minces soumises a des forces de compression directes ont d’abord été dérivées
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par [33]. Le probléme de flambement d’une plaque simplement appuyée, soumise a des forces
de compression directes et constantes agissant dans une ou deux directions, a été résolu en
premier lieu par [49] en utilisant la méthode de 1’énergic . [50] et [51] ont présenté des
solutions a divers problemes de flambement des plaques rectangulaires minces en
compression. Timochenko et [52] et [35] ont étudié le comportement de flambement d’une
plague rectangulaire sous des forces de compression directes non uniformes. Le comportement

de flambage des plaques de différentes formes a été analysé par [53].[54]. [55].

Une équation différentielle du mouvement des plaques minces peut étre obtenue en appliquant
soit le principe de D’Alambert, soit la formulation de travail basée sur la conservation de
I’énergie. La premiere solution exacte du probléme des vibrations libres pour les plaques
rectangulaires, dont les deux faces opposées sont simplement appuyées, a été réalisée par [56].
[57] a utilisé le probléme de la vibration libre d’une plaque rectangulaire a bords libres pour
démontrer sa méthode célébre pour étendre le principe de Rayleigh pour obtenir des limites
supérieures sur les fréquences de vibration. Les monographies de [58].[59].[60], etc.,
contiennent une analyse compléte et des considérations de conception de vibrations libres et

forcées de plaques de formes diverses.

La tendance récente dans le développement des théories de plaque est caractérisée par une
forte dépendance sur les ordinateurs modernes a grande vitesse d’analyse et le développement

de méthodes basées sur 1’analyse

numérique, ainsi que par 1’introduction de théories plus rigoureuses concernant divers effets

physiques, types de charges, etc.

Le resumé ci-dessus est un apercgu tres bref du contexte historique du développement de la
théorie des plaques et de son application et n’inclut pas tous les travaux et recherchés menait

dans cet axe. Pour un historique plus détaillé et approfondi se référer ouvrages de [61].[62].
IT .4 La théorie classiqu des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT)

Bien qu'en réalité, un tel élément soit un corps tridimensionnel, I'analyse en utilisant la théorie
de I'élasticité tridimensionnelle n'est pas essentielle si I'épaisseur est faible par rapport aux

dimensions dans le plan. En supposant des variations raisonnablement réalistes dans
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I'épaisseur, des déplacements, des déformations et des contraintes, le probleme peut étre
réduit a une analyse bidimensionnelle. Une telle théorie bidimensionnelle, le plus souvent
utilisée pour I'analyse pratique, est la théorie classique des plaques (CPT), également appelée

théorie des plaques minces [63], [64].
La CPT est basée sur les hypothéses [65] :

e Les lignes droites qui sont perpendiculaires a la surface médiane (c'est-a-dire les
normales transversales) avant la déformation restent droites apreés la déformation .

e Les normales transversales ne subissent pas d'allongement (c'est-a-dire qu'elles sont
inextensibles ).

e Les normales transversales tournent de maniére a rester perpendiculaires au milieu de
la surface aprés la déformation.

o L'effet de I'inertie de rotation est négligeable

Ces hypothéses sont clairement résumées dans la figure 11.2.Les deux premiéres
hypotheses impliquent que le déplacement transversal est indépendant de la coordonnée

transversale (ou de I'épaisseur) et que la déformation normale transversale ¢,, est nulle .La

troisitme hypothése donne des contraintes de cisaillement transversales nulles

(sz =T, = 0) :

Figure II.2:Géométries des bords d'une plaque avant et apres la déformation (Hypotheses de
Kirchhoff).
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Le champ des déplacements requis par ces hypothéses est le suivant [66].

aVVO
u(x,y,z) =Uy(x,y) -z X (IL1.8)
aWO
V(X Y, 2) =Vo(X, y) -2 & (1IL.1.b)
W(X, Yy, z) =Wy (X, y) (IL1.c)

Ou u,,v,,w, désignent les déplacements d'un point matériel a (x, y, 0) dans les directions des

coordonnées (X, y, z). Notez que (uo, Vo) sont associes a la déformation d'extension de la plaque
tandis que (wp) désigne la déformation de flexion.

La CPT est le modele le plus simple et il ne convient qu'aux plaques/coques FG minces ou les
effets de cisaillement et de déformation normale sont négligeables .[67]ont utilisé la CPT pour
étudier la réponse transitoire de plaques FG initialement sollicitées, reposant sur une fondation
élastique soumise a des charges latérales impulsives. Les réponses non linéaires de flexion et
de post-flambement des plaques FG reposant sur des fondations élastiques sous des charges
axiales et transversales ont été étudiées par [67] en utilisant la CPT avec les hypotheses de.
[68] et [69] ont utilisé le CPT pour étudier le comportement au flambement des plaques FG
sous quatre types de charges thermiques et de compression. [70] ont étudié la vibration non
linéaire des plaques FG dans des environnements thermiques. Les équations non linéaires
dérivées du CPT avec les hypothéses de Von Karman ont été résolues pour les plaques FG
avec des conditions aux limites arbitraires en utilisant une méthode des séries. La CPT a été
également utilisé pour analyser des plaques circulaires .Par exemple,[68] ont étudié les
comportements de flexion non linéaire et de post-flambement thermique des plaques

circulaires FG.

sous des charges mécaniques et thermiques.[71] ont également étudié le comportement non
linaire de post- flexion des plaques circulaires FG sous des charges méecaniques et thermiques
en utilisant la CPT avec les hypotheses de Von Karman. [72] ont étudié la vibration en régime
permanent des plaques circulaires FG dans des environnements thermiques en se basant sur la
CPT et une approche semi analytique. [73] ont étudié la vibration non linéaire des coques
cylindriques FG sous excitation basées sur la CPT avec les hypotheses de Von Karman en

combinaison avec une méthode a échelle multiple
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I1.5.La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre(FSDT)

Les études réalisées en utilisant la théorie classique de Love-Kirchhoff ont montré que cette
théorie sous-estime les déeformations et surestime les frequences naturelles et les charges de
flambement pour les plagues modérément épaisses .Ces divergences sont dues a la négligence
de I'effet des contraintes de cisaillement transversales, puisque (selon la théorie des poutres) il
a été supposé que les normales au plan médian restent droites et normales au plan médian
déformé [74]. Les principales limites de la théorie classique des plaques, évoquées ci-dessus,
sont partiellement éliminées par Reissner en introduisant I'influence du cisaillement

transversal et celle de la contrainte transversales,. [75], [76] a fait deux hypothéses.

Premierement, il a supposé une variation linéaire du champ de déplacement a travers
I'épaisseur de la plaque.

Deuxiemement, il a supposé que, lorsque la plaque se fléchit, toute section droite et
perpendiculaire a la surface moyenne non- déformée reste droite mais pas nécessairement
perpendiculaire a la surface moyenne déformée (Figure 11.3). Cette hypothese implique que la
déformation de cisaillement transversale est différente de zéro, mais elle mene également a la
violation statique de la contrainte de cisaillement qui est nulle sur les surfaces extérieures
puisque la contrainte de cisaillement devient constante suivant toute I'épaisseur de la plaque.
Pour compenser cette erreur, [77] a proposé un facteur k de correction de cisaillement a
appliquer pour la forcede cisaillement. En outre, a modifié la quatrieme hypothése de sorte que

I'effet de I'inertie de rotation soit inclus [78].

Figure II.3:Geométries des bords d'une plaque avant et apres la déformation (Hypotheses de
Reissner-Mindlin)
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u(x,y,z) =UO(X, y)-zM_,_ f(2) 6WS(X, y)
oX X

(I.2.a)
VX, Y, 2) =V (x,y) = 26N f(z)w (IL2.b)
W(X, Y, 2) =W, (X, y) + W, (X, y) + 9(2)@, (X, y) (1L.2.c)

Avec @ Ug,V,,W, et @y, ¢, sont les déplacements en membrane et les rotations autour des axes

X et y, respectivement. Le champ de déplacement défini dans 1’expression ci-dessus permet de
reprendre la théorie classique des plaques décrite dans la derniére Section par le remplacement

: dx = —OWo/OX et dpy = —0wp/dy .Seule la contrainte 6 est nulle, par contre les contraintes

Txz €t Tyx sont différentes de zéro. D’aprés 1’équation (I1.2), la contrainte de cisaillement vaut

ou ow oW, oW,
=t T T, Tt = 1.3,
Y xz oz OX OX ¢x OX ¢x ( a)
7, =Gy, #0=17, =G.¢ (IL3.b)

Les équations (11.3.a) et (I11.3.b) donne des valeurs constantes pour les déformations et les
contraintes de cisaillement transversales correspondantes (Figurell.4). Etant donné que la
distribution réelle des contraintes dans les plaques d'épaisseur moyenne est parabolique, cette
hypothése est incorrecte. En outre, elle ne satisfait pas la condition des contraintes nulles sur

les surfaces supérieure et inférieure de la plaque

\ ceT FsDT

/ 7 [
/ i/

/ lo /

Déplacements Contraintetransversale Dépl Contrair

Figure IL.4:Distribution du déplacement et des contraintes de cisaillement a travers 1’épaisseur

dans les deux théories CPT et FSDT [79]
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Les équations (11.3.a) et (I1.3.b) donne des valeurs constantes pour les déformations et les
contraintes de cisaillement transversales correspondantes (Figurell.4). Etant donné que la
distribution réelle des contraintes dans les plaques d'épaisseur moyenne est parabolique, cette
hypothese est incorrecte. En outre, elle ne satisfait pas la condition des contraintes nulles sur

les surfaces supérieure et inférieure de la plaque.

Les facteurs de correction (CT ou FC), notes k, sont ajoutés pour corriger le décalage entre la
répartition des contraintes de cisaillement transversal réelles (3D) et celles supposées dans la
théorie du premier ordre. Ces facteurs sont introduits comme des paramétres dans lesr elations
constitutives entre les forces de cisaillement transversal et les déformations de cisaillement
transversal. Pour les matériaux isotropes homogenes, le premier concept de FC a été présenté
par [80], [81] et [82]. Il a proposé une valeur de 5/6 qui est largement utilisée, en employant

une méthode de calcul basée sur des considérations d’équilibre statique et d’équivalence

énergétique. Puis, [83] a proposé une valeur de k=7r%/ 12 en utilisant la méthode d'analyse
dynamique pour la premiere fois (équivalence de fréquence propre associée au mode de
vibration en CT ou de vitesse de propagation d’ondes de flexion [84]). Une autre méthode a
été présentée par [85] pour calculer les facteurs de correction .1l les évalue par une

comparaison entre

I’énergie de cisaillement obtenue via les équations d’équilibre et celle obtenue par la théorie
du premier ordre. L’article de Birman et Bert [86] résume les différentes méthodes concernant

la détermination de ces facteurs pour les poutres / plaques isotropes et sandwichs.

La FSDT est utiliseé par plusieurs chercheurs pour examiner les différents comportements des
structures en matériaux composites. Tel que: [87], [88], [89]. Bien que la FSDT offre une
description assez précise de la réponse des plaques minces a modérément épaisses, elle n'est
pas pratique a utiliser en raison de la difficulté de déterminer la valeur correcte du facteur de
correction du cisaillement. Pour eviter l'utilisation du cisaillement facteur de correction, des

théories de déformation en cisaillement d’ordre élevée ont été développées.
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IT .6 La théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (HSDT)

Afin d’atténuer les limitations rencontrées dans les deux théories précédentes (i.e.,
détermination des contraintes de cisaillement transverse et leurs distributions au sens de
I’épaisseur de la plaque), des théories raffinées dites "théories de déformation en cisaillement
d’ordre supérieur" (HSDT), ont été développées par plusieurs chercheurs [90], [91]. Ces
théories sont basées sur une distribution non-linéaire du champ de déplacement (Figure 11.5),
afin d’obtenir une meilleure représentation des déformations et des contraintes de cisaillement
transverse sans recours a l'utilisation de facteurs de correction de cisaillement transverse. En
plus, la théorie de déformation en cisaillement d’ordre supérieur permet de prendre en compte

un gauchissement éventuel de la section droite de la plaque lors de la déformation [92],[93]

Figure I .5:Géométries des bords d'une plaque avant et apres la déformation (Théorie d’ordre
élevé HSDT ou TSDT, [94]).
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undeformed
‘, - T
1% X
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Figure II.6:Comparaison entre les différentes théories de plaques (CPT, FSDT, HSDT ou
TSDT)

Le champ des déplacements est généralement :

a2 =wx -2 25D k@),
V(X,Y,2) =V, (X y)—z—2 2= 0( ) +f(2)g,(x,y) IL.4.b
W(X! Y, Z) = WO(X! y) II.4.c

Avec: Uy, V,, W, et ¢,,¢, Sont les déplacements en membrane et les rotations autour des

: _ ow, ow,
axes x et Yy respectlvement . Q, = E + (pxet(pZ =—+0,

fonction de cisaillement transverse caractérisant les théories correspondantes .En effet ,les
déplacements de la théorie clasique de plaque (CPT) sont obtenus en prenant f(2)=0, alors que

la théorie de premier ordre (FSDT) peut étre obtenue pour f(2)=z.

La théorie de déformation en cisaillement du troisieme ordre de Reddy (TSDT), [94], est

47
obtenue par : f(z)=z 1_3? (1.4)
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Dans le modele de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce modéle
donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a
la solution d’élasticité tridimensionnelle. La distribution des contraintes de cisaillement
transverse est parabolique dans I’épaisseur. Les conditions aux limites sur les surfaces libres
sont satisfaites. [95] propose le modéle sinus (SSDT) qui est différent des autres modeles
d’ordre supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction
trigonométrique sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes

de cisaillement dans 1’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme suit :
Z . (7wZ
f(z)=—sin| — (1L5)
h h

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modeles (sinus) prennent une
forme sinusoidale dans 1’épaisseur de la poutre. La précision de ce modelepar rapport a la
solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.[96] propose un nouveau modeéle
sinusoidal (NSSDT) qui est similaire au modéle de Touratier. La fonction de cisaillement
transverse est comme suit :

¢ (Z) _sin (%Zjemcos(hj + m[%zj Avec m>0 (II.6)

La version exponentielle de la théorie des plaques de déformation en cisaillement d’ordre
élevé (The exponentiel shear de formation plate theory ESDPT ) développée par [88] est

obtenue avec la fonction :

f(2) = ze_[h) (IL7)

La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The

hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) developpée par [97] avec la fonction :

f(2) =(z cosh (Z j—isin h (”—ZD/(COS h(%) —1) (1.8)
YA h h ;
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D’autres théories d’ordre élevé ont été développées en intégrant différentes fonctions de
cisaillement transverse, sur le tableau I1.1 sont exposées différentes fonctions présentes dans la

littérature.

Tableau II.1:Diverses fonctions de gauchissements dans la théorie d’ordre éléve.

Théories | Fonction

TSDT
2
Reissner[72] f(z)zs_z 1_4i
4 3h?
HSDT
rz 16rz°
Nguyen[98] B N ()
HSDPT
1
Refrafi[99] f(z)= (0.12127;2 {71' —(0.1357)3 cosh (%ZJD
ESSDPT
Belkhodja[100 f(z2)= zh e[%j 22sin| 7% |+h2 cos| ZZ |- h?
elkhodja[100] 7 b h h
HSDT-3D
: 47°
Himeur [101] f(z) =sin [% —3%}

On trouve les mémes parties : le déplacement di a I’effet de membrane, le déplacement di a la
flexion et le déplacement di au cisaillement. Mais cette fois, le déplacement axial dd au
cisaillement n’est plus linaire. Donc, on remplace le « z » pour la théorie précédente par une
fonction f(z) qu’on I’appelle «fonction de gauchissement» ou «fonction de formey». Cette
derniere représente 1’allure de la déformation de la section transversale, c’est ce qu’on appelle
«le gauchissement», donc elle doit étre impaire pour prendre la forme de « S » aplatie qui est

remarquée lors de la déformation de la plaque.

La fonction de gauchissement doit aussi satisfaire les conditions aux limites de la nullité des

contraintes tangentielles aux surfaces supérieur et inférieur de la plague.
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II.7.La théorie raffinée de déformation des plaques (RPT)

Afin de réduire le nombre de variables utilisées dans les formulations des théories a ordre
élevé, Shimpi a pu développer en 2002, un modeéle raffiné pour les plaques isotropes et qui a
été nommeé la théorie raffinée de déformation des plaques RPT (Refined Plate Theory) [102].
Cette théorie propose des caractéristiques tres intéressantes telles que la non-nécessité d’un
coefficient de correction pour les contraintes de cisaillement et les similitu des avec la théorie

classique
II .8.La théorie des plaques tridimensionnelles (Elasticité 3D)

Pour étudier le comportement exact des plaques épaisses, le plus laborieux est de trouver une
description précise des champs de contraintes a travers 1’épaisseur surtout les contraintes de
cisaillement sans omissions et simplifications dues a 1’application de la théories classique ou
celle du premier ordre. Bien que les théories d’ordre supérieur maitrisent efficacement les
problémes traités avec succes, reste-il que la déformation normale transverse est négligée ce
qui influence directement et de maniére importante la précision des résultats. Le recours a
I’¢lasticité tridimensionnelle est donc primordial, les approches principales pour résoudre ce
type de probléeme (en analyse statique ou  dynamique) sont : la construction des champs de
contraintes et disposer leurs solutions exactes ou leurs approximations. Les équations
différentielles régissent la flexion dans le cas tridimensionnel sont tirées de la relation

fondamentale de la dynamique :

do, N 0T,y N ot,, L o°U
or,, 0o, Ot, o

L+ L f,=p—
OX oy 0z ot (11.09.b)
ot aTyZ oo OAW

2 4 +—2+f, = 11.09.c
ox a P (1L.09.0

L’analyse des plaques épaisses par les méthodes numériques, telles que la méthode des
éléments finis et les méthodes approximatives offrent des avantages et des potentialités
capitales, ces méthodes dans bien des cas cependant, nécessitent un grand nombre de degrés

de liberté et des techniques de discrétisation robustes. En plus, la maitrise et la vérification des
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données due a un large systeme des équations sont souvent difficiles et parfois nécessitent un
outil informatique puissant pour obtenir des résultats d’une trés grande et satisfaisante
précision. [103] et [104] ont donné des solutions tridimensionnelles exactes dans le cas des
vibrations libres des plaques en FGM, [105], a adopté une solution semi-analytique basée sur
la méthode des quadratures différentielles, [106] a étudié des plaques en FGM épaisses se
basant sur les solutions de 1’¢lasticité tridimensionnelle avec une variation exponentielle de

propriétés matérielles a travers 1’épaisseur (le modele exponentiel).
II.9.La théorie de déformation des plaques quasi-3D

Afin d’éviter de recourir a une analyse tridimensionnelle, I’approche quasi-tridimensionnelle
est devenue une alternative importante, cette approche consiste en introduisant 1’effet de
déformation normale transverse ,a fin de définir un état de contraintes correct et évaluer
exactement les fréquences propres en analyse vibratoire. De fagon générale, toutes les
contributions et les recherches récentes sur cette approche se base sur la jonction d’une
fonction non-linéaire a la coordonnée de I'épaisseur (z) de telle sorte que le déplacement
transversal sera exprimé et dépend d’une variation non linéaire a travers 1’épaisseur de la
plaque. En procédant de la sorte, le but est de réduire le nombre des variables et de formuler
une théorie efficace pour pouvoir analyser des plaques plus genérales en analyse statique ou
dynamique.

En général, les théories d’ordre supérieur et de déformation normale dans lesquelles est pris en
considération ’effet de 1’étirement de 1’épaisseur (stretching effect) peuvent numériquement
étre implantées en utilisant la formulation unifiée initialement proposée par Carrera [107],
[108], [109] et récemment évoluée par Demasi [110], et [111]. Pour des informations
supplémentaires et les applications de la formulation unifiée de Carrera se référer aux
ouvrages de I’auteur [112] et [113]. [114] ont proposé une cinématique d’ordre supérieur et de
déformation normale avec onze variables, ils présentent des résultats en analyse statique et
vibrations libres utilisant la résolution par éléments finis, 1’élément fini proposé est de 117
degrés de liberté, ¢ca impose une difficulté d’implantation numérique et un taux de calcul trop
élevé. [115] ont proposé une théorie de déformation des plaques quasi-3D a cing variables
comme la théorie de la déformation au cisaillement de premier ordre(FSDT),contrairement a 6

pour les théories conventionnelles a ordre élevé.[116],et de cing-inconnues quasi-3D . En
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apportant des nouvelles hypotheses pour les théories quasi-3D a six-variables que Zenkour a
pu proposer une nouvelle théorie quasi-3D a quatre-variables pour les plagques FGM, les
plaques sandwiches [117] et des plaques composites stratifiées [118]. [119], ont aussi proposé
une théorie quasi-3D simples a quatre variables pour des plagues fonctionnellement graduées
en combinant ’effet de cisaillement et I’effet d'étirement du déplacement transversal a 1'aide

d'une fonction hyperbolique.

Le champ de la cinématique est basé sur la théorie d’ordre supérieur a quatre variables, une
spécification est donc introduite a la composante de déplacement transversal pour le rendre

variable a travers 1’épaisseur, on injecte une fonction non linéaire en (z), alors la cinématique

devient :
_ _ o (%, y) ow, (X, y)
U(% ¥, 2) =Up(x,Y) — 2=+ £ (2) =2 (IL10.2)
V(X, Y, Z) = Vo (X, y)— awba(x’ ), ¢ (2) awsa(;(’ y) (IL10.b)
W(X, Y, Z) =W, (X, ¥) + W, (X, ) + 9(2)@, (X, Y) (1IL.10.c)

Ou (u0, v0) sont les déplacements dans les directions x et y d'un point situé sur le plan médian
de la plaque et (wb, ws) sont respectivement les composantes de flexion et de cisaillement du
déplacement transversal, ¢ est un déplacement supplémentaire qui prend en considération

l'effet de la contrainte normale (I’effet d'étirement) et f(z) et g(z) sont des
Fonctions de cisaillement transverse avec : g(z)=1-f'(z)
Conclusion:

Dans ce chapitre, nous avons donné un apercu sur les différents modeles de calcul des plaques
minces et épaisses. A travers notre lecture de la littérature en matiére de théories d’ordre élevé,
il apparait que celles-ci sont certes intéressantes du point de vue précision, mais demeurent

néanmoins codteuses en temps de calcul et assez complexes en termes de formulations
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CHPITER III: L’analyse des vibrations libers des plaques en FGM
IL1 Introduction

Toute théorie d’un probleme de la mécanique des milieux continus, présente comme objectif
un calcul approximatif des grandeurs généralisées sur la base du systeme des équations
d'équilibre, de compatibilite, de conditions aux limites sur les bords de la structure complétée

par une loi de comportement reliant les contraintes et les déformations généralisées.

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode facile a mettre en ceuvre, permettant de
calculer les distributions des déplacements et des contraintes, ainsi que les fréguences
naturelles de la vibration libre des plaques en matériaux a gradient évalué qui sont des

approximations de qualité de la solution exacte dans ce cas.

IIL2.1 la géométrie de la plaque

Considérons une plaque rectangulaire en FGM ayant les dimensions représentées dans la
Figure IIIL. On suppose que la plaque a un comportement élastique linéaire. Les propriétés
matérielles de la plaque FGM varient selon une distribution de puissance suivant I'épaisseur de
la plague tel que :

P(z):Pm+(PC—P)(%+%)p (IL1)

<&
———————

i
y 1] *

Figure IIL1: géométrie d’une plaque FG rectangulaire

54

——
| —



CHPITER Il L’analyse des vibrations libers des plaques en FGM

P : présente les propriétés matérielles tel que le module de Young E et la masse volumique p,
les lettres m et ¢ indiquent le métal et la céramique, les deux matériaux qui constituent les
deux surfaces de la plaque inférieure et supérieure, respectivement, Ou -h/2 <z <h/2.

P : est I’indice de puissance, v est le coefficient de poison supposant constant.

IIL2.2 les Equations cinématique et constitutive

En se basant dans cette étude sur la théorie des plaques d’ordre élevé (HSDT) avec la prise en
considération que le nombre des inconnus est réduit.

Le champ de déplacement est exprimé par Mabhi et al (2015)[129] :

u(x,y,z,t)=uy(x, y,t)—z%wy(z)@x(x, y,t)
v(x,y,z,t):vo(x,y,t)—z%ﬂ/x(z)@(x,y,t) (IL2)

W(X,Y,2,t) =W, (X, y,t)
Ou:
u, v, w sont les déplacements dans les directions x, y, z.
Uo, Vo, Wo :sont les déplacements de la surface moyenne de la plaque.
Ox et By : sont les rotations des normales de la surface neutre par rapporta y et x.
¥(z) : la fonction de forme déterminant la distribution des contraintes et des
déformations transversales suivant I’épaisseur.

IIL2.3 les hypothéses de la théorie

e Les déplacements sont petits par rapport a 1’épaisseur de la plaque, et par conséquent,
les déformations engendrées sont infinitésimales.

e Le déplacement transversal w comprend deux composantes : wp due a la flexion et ws
due au cisaillement transverse.
e Les rotations peuvent étre s’écrire 0, =—ow, (X, y)/dx et Oy = —ow, (x, y)/ oy

Sur la base des hypothéses citées, le champ de déplacement s’écrit comme suit:

owy, dwg
_ _ ”b _ M3.a
Ulx,y,z,t) =u(lx,yt)—z aax f(z) aax ( )
Wp W
= —zZ—— 3.
V(ix,y,z,t) =v(x,yt)—z 3y f(z) 3y (IIL3.b)
W(x,y,z,t) =wy(x,y,t) + ws(x,y,t) (IL3.c)
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Dans cette étude la nouvelle fonction de forme f(z) pour notre plague en FGM est présentée

sous la forme suivante :

_ 2zsinh(z/h)
- 2.sinh(1/4)+cosh(1/4)’

f(2) (IIL4)

Cette fonction aide a satisfaire la nullité des efforts de cisaillement transversaux aux deux
facettes de la plaque. Les distributions hyperboliques des efforts de cisaillement transversaux
suivant 1'épaisseur de la plaque sont prises en considération dans cette analyse al’aide de la

fonction de gauchissement proposée.

Le champ de déformation se déduit du champ de déplacement de I’équation (IIL.3) :

&, 83 k)? k)f 0
g r=1¢& p+zky p+ f(2)9k; {7?} (IIL5.a)
el 2] | )
Ou:
auo _62Wb _aZWS
£0 & Kb ox? kS ox’
o lov ) o°w, . ow, | [7 V5
S5 R s R el
8Sy % % k>k()y , aZWb k)fy GZWS Xz
8y OX axay axay
Et
df (z
g(z)=1- d( ) (IL5.c)
z

Pour un matériau élastique et fonctionnellement gradué, les relations constitutives s’écrivent
comme suit :

" 7, 0 [y
o,1=|C, C, 0 |<& 3 {TV}:{Q&“ o H V} (1IL6)
o O O C66 X 55 72)(
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Ou (0,,0y,Txy,Tyz,Ty) € (€,,8y,Yxy,Yyz,Y ) SONt les éléments de contraintes et de
déformations, respectivement. En utilisant les propriétés matérielles définies dans 1’équation

(IIL1), les coefficients de rigidite C; peuvent étres ecris de la maniere suivante :

E(z)
€11 =Cp 1= 2 (IIL7.a)
c,, = £ (IL7.b)
E(z)
C4_4 = C55 = C66 = m (HI.?C)

IIL2.4 Les équations gouvernantes

Les équations gouvernantes d’équilibre peuvent étre exprimé en Utilisant le principe d'énergie
d’Hamilton qui dérive 1'équation du mouvement de la plaque FGM :Ould Larbi et al
(2013)[121] , Draiche et al (2014)[122] , Tagrara et al (2015)[123]:

0=[(oU-oK)d (18)

Ou U est la variation de I'énergie de deformation ; 8V est la variation de 1’énergie potentielle

La variation de I'énergie de déformation de la plaque est exprimée par :

§U = J.[Jxﬁex + 0'},583, + I’xyﬁ]/xy + Tyzﬁl’yz + sz‘Ssz] av (1IIL.9)

Substituant Equation (IIL5.b) dans Equation ((IIL9) et par intégration a travers 1’épaisseur de

6U la plaque, Equation ((IIL9) peut étre réécrit comme suit :

N,8&2 + N6 + N,.,8¢2, + MESKP + MESKP
sU f[ T Yoy ey T yey dA (II.10)

T | | +ME,5K + MESKS + MESKS + M$,8K5, + S35,0v5, + S5,07%,
A

Ou A : la surface supérieure et les efforts résultants N , M, et S sont définies par
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h/2

(N, M?, Mf)=_hj/2(1,z, f)ordz, (i =x,y,xy) (I11.a)

(kS5 )= [ (70, oz (IL1Lb)

-h/2

L’¢énergie cinétique de la plaque est donnée par :.
5K = {G §l]+\./5\./+v.v5v.v}p(z)dv

:J'{u.o5L.Jo+\./o5\./o+(V\./b+V\./S)(5\./vb+§V\./s)}}

OOW oW

—, | U—=+—26U, +V, 00w, | 00w, v,

OX OX oy oy
J,| U, oW, + W, + W ou, +V, oW, + oW, 8WS 5v (IL12)

OX oX  OX oy 8y oy

OWo OSW, OWp DS W, OWs OSW, OWs OSW,
+1, + + K, +
oX OX oy oy OX  OX oy oy

& Wo 65v65+a\}v5 O5W, OWp OSW, Low. o5 W,

+ dA
OX  OX OX  OX oy oy é‘y oy

+J,

lo,I1,J1,12 ,J2,K2 sont les inerties massiques, définies respectivement par :

h/2

(I 131 15,35, K, ) = [ (L2, £,2%,2F, £2)p(2)d (2) (IL13)

-h/2

La substitution des équations (1IL10.a), (1IL.12.a), et (1IL14.a) dans 1’équation. (IIL.8.a), en
intégrant par partie, En rassemblant les coefficients desdu,,dv,, o w, et dwgLes

équations d’équilibre résultantes sont :
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AN, N, e ow, oW
ou, : +—==1l Ua— |, —~
OX oy OX OX
aN aN . (1] ..S
OV, i —L+ Xy=I0va—I1%—aW
OX oy oy oy
2N\ b asz 2\b .
sy I N o0V (O (wwmjﬂfﬂ—a"s — 1L,V Wo— 3,V W
OX OX 6y oy 0
2n1S aZM S 2815 aZSS aZSS . . °® "5
5ws:a ’\ix+2 ny+6 I\ix+ < X =1, (wb+wsJ+llaﬂ—av — 1L,V Wo— K,V* ws
OX OX oy OX ay oy oy

Ou V2= 92/dx? + 02/0y? est I’opération de laplacien

En substituant 1’équation (IIL5.a ) dans I'équation (IIL6) et les résultats dans I'équation (1IL11.a)

les contraintes sont obtenue en tant que:

N A B B|[e
MPt=|B D D°|{K"},S=A%

Mb BS DS HS KS (III.15)
Dans le quel:
N =N N, N L M= (M NE NE e = (M N N
e={el el ), KO={KE KK S, K ={KE KK |
A, A, O B, B, 0 D, D, 0 (1.16.a)
= A12 Azz 0| B= B12 Bzz 0 D= D12 D22 0
0 0 A 0 By 0 0 D66
8151 BlsZ 0 Dlsl Dlsz H151 H152
B* = Blsz Bzz 0|,D°= Dlsz Dzsz Hlsz stz
0 0 B 0 D;B Hg6
S t t > 0
S:{SX21S } ’7={}/le7/32} ;A :(AOM A\;J (IH.le)
5

Ou Les composantes de rigidité sont définies comme :
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A, B, D, B Dj Hj hi2 1
A, B, D, B, D; Hj = J. Cll(l’z’zz’ f (2)1 fz(z)) v dz (IL17.a)
As B Dy Bg D Hg| ™ 1-v
2

(AZZ'BZZ’D22’BZSZ'DZSZ’HZSZ):(Ail’Bll’Dll'Blsl’Dlsl’Hlsl)

h/2 ? (IL17.b)
AL =As= I C44[g(z)] dz

“hr2

En substituant 1’équation (IIL16) dans 1’équation (IIL15), les équations de mouvement peuvent
étre exprimées en termes de déplacement ( Su,, dv,, 0 wy, , 0 wy ), Les équations d'équilibre
prennent la forme suivante:

Andnuo + Aeadzzuo + (A12 + Aee ) dlZVO - Bndmwb - ( BlZ + ZBee ) d122W0

. . . (IL18.a)

—(Bg, +2Bg; ) dypoW, — Bid,, W, = 1y u—1,d, wo—J,d, W

Pyl + AcgV + (A + Agg ) diglly — ByppoWy — (B, + 2By ) dppo\, (I18.b)
—(B5, +2B5 ) dipyW, — BdpoW, = 1, V—1,d, Wo— J,d, We

Byyd,,Ug +( By, +2Bgg ) d,Uq +( By, + 2By ) dy1,V, + Byyd 0V — Dyydy W (IIL18.c)
—2(D, + 2Dy, ) dy1,W, — Dy, — D5y, W, — 2( D5, + 2D, ) dy W, — D3, W,
=1, (\./;/b+\./;/sj+ Il(d1 u0+ d, voj— l, (dn v.v.b+ d,, v.v.bj— J, (dn \;\;S+ d,, Wsj

By Uy + (BS, + 2B5 ) dygpUly +( B, + 2Bg, ) dyypV + B3, 0V, — Dyydlyy W, (11.18.d)

S

_2( DlSZ + Dese ) dllZZWb - D252d2222Wb - Hlsldllllws -2 ( Hlsz +2H 66 ) dllZZWs —-H ;2d2222W5

+Aj4d11Ws + ASSSdZZWs = Io (\.’;/b_ \.’\.’S ) + ‘]1 (dl l‘.I:J+ dz \;;j_ Jz (dn V.\;b+ d22 V.V.bj_ Kz (dn W+ dzz V.Vsj

Avec dij , diji et dijm sont les opérateurs de dérivations données comme suit:

g -—0—d-—2 4 —— 2 4 -2 (ijLm=12)
Tooxox, T " oxoxox " axoxoxox, | ax T (IL19)
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IL2.5 La solution analytique pour une plaqgue FGM simplement appuyée

Les solutions analytiques des equations (IIL18) sont obtenues pour I’analyse de la vibration
libre des plaques en se basant sur les séries de Fourier qui satisfirent les conditions d’appuis
(la méthode de Navier).

(1L20)

Ou Umn , Vimn ,Womn ,Wsmn , sont des parametres arbitraire a déterminer, o est la fréquence

propre associée par (m,n) mode propre €t a=mn/aetp=nmn/b,

En substituant le champ de déplacement (IlL20)dans les eéquations d’équilibre (1IL18), les
équations de la fréquence sont obtenues comme suit :

Su S Sz Su m, m m m Unp 0
S S Su Su| > m m, m m Vi _ 0 (I.21)
S5 S3 S Sw m. m Mg my W, 0
Su Su Su Swm m- m my, my ) W, 0

Avec:

= (@A + B Ag), S, =—aB(aA, + Ay ), Sy = | (a°Byy + (B, + By ) |
s, :—a[(a BS + 4 (512+B§6))} o == (A + A, ), S = B[ (7B, +a* (B, +By)) |
- [( 22+a2(Bf‘2+B§6)ﬂ
Su=—| Dy (a*+p*)+22°° (D, +2D) |
534=—[D;l(a4+ﬂ4)+2a2ﬂ2(sz+2D;6)}
334=—[Hfl(a4+ﬂ4)+2a2ﬁ2(Hfz+2H;6)]
m, =1,,m, =B, m, =—BJ,m, =m,,m,; —aJl,m33=—(I0+I2(a2+ﬁ2))
My, =—lo+3, (a” + ), my ==, M, =—ad;,m,, =—(1,+K, (o + 5°))

(IL22)
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I3 Conclusion

L'analyse vibratoire des plagues FGM simplement appuyées est examinée par la théorie
raffinée Contrairement aux autres théories, le nombre de fonctions inconnues dans cette
théorie est de quatre, alors que cing ou plus dans le cas des autres théories de déformation en
cisaillement. La présenté théorie n’exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne
une description hyperbolique des contraintes de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en

remplissant la condition de contraintes de cisaillement nulles sur les bords libres.
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Chapitre 1V : Résultats numériques et discussions

1VV.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur la présentation des résultats numériques de
I’analyse du comportement vibratoire libre des plaques en matériaux a gradient évalué FGM.
Le modele ainsi choisit est basé sur le modéle hyperbolique de déformation en cisaillement a

quatre variables.

V.2 Résultats numeériques et discussions

Des résultats numériques de la présente méthode sont comparés avec ceux de la littérature. Les
effets de divers parameétres, tels que le rapport d’épaisseur, le rapport géométrique et l'indice

de gradient sur la vibration libre des plaques FGM sont tous discutés.

En premier lieu une étude comparative en confrontant les résultats de la présente méthode
avec ceux de la littérature. En deuxieme lieu, une étude paramétrique sera présentée pour
souligner les effets des différents paramétres, tels que le rapport d’épaisseur, le rapport
géométrique et l'indice de gradient, sur la réponse en termes de fréquence naturelle de la

plaque FGM. Pour cela, les propriétés matérielles utilisées dans cette étude sont :

Tableau 1V.1 : Propriétés des matériaux utilisés dans la plaque FG.

Propriétés Metal Ceramique
Aluminum (AL) Alumina (Al,03) Zirconia (ZrOy)
E(GPa) 70 380 200
p(Kg/m3) 2702 3800 5700

IVV.3 Applications numériques et interprétations

Cette section présente plusieurs exemples numeriques d'analyses de vibrations libres d'une
plaque FG simplement appuyée. Le modéle proposé sera d'abord valide par la comparaison
avec les données existantes disponibles dans la littérature. Pour cela, deux types de plaques
FGM sont supposés : Al/Al2Os et (Al)*/ (ZrO2)*.
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Le tableau V.1 présente les propriétés des plaques FG. Pour plus de commodité, les formes de

fréquence naturelle normalisées actuelles sont utilisées La fréquence fondamentale

adimensionnelle est:

w=ohp, I E,

@=wad’\p, E./h

IV.4.1 Etudes comparatives

Dans cette section, divers exemples numériques sont decrits et discutés pour verifier la
précision de la (RPT) dans la prédiction des comportements de vibration libre des plaques FG
a simplement appuyée sur les quatre cotes. A des fins de vérification, les résultats obtenus par
la RPT sont comparés aux données existantes dans la littérature.

Premier cas : Paramétres de fréquence fondamentale des plaques FG carrées a simplement
appuyeée (a/b = 1) pour différentes valeurs de rapports d'épaisseur (h/a = 0,05, 0,1 et 0,2) sont
présentés dans Tableau 1V.2 lorsque k=0, 0,5, 1, 4 et 10.

Les plaques sont faites d'un mélange d'aluminium (Al) et d'alumine (Al203). Les résultats
obtenus a partir de Benachour et al [124] sont utilisés. La théorie raffine des plaques (RPT) de
méme que celle que nous avons utilisée; Il convient de noter que les résultats rapportés par
Matsunaga [126] étaient basés sur les deux FSDT et 2D HAPT,; tandis que Zhao et al. [127]
ont utilisé les FSDT et ont utilisé différentes valeurs de facteurs de correction de cisaillement
dans leur travail d'étude. Cependant, les résultats rapportés par Hosseini-Hashemi et al. [125]
étaient basés sur la FSDT avec une nouvelle formule pour le cisaillement facteurs de

correction. Pour des raisons de commodité dans la comparaison, un nouveau parameétre de

fréquence est défini comme : w=wh,/p, / E, .

A partir du Tableau 1V.2, il peut étre observé que les résultats présents (RPT) sont en excellent
accord aux données existantes dans la littérature et avec ceux obtenus par la RPT, le 2D

HAPT et le FSDT qui utilisent de nouveaux facteurs de correction de cisaillement.
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Tableau V.2 : Comparaison les paramétres de la fréquence fondamentale o = wh,/ p. 1 E.

d’une plaque FG (AL/AL20s3) carré (a/b=1) simplement appuyée.

. L’indice de puissance (k)
a/h Theories 0 05 1 4 10

Présente 0.1480 0.01261 | 0.01147 | 0.01002 | 0.009508
0.05 Benachour et al [124] 0.01480 | 0.01254 | 0.01130 | 0.00980 | 0.00940
Hosseini-Hashemi et al.[125] 0.01480 | 0.01281 | 0.01150 | 0.01013 | 0.00963
Zhao et al.[127] 0.01464 | 0.01241 | 0.01118 | 0.00970 | 0.00931
Présente 0.05767 | 0.04939 | 0.04506 | 0.03924 | 0.03690
Benachour et al [124] 0.05769 | 0.04900 | 0.04417 | 0.03804 | 0.03653
Matsunaga [126] 0.05777 | 0.04917 | 0.04427 | 0.03811 | 0.03642
0.1 Hosseini-Hashemi et al.[125] 0.05769 | 0.04920 | 0.04454 | 0.03825 | 0.03627
Zhao et al.[127] 0.05673 | 0.04818 | 0.04346 | 0.03757 | 0.03591
Matsunaga [126] 0.06382 | 0.05429 | 0.04889 | 0.04230 | 0.04047

Présente 0.2112 0.1819 0.1659 | 0.1415 0.1318

Benachour et al [124] 0.2112 0.1806 | 0.1628 | 0.1375 0.1300

0.2 Matsunaga [126] 0.2121 0.1819 0.1640 | 0.1383 0.1306

Hosseini-Hashemi et al.[125] 0.2112 0.1806 0.1650 | 0.1371 0.1304

Zhao et al.[127] 0.2055 0.1757 0.1587 0.1356 0.1284

Matsunaga [126] 0.2334 0.1997 0.1802 | 0.1543 0.462

Deuxiéme cas : Parametres de fréquence fondamentale de la plaque carrée FG simplement
appuyeée (a/b = 1 et h/a = 0.1) pour différentes valeurs des indices de gradient k =0, 0.5, 1, 2,
5, 8 et 10 sont présentés dans le Tableau V.3 pour deux matériaux FG (c'est-a-dire, Al/Al203

et Al/ ZrO2). Les parameétres de fréquence fondamentale sont donnés par 1’expression:

@ =wad’\[p, | E. h.

Une autre étude comparative entre les fréquences fondamentale adimensionnelle, I’excellent
accord entre nos résultats et ceux trouve dans des théories telles que: Benachour et al
[124] utilisant la RPT, ainsi que celle que nous avons utilisée; Les résultats de FSDT [125] pour les
plaques carrées Al/ Al.03 et Al/ZrO2 sont en bonne concordance avec la RPT actuelle par
rapport a celles obtenu par FSDT Zhao et al. [127]. Cela peut s'expliquer par le fait que le
facteur de correction de cisaillement est considéré comme constant dans la FSDT Zhao et al.
[36] (k? = 5/6) pour toutes les valeurs des indices de gradient, tandis que dans la FSDT [125],
une nouvelle formule pour la correction de cisaillement facteurs est supposé en tenant compte

des indices de gradient et des rapports d'épaisseur. De plus, il peut étre observé que les
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fréquences fondamentales obtenues par la présente RPT montrent également un accord
satisfaisant avec RPT et 2D HAPT [126] pour les plaques carré de Al/ZrO:

Tableau IVV.3 : Comparaison des parametres de la fréquence fondamental

@ =wa’\/p, | E. /'h pour les plagues FG carrée (a/b = 1) simplement appuyée, ( h/a=0.1).

. L’indice de puissance (k)

FGMs Theories 0 G 1 > 5 3 10
présent 5.7696 | 4.9398 | 4.5056 | 4.1382 | 3.8713 | 3.7540 | 3.6917
Benachour et al [124] 57694 | 4.9000 | 4.4166 | 4.0057 | 3.7660 | 3.6831 | 3.6357

AL/ALO ini- '

23 thglss[el'Z”S']HaShem' 5.7739 | 4.9207 | 4.4545 | 4.0063 | 3.7873 | 3.6830 | 3.6277
Zhao et al [127] 56763 | 4.8209 | 4.3474 | 3.9474 | 3.7218 | 3.6410 | 3.5923
Présent 57693 | 5.4613 | 5.3588 | 5.3561 | 5.4351 | 5.4234 | 5.4004
Benachour et al [124] 57694 | 5.4380 | 5.3113 | 5.2923 | 5.3904 | 5.3950 | 3.3783

Al/ZrOs; | Matsunaga [126] 5.7769 - 5.3216 - - - -
thglss[i'zngiHaShem' 57693 | 5.3176 | 5.2532 | 5.3084 | 5.2940 | 5.2312 | 5.1893
Zhao et al.[127] 56763 | 5.1105 | 0.04346 | 4.9677 | 4.5549 | 4.4741 | 4.4323

IV.4.2 Etude paramétrique

Une étude paramétrique de la vibration libre des plaques FGM sera présentée pour souligner
les effets des différents parametres, notamment le rapport d’épaisseur, le rapport géométrique

et I'indice de gradient sur la réponse en termes de fréquence naturelle de la plaque FGM.

L’effet de 1’indice matérielle k sur les fréquences naturelle fondamentale adimensionnelle ou
premier mode (m=1,n=1) des plaques FGM parfaite et imparfaite pour différentes valeurs du
rapport d’épaisseur (a/h=5, 10 et 20) de la plaque en utilisant la présente théorie de
cisaillement d’ordre élevé sont illustrées dans les figures 1V.1 et 1V.2 respectivement. Ainsi
que le premier mode de la fréquence naturelle fondamentale adimensionnelle et le mode le

plus grande par rapport aux autres modes.
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Tableau 1V.4: Les fréquences fondamentales adimensionnelles d’une plaques FG (AL/AILOs)
carrée simplement appuyée (m=n=1) pour différents rapports d’épaisseur (a/ h).

a/h=5 a/h=10 a/h=20
0 5.281 5.767 5.920
0.5 4.548 4.939 5.046
1 4.148 4.506 4,587
2 3.784 4.139 4.206
4 3.537 3.924 4.010
5 3.474 3.870 3.967
8 3.35 3.750 3.863
10 3.294 3.690 3.804
15 3.193 3.560 3.680
20 3.112 3.478 3586
0 5 10 15 20
6.0F 4 6.0
[ e 2/W=10 '
55F e 3/h=20 =55
5.0k 450
) 45F 445
a0} 440
35k — 435
3.0} o 430
0 5 10 15 20

Figure 1V.1: Les fréquences fondamentales adimensionnelles en fonction de I’indice de
puissance k d’une plaques FG (AL/Al,O3) carrée simplement appuyée (m=n=1) pour différents
rapports d’épaisseur (a/ h).

68

——
| —



Chapitre 1V Résultats numérigues et discussions

Il est a noter que la fréquence adimensionnelle ou premier mode diminue avec 1’augmentation
de la valeur de l'indice de loi de puissance k pour les plagues parfaites et imparfaites et cela
pour les trois rapports d’épaisseur (a/h=5, 10 et 20). Les fréquences sont supérieures pour les
plaques entierement en céramique (k =0) tandis que les frequences sont inférieures pour les
plaques en métal (k=w). Cette diminution des fréquences est expliquée par I’influence de la
rigidité du matériau c-a-dire une augmentation de la valeur de I’indice de puissance k conduit
a une diminution du module d’élasticité de la plaque. En d'autres termes, la plaque devient

flexible lorsque l'indice de loi de puissance k augmente, et diminuant ainsi les valeurs de la

fréquence.
0 10 20 30 40 50
4.5 L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] 4.5
40 = 4.0
35 =35
30k — k=2 430
e k=5
25 =25
20 =20
0 10 20 30 40 50

Figure 1V.2: Les fréquences fondamentales adimensionnelles en fonction de rapports
d’épaisseur (a/ h) d’une plaques FG (AL/AI,O3) carrée simplement appuyée (m=n=1) pour

I’indice de puissance k= 2 ou 5.
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Tableau IV.5: Les fréquences fondamentales adimensionnelles en fonction de rapports

d’épaisseur (a/ h) d’une plaques FG (AL/AI,Os) carrée simplement appuyée (m=n=1).

a/h k=2 k=5
2 2.307 2.097
5 3.748 3.474
10 4.139 3.870
20 4.206 3.967
50 4.197 3.971

Les variations de fréquence fondamentale adimensionnelle de la plaque FG (Al /Al203)
simplement appuyeée sont présentés dans la figure 1V. 3 en fonction de rapport géométrique
pour deux valeurs d'indice de gradient (k), Nous remarquons d'aprés les résultats que la
fréquence fondamentale de la plaque FG diminue lorsque les deux paramétres de l'indice de

puissance et du rapport géométrique augmentent.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
10 = = 10
Sk =8
@ o} 16
Y 8 o4
2F -2
'] '] '] '] '] '] '] '] ']

Figure 1V.3: Les fréquences fondamentales adimensionnelles en fonction de rapports
géométrique (a/ b) d’une plaques FG (AL/Al;,O3) simplement appuyée (m=n=1) avec I’indice
de puissance k=2 ou 5.
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Tableau IV.6: Les fréquences fondamentales adimensionnelles en fonction de rapports

géomeétrique (a/ b) d’une plaques FG (AL/Al,Os) simplement appuyée (m=n=1) pour I’indice
de puissance k=2 ou 5, (a/h=10).

alb k=2 k=5
0.5 10.140 9.350
0.75 5.790 5.385
1 4.130 3.870
2 2.527 2.384
2.5 2.343 2.212

Les variations de fréquence fondamentale adimensionnelle de la plaque FG (Al /Al203)
simplement appuyeée sont présentés dans la figure 1V. 4 en fonction de rapport géométrique
pour deux valeur de rapport d’épaisseur (a/h), Nous remarquons d'apres les résultats que la
fréquence fondamentale de la plaque FG diminue lorsque les deux paramétres de rapport

d’épaisseur diminue et du rapport géométrique augmentent.

Tableau 1V.7: Les fréquences fondamentales adimensionnelles en fonction de rapports
géométrique (a/ b) d’une plaques FG (AL/AIO3) simplement appuyée (m=n=1) pour rapport
d’épaisseur (a/h=5ou 12).

a/lb a/h=5 a/h=12
0.5 7.543 10.48
0.75 5.021 5.873
1 3.784 4171
2 2.400 2.539
2.5 2.228 2.354
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0.5 1.0 15 2.0 2.5
12 T T T T T T T T T 12
B — a/h=5 "

10 k — a/h=12 4 10
sk 48
6k 46
4k 44
ok 42

3 3 3 3 3 3 3 3 3
0.5 1.0 15 2.0 2.5

a/b

Figure 1V.3: Les fréquences fondamentales adimensionnelles en fonction de rapports
géométrique (a/ b) d’une plaques FG (AL/AIO3) simplement appuyée (m=n=1) pour rapport
d’épaisseur (a/h=5ou 12).

L’effet du rapport d’épaisseur (a/h) de la plaque sur la fréquence de vibration est tres clair
dans les trois figures. Une diminution dans le rapport (a/h) conduit a une diminution dans les
fréquences adimensionnelle. On peut également dire que le rapport d’épaisseur (a/h) a un effet
considérable sur la fréquence fondamentale adimensionnelle. Cette dépendance est liee a

I'effet de cisaillement sur la fréquence de vibration.
IVV.5 Conclusion

Dans ce chapitre, Nous avons présenté les résultats de 1’analyse de la vibration libre des
plaques en FGM. en utilisant la théorie d’ordre élevé a quatre variables La présente théorie a
une forte similitude avec la théorie classique des plaques dans de nombreux aspects, n'exige
pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une inscription parabolique de la

contrainte de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en remplissant la condition de contrainte
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de cisaillement nulle sur les bords libres. Toutes les études comparatives ont démontrées que

les résultats obtenus en utilisant la théorie proposée a quatre variables et les autres théories de
déformation de cisaillement d'ordre élevé sont presque identiques.

Par conséquent, on peut dire que la théorie proposée est simple et efficace pour analyser la
vibration libre des plaques fonctionnellement graduées.

Les effets de divers paramétres, tels que le rapport d’épaisseur, le rapport géométrique et
I'indice de gradient sur la vibration libre des plaques FGM sont tous discutés. A partir de ce
travail, on dire que la présente théorie RPT des plaques proposée est exacte et simple pour la
résolution du comportement dynamique des plagues FGM. Cette étude peut étre considérée
comme premiere €tape pour I’étude des structures FGM présentant des défauts de fabrication a

savoir la stabilité dynamique.
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Conclusion géenérale

Dans ce travail une théorie d’ordre ¢€levé de déformation des cisaillements est
utilisée pour analyser la vibration libre des plaques FGM simplement appuyé.
La théorie proposée est une théorie raffine, le nombre des inconnues et les équations du
présent modele est réduit a quatre au lieu de cing, En décomposant le déplacement en
flexion et en cisaillement, et repose sur le principe d’Hamilton. Elle n'exige pas de facteur
de correction de cisaillement, et donne une description parabolique de la contrainte de
cisaillement transverse dans 1’épaisseur qui est beaucoup plus proche de la réalité tout en
remplissant la condition de contrainte de cisaillement nulle sur les bords libres de la
plaque.

Des solutions analytiques a 1’aide du calcul formel sont proposées et comparées
avec des solutions exactes de la littérature.

Les principaux résultats obtenus :

v les résultats présents (RPT) sont en excellent accord aux données existantes dans la
littérature et avec ceux obtenus par la RPT, le 2D HAPT et le FSDT qui utilisent de
nouveaux facteurs de correction de cisaillement.

v' L'augmentation de I’indice de puissance conduit a la réduction des fréquences
naturelles de la plaque.

v' la plague devient flexible lorsque l'indice de loi de puissance k augmente, et
diminuant ainsi les valeurs de la fréquence.

v' la fréquence fondamentale de la plaque FG diminue lorsque les deux parametres de
I'indice de puissance et du rapport géométrique augmentent.

v' lafréquence fondamentale de la plaque FG diminue lorsque les deux paramétres de
rapport d’épaisseur diminue et du rapport géométrique augmentent.

v/ L'étude a également montré que le rapport d'aspect géométrique (a/b) et le rapport
épaisseur/longueur (a/h) jouent un réle crucial dans la détermination des propriétées
dynamiques des plaques FGM. Les résultats ont montré que les plaques FGM la
plus minces tendent a présenter une réponse vibratoire plus sensible aux variations
de l'indice de gradient, tandis que les plagues plus épaisses présentent un
comportement plus rigide et résistant a la déformation.

A partir de ce travail, on dire que la présente théorie RPT des plagques proposée est exacte
et simple pour la résolution du comportement dynamique des plagues FGM. Cette étude
peut étre considérée comme premiére étape pour 1’étude des structures FGM présentant des
défauts de fabrication a savoir la stabilité dynamique.
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