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Introduction générale

Un treillis, ou systéme triangulé, est un assemblage de barres verticales, horizontales et
diagonales formant des triangles, de sorte que chaque barre subisse un effort acceptable,
et que la déformation de I'ensemble soit modérée.

Cette structure est devenue courante en construction a partir de la révolution industrielle,
pour des ponts, fuselages d'avion, etc. En effet, un tel assemblage présente une résistance,
rigidité et légéreté, et permet d'utiliser des éléments normalisés (barres) ; par ailleurs, le
treillis peut éventuellement étre pré assemblé.

Lorsqu'un treillis est soumis a un effort, certaines parties de I'assemblage sont mises en
compression et d'autres parties en tension. Par exemple, dans le cas d'un pont en treillis,
les poutres supérieures sont comprimées, les poutres inférieures sont tendues, et les piéces
en diagonale évitent le vrillage des poutres principales.

Les axes des barres concourent en nceuds; ce sont les points d'assemblage des barres.
D'un point de vue mécanique, les nceuds sont modélisés par des articulations parfaites.
Initialement, pour simplifier les calculs, les charges n'étaient appliquées qu'aux seuls
nceuds; l'utilisation de la méthode des éléments finis permet de s'affranchir de cette
simplification.

Les calculs de treillis ou structures sont une application de la mécanique statique. Pour
mener les calculs, on considere les hypotheses suivantes :

- le poids des barres est negligé ;

- les liaisons sont toutes des rotules (ou des pivots dans le cas d'un treillis plan), les
barres peuvent librement tourner les unes par rapport aux autres ; en effet, méme si
les poutres sont fixes entre elles, si I'on applique un effort transversal a une
extrémite d'une barre, le moment de la force a l'autre extrémité et la concentration
de contrainte a I'angle feront que l'articulation bougera, ce qui menera a la rupture ;

- les charges extérieures sont appliquées aux nceuds.

Ces hypotheses sont indispensables pour les calculs a la main. L'utilisation de logiciels
permet de s'affranchir de ces hypothéses, notamment en prenant en compte la déformation
des barres. La résistance de chacune des barres reléve de la résistance des matériaux. Par
contre, ces hypotheses restent la base des calculs de stabilité.

Notre travail consiste a calculer et analyser de telles structure tout en se basant sur les lois
de la statique pour développer une application de calcul qui nous facilite la tache affin de
faire un calcul rapide qui nous permet a partir des résultats d’intervenir afin d’optimiser et
améliorer une structure en treillis.

Ce modeste travail est composé de quatre chapitres dont le premier chapitre est consacré
a un rappel sur les treillis, le deuxiéme chapitre révele la méthode de calcul des structures
en treillis a partir des lois de la statique pour les systémes isostatiques. Le chapitre
troisieme expose le calcul des treillis par la méthode des éléments finis et enfin le
quatrieme chapitre consiste a traiter ce genre de structures en appliquant la méthode des
éléments finis.
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Chapitre 1 : Rappel sur les Treillis

Treillis

1. INTRODUCTION

1.1. DEFINITION

Les treillis sont trés largement utilisés en construction. Qu'il s'agisse de structures faites
d'acier, de bois ou autre, les treillis se retrouvent dans les fermes de toiture, de grues, de
ponts roulants, de pyldnes, etc. On fait appel a ce mode de réalisation dans le but essentiel
d'alléger I'ensemble d'une construction tout en assurant une plus grande stabilité.

Les treillis sont des structures dont les piéces sont assemblées de facon a former des

triangles. Le triangle a été pris comme base de ces constructions parce qu'il est la seule
figure géométrique indéformable.

A

A | =
Tout polygone autre qu'un triangle est Un triangle et par contre
déformable indéformable

Figure 1.1 : structure polygone et triangle

Les treillis peuvent étre sollicitées par des forces externes comme les charges a supporter, le
poids propre de la structure, le poids de la neige, le trafic, les réactions d'appuis, ... tandis que
les pieces de ces structures sont soumises a des forces internes de la part des piéces voisines.
Ces efforts internes et externes doivent étre déterminées pour pouvoir choisir les matériaux
requis dans la réalisation des constructions. Des pieces trop grosses ne sont pas économiques
par contre des piéces trop petites ne sont pas securitaires.
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Définitions:

Barres ou membrures: Les piéces d'une structure triangulée sont des
barres. Elles sont faites d'acier, de bois ou autre. On associe genéralement les barres ou
membruresdes treillis a des barres articulées.

Neceuds:  Le point de rencontre de deux ou plusieurs barres s'appelle un nceud. Les nceuds
peuvent étre faitde joint solide (assemblage par rivetage, soudage,...) ou des articulations
(assemblage par rotule, axe, ...)14

»

Charge

Figure 1.2 : exemple d’un treillis

2. TYPE DE TREILLIS

Les treillis peuvent étre classés en plusieurs catégories comme par exemple :
2.1. Ferme de pont :

Dans ce type en trouve les treillis suivant :

* Treillis Pratt : dans ce treillis, lesdiagonales sont en traction sous 1’action des
charges gravitaires. llest donc utilisé pour des actions descendantes prédominantes.

* Treillis Howe : les diagonales sonttendues sous I’action des charges ascendantes.
Cette solution est utilisée pour des situations ou le soulevement est prédominant
(batiments ouverts par exemple).

* Treillis Warren : dans ce type de treillis, les diagonales sont soit tendues, soit
comprimées. Cette forme est également utilisable comme treillis horizontal de poutres
de roulement.

* Treillisen K,
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Pratt

Warren

Figure 1.3 : ferme de pont
2.2. Ferme de Toit :
Les fermes de toit sont utilisées depuis plus de 50 ans dans 1’industrie de la
construction de batiments et offrent de nombreux avantages.

Warren

Figure 1.4: ferme de toit

Voici aussi quelques-uns des types de fermes de toit les plus populaires :
Ferme de toit standard :

Les fermes de toit standard sont fiables et polyvalentes. Elles offrent une portée pouvant aller
jusqu’a 72 pieds (22 métres) et leur conception triangulaire simple les rendent faciles a
intégrer a plusieurs types de projets de construction.

Ferme de toit de grange :

Les fermes de toit de grange sont tout indiquées pour ériger plus facilement des batiments

agricoles ou résidentiels au profil semblable a celui d’une grange.
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Ferme de toit habitable :

Comme leur nom I’indique, les fermes de toit habitables permettent de créer un espace
habitable dans les combles. La membrure inférieure de ce type de ferme est utilisée comme
solive de plancher et les entretoises de soutien constituent les murs de la piéce a aménager.

Ferme de toit ciseaux :

Les fermes de toit en ciseaux sont souvent habituellement utilisées pour créer un effet de
plafond cathédrale dans un batiment. Elles n’ont pas a étre installées sur des poutres ou des

murs porteurs.

Ferme de toit plate :

Les fermes de toit plates sont frequemment utilisées pour construire des toitures plates, mais
servent aussi parfois dans la construction de planchers. Elles peuvent étre dotées d’une faible

pente permettant de compenser la déflexion et assurant un drainage positif.

Ferme de toit cathédrale :

Les fermes de toit cathédrale sont idéales pour créer un effet de hauteur dans un batiment
résidentiel ou commercial. Leur principale différence avec les fermes de toit ciseaux est la

présence d’une poutre horizontale.

Ferme de toit deux hauteurs :

Lorsque les fermes de toit possedent des dimensions verticales trop importantes pour étre
fabriguées et/ou livrées, elles peuvent étre concues en deux parties. Appelées fermes de toit
deux hauteurs, ces éléments de charpente doivent toutefois étre assemblés sur le chantier,
mais offrent un rendement comparable aux fermes de toit standard livrées en un seul morceau.

Ferme de toit monopente :

Les fermes de toit monopente possédent un profil semblable a un triangle rectangle (triangle a
angle droit). En réalité, elles représentent une moitié de ferme standard. Ce type de ferme de
toit est souvent utilisé dans la construction de hangars, de garages ou pour ajouter une
extension a une toiture existantel.


https://usihome.com/rendre-combles-habitables-grace-ferme-toit-usinee-bois/
https://usihome.com/rendre-combles-habitables-grace-ferme-toit-usinee-bois/

Chapitre 1 : Rappel sur les Treillis

2.3. Grues :

Figure 1.5 : grues

Il existe trois grandes catégories de treillis plans : le treillis simple, le treillis
compose et le treillis formé de barres qui se chevauchent.

> Le treillis simple est formé uniquement de mailles triangulaires :

Si le nombre de réactions d'appui ne dépasse pas trois, ce type de treillis est le plus souvent
isostatique. 1l existe toutefois des exceptions comme le montre la figure ci-contre : il s'agit d'un
treillis simple qui se referme sur lui-méme et dont le degré d'hyperstaticité interne est égal a 3

Figure 1.6 : treillis simple

> Le treillis composé résulte de I'assemblage de treillis simples :

Un tel treillis peut étre isostatique (c'est le cas du treillis ci-contre) ou hyperstatique.
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Figure 1.7: treillis composé

> Le treillis formé de barres qui se chevauchent sans étre reliées
physiquement :

Figure 1.8 : treillis de barres chevauchant
Un tel treillis peut étre isostatique ou hyperstatique : dans le cas ci-dessus il est hyperstatique
de degre 1.

Le treillis ci-dessous, par contre, est isostatique. Il est toutefois qualifié de complexe car il ne
peut étre analysé ni par la méthode de Cremona ni par la méthode des sections. Seule une
méthode matricielle lui est applicable!!,

Figure 1.9 : treillis de barres chevauchant

3. Méthode des sections pour les treillis plans :

Les treillis plans sont des structures porteuses composées exclusivement de barres droites. Les
barres sont reliées entre elles par ce que 1’on appelle des nceuds. Pour déterminer les réactions
d’appui ainsi que les forces et moments qui sont transmis dans les nceuds, on commence par
émettre des hypotheses idéalisantes :

- Les barres sont reliées de maniere centrée et articulée au niveau des nceuds.

- Les forces externes s’exercent uniquement au niveau des nceuds.
Ces conditions pour I’obtention d’un treillis idéal permettent de s’assurer que toutes les
barres sont sollicitées uniqguement en traction et en compression. Différentes méthodes des
sectionssont utilisees pour calculer les réactions d’appui et les efforts dans la barre.
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3.1. Méthode des nceuds :

Avec la méthode des nceuds, on coupe tous les nceuds les uns aprés les autres. A chaque
nceud, on établit les conditions d’équilibre. Pour pouvoir appliquer la méthode des nceuds, il
faut que le nombre de forces inconnues qui s’exercent au niveau du neeud soit de deux

maximum. Grace a cette méthode, aucune des efforts dans la barre n’est oublié en cas de
treillis complexes.

S efforts dans la barre, A+B réactions d’appui, F forces, indice V forces verticales,
indice H forces horizontales

Figure 1.10 : méthode des nceuds

3.2. Méthode des sections de Ritter :
La méthode des sections de Ritter est utilisée lorsque I’on souhaite déterminer uniquement
certaines efforts individuels dans la barre dans un treillis. Pour pouvoir appliquer la méthode
des sections de Ritter, il faut que les réactions d’appui et les forces externes soient connues.
La coupe passe par trois barres, dontdeux sont reliées dans un nceud. Pour la condition
d’équilibre desmoments, il est judicieux de choisir comme point de référencele point
d’intersection entre les deux efforts dans la barre. Cela permet de n’avoir plus qu’un efforts
dans la barre inconnu dans1’équation. L’avantage de cette méthode est de permettre un
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calcul des différents efforts dans la barre, sans avoir a considérer tous les nocuds.

S efforts dans la barre, A+B réactions d’appui, C nceuds, F force,
L longueur de barre, S; effort dans la barre recherché

Figure 1.11 : méthode des sections de Ritter

3.3. Epure de Cremona (plan des forces) :
L’épure de Cremona est une méthode graphique de détermination des efforts dans la
barre dans un treillis. Pour pouvoirappliquer 1’épure de Cremona, il faut que les réactions
d’appuiet les forces externes soient connues, ou qu’elles aient été déterminées au prealable
a I’aide de la méthode des nceuds. Ondessine alors de maniere systématique un plan des forces
pourchaque nceud ayant une force connue et deux forces inconnues, et 1’on inscrit la direction
des forces dans tout le plan des forcesdu treillis. On se sert du triangle des forces pour
mesurer lesefforts dans la barre inconnus. Grace a cette méthode, aucundes efforts dans la
barre n’est oublié en cas de treillis complexes, et toutes les directions des forces sont
reportées correctement!®,
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Ss
S
S-S5 efforts dans la barre, N —

A+B réactions d’appui, ANl S2
I-1V nceuds, F force,

indice V forces verticales, indice H forces horizontales,L
longueur,

en vert: sens de rotation y

S1

Figure 1.12 : méthode Epure de Cremona

4.1. Construction :

Les treillis étant généralement des barres articulées, doivent étre construits selon des
regles strictesafin d'en assurer leur rigidité.
Méthode:
- On construit un premier triangle avec trois barres articulées; ce qui donne trois
barres et trois nceuds.
- On ajoute a ce premier triangle un autre triangle en insérant deux barres; ce qui
donne maintenant cinq barres et 4 nceuds.

- On ajoute triangle par triangle (en ajoutant deux barres et 1 nceud) jusqu'a l'obtention
de la structure complete.
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| 2 3
trigngle triangles, trigngles
3 barres 2 barres 2 ba}? es 7 barres
3 neenids I noend I neend 5 noeeuds

Figure 1.13 : construit & un treillis
Donc si lI'on ajoute 1 triangle, on ajoute par le fait méme 2 barres et 1 nceud. En
généralisant on peutdire que: si on ajoute x triangles, on ajoute de ce fait x nceuds et
2X barres.

Posons: m = nombre de barres du treillis
n = nombre de noeuds du treillis

Donc : n= 3 + X 4.1)
neeuds du neeuds
premier triangle ajoutés

m= 3 + 2X 4.2)

Afin d'éliminer les x, on peut prendre I'équation 4.2 et soustraire 2 fois I'équation 4.1.

m= 3 + 2X
-(2n = 6 + 2X)
(m-2n= -3
d'ol m=2n-3 (4.3)

Donc pour un treillis comportant par exemple 6 nceuds, celui-ci possédera (6 x 2 - 3) barres;

c'est-a- dire 9 barres. Il ne faut pas oublier qu'il faut toujours respecter l'ordre de
construction.

4.2. Assemblage :

On construit les treillis en assemblant les barres aux nceuds par différents moyens.
L'assemblage se fait par boulonnage, rivetage, chevillage, soudage, ... Si I'assemblage se fait
par soudure ou rivetage, on considére que le nceud est articulé si les axes des barres sont
concourantes et si les barres sont longues par rapport a leur grosseur.

W
4 | e |

L = 1

Cheville Soudure Boulonnage on
rivetage

Figure 1.14 : Assemblage des treillis
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4.3. Chargement :

Le chargement que doit supporter un treillis doit étre appliqué aux nceuds; ce qui a pour
effet de provoquer des contraintes en traction et en compression dans les barres. Le fait
d'ajouter une charge sur une barre entre ses articulations amenerait un effort en flexion qui
pourrait provoquer la destruction du treillis. Introduction Générale

Un treillis bien charge

Un treillis mal chargé

Figure 1.15 : charge sur les treillis
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Chapitre 2 : Calcul des treillis

I. Calcul des Treillis :

Les calculs de treillis ou structures sont une application de la mécanique statique. Pour mener
les calculs, onconsidere les hypothéses suivantes :

Les calculs de treillis ou structures sont une application de la mécanique statique. Pour mener
les calculs, on considére les hypothéses suivantes :

o le poids des barres est négligé ;

« les liaisons sont toutes des rotules (ou des pivots dans le cas d'un treillis plan), les
barres peuvent librement tourner les unes par rapport aux autres ; en effet, méme si les
poutres sont fixes entre elles, si I'on applique un effort transversal a une extrémité
d'une barre, le moment de la force a l'autre extrémité et la concentration de
contrainte a l'angle feront que l'articulation bougera, ce qui menera a la rupture ;

e les charges extérieures sont appliquées aux nceuds.

Ces hypothéses sont indispensables pour les calculs a la main. L'utilisation de logiciels permet
de s'affranchir de ces hypotheses, notamment en prenant en compte la deformation des barres.
La résistance de chacune des barres releve de la résistance des materiaux. Par contre, ces
hypotheses restent la base des calculs de stabilité®.

1. Inspection des treillis :
Avant d'entreprendre le calcul des contraintes dans les barres d'un treillis, il faut d'abord
verifier sice treillis respecte la relation vue précédemment, a savoir:
m=2n-3

m<2n-3 le treillis est mou (systéme instable).

m>2n-3 le treillis est hyperstatique, c'est-a-dire qu'il contient plus de barres que
nécessaire et nous n'étudierons pas ce cas ici.

m =2n — 3 est respectée, il faut alors vérifier si lI'ordre de construction a été respecté. Le
fait dedéplacer une barre détruit la rigidité d'un treillis.

2. Systémes isostatiques et hyperstatiques :
A. Systéme isostatique :
Si le nombre d'éléments inconnus des réactions d'appuisest égal au nombre d'équations
d'équilibre dont on dispose, le systéme est dit isostatigue. On a un systeme possedant
autant d'inconnues que d'équations donc on peut résoudre ce type de systeme.
Trois équations:

Equilibre de translation:

Equilibre de rotation:
TM =0 ®

Trois inconnues: A,, Ay et B,


https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_statique
https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_statique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Liaison_(m%C3%A9canique)#Liaison_rotule,_sph%C3%A9rique_ou_sph%C3%A8re/sph%C3%A8re
https://fr.wikipedia.org/wiki/Moment_d%27une_force
https://fr.wikipedia.org/wiki/Concentration_de_contrainte
https://fr.wikipedia.org/wiki/Concentration_de_contrainte
https://fr.wikipedia.org/wiki/Tenseur_des_d%C3%A9formations
https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9sistance_des_mat%C3%A9riaux
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Systeme isostatique
3 équations
3 inconnues

Figure 11.1 : systéme isostatique
B. Systeme hyperstatique :
Si le nombre d'éléments inconnus des réactions d'appuis est supérieur au nombre
d'équations d'équilibre dont on dispose, le systeme est dit hyperstatique. On a un systéeme
possédant plus d'inconnues que d'équations donc on nepeut résoudre ce type de systeme
par les méthode que l'on connait.
Trois équations:

Equilibre de translation:

Equilibre de rotation:
TM =0 ®

Quatre inconnues: A,, Ay, By et By

Systeme hyperstatique
3 équations
4 inconnues

Figure 11.2 : systeme hyperstatique

C. Systéme instable :
Si le nombre d'éléments inconnues des réactions d'appuis est inférieur au nombre
d'équations d'équilibre dont on dispose, le systéme est dit instable. C'est par exemple le
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cas d'un systeme reposant sur deux appuis simple comme l'exemple ci-contre: la structure
peut se déplacer latéralement!.
Trois équations:

Equilibre de translation:
YF, =0 @
SFy=0 @

Equilibre de rotation:
TM =0 ®

Deux inconnues: Ay et By

T .:-;;.. E"I
E 0 n-;=§- .Fl

Systeme instable
3 équations
2 inconnues

Figure 11.3 : systeme instable
3. Calcul du degré d’hyperstaticité d’un treillis :

La procédure décrite dans le chapitre 3 est applicable aux treillis. 1l est cependant
possible de la simplifier pour I'adapter a ceux-ci. Soit b le nombre total de barres, r le
nombre de réactions d'appui et n le nombre total de nceuds.

Par nceud rotulé, on peut établir 2 équations (équilibre vertical et équilibre horizontal), ce
qui procure un total de 2n équations. Par ailleurs, les inconnues sont les b efforts
normaux relatifs a chaque barre ainsi que les r réactions d'appui.

Le degréd'hyperstaticité vaut donc :

Is,treillis = (b + r) - (2n) l

4. Reésolution des trellis isostatiques:
Il existe plusieurs méthodes de résolution des treillis isostatiques, parmi lesquelles :
* la méthode des sections (ou méthode de Ritter (Allemagne, 1779-1859)), dont
le principe consiste a isoler des morceaux de structure judicieusement choisis et
a ecrire leurs équations d'équilibre.
« la méthode graphique de Cremona.

* la méthode générale exprimant 1'équilibre de tous les nceuds selon une formulation
analytique.
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» La méthode des sections :

"
I > N3

3 efforts inconnus ,
3 équations disponibles

AR RS

T Réaction connue

Figure 11.4 : Méthode des sections.

La méthode des sections consiste a effectuer une découpe imaginaire qui sépare la
structure en deux parties distinctes, de telle fagon que I'une des deux parties au moins
soit caractérisée par un maximum de trois efforts inconnus. En d'autres termes, la
section ne peut pas couper plus de trois barres. Il suffit alors d'ecrire les équations
d'équilibre de I'une des deux parties pour déterminer les efforts inconnus. Si la partie
de structure dont on effectue I'équilibre contient des appuis, il faudra au préalable
avoir calculé les réactions correspondantes.

On peut ensuite répéter cette démarche autant de fois que nécessaire en effectuant
d'autres sections.

» La méthode graphique de Cremona :

Il s'agit ici de tracer le polygone des forces pour chaque nceud, l'un apres l'au- tre.
Cette méthode n'est pas applicable en un nceud si plus de deux efforts y sont inconnus.
Pour plus d'informations sur la méthode de Cremona.

» La méthode générale exprimant I'équilibre de tous les nceuds :

Cette méthode n'est pas vraiment intéressante lors d'un calcul manuel car elle nécessite
la résolution d'un systéeme dont le nombre d'équations devient vite important
(2 équations par nceud). De plus, lors d'un calcul par ordinateur, nettement plus
systématique et applicable également aux treillis hyperstatiques. Cette méthode est
donc d'un intérét limité.

Soit un neeud d'indice i reliant plusieurs barres :

Neeudyarre

Barre : effort Nparre
(Xbarre ,ybarre )

Neeud i ;

Figure I1.5 : Méthode générale
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Pour que ce nceud soit a I'équilibre, il faut que :

» la somme des composantes horizontales Nix des efforts Ni exercés sur ce nceud soit
nulle.

» la somme des composantes verticales Niy des efforts Ni exercés sur ce nceud soit nulle.

Si awarre €St I'angle que fait une barre concourante au nceud i avec I'horizontale, les deux
conditions précédentes s'expriment sous la forme suivante :

Effort extérieur Q(Qxi, Qyi )

Neeudyarre

Barre : effort Ny
_“”_“”__””_””:_‘)_{FI:I..B (Xbarre1ybarre)

Figure 11.6 : Méthode générale

r
Z Nbarre COSOLbarre :0

Barres
concourantes
au neeud i

z Nbarre Sln Otbarre = 0

Barres
\ concourantes
au noeud i

Si on exprime chaque angle o en fonction des coordonnées (Xiyi) du nceud i et
(Xoarre,Yoarre) de l'autre nceud de la barre correspondante et que l'on rajoute les
composantes connues (Qxi, Qyi) d'un effort extérieur éventuel exercé au nceud i, les
équations ci-dessus deviennent :

barre 1 : effort M (N, Ny

¥ ‘ Neeud 7

barre 3 : effort N3 (Nax, N5

barre 2 - effort My (Mo, Moy

Figure 11.7: Méthode générale
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( Xparre X l
Qx,i + § Nbarre L = O
Barres barre
concourantes
au neeud i
< N Ybarre 4 i _
Qi+ E barre L — O
barre
Barres
concourantes
K au neeud i

Sion écrit ces 2 équations pour chaque nceud, on obtient un systeme dont la dimension est
¢gale au double du nombre total de nceuds du treillis. Remarquons que si le nceud correspond
a un appui, les équations ci-dessus doivent étre complétées par les composantes (Rxi, Ryi) de la
réaction correspondante :

r Xparre X1
Rx,i + Qx,i + Z Nbarre — O
Barres Lbarre

concourantes
au neeud i

ybarre_ yl
Ry,i + Qy,i + Z Nbarre L— - 0

barre
Barres
k concourantes
au neeud i
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1. Calculs statique des treillis par la RDM

L'objectif dans ce titre est de vous initier au calcul analytique de la réponse statique d'un
treillis bidimensionnel. Ces calculs permettent d'obtenir trés rapidement I'état de contrainte
(effort normal) dans les éléments d'une structure simple. La connaissance de I'effort normal
dans les éléments du treillis permet de vérifier que la structure reste dans le domaine
élastique, et qu'il n'y a pas d'instabilit¢ (étude du flambement). Utile pour le pré
dimensionnement, savoir effectuer ces calculs analytiques permet d'assimiler l'utilisation
des outils d'analyse qui sont utilisés lors des calculs numériques.

Pour les treillis plus complexes (géométrie, forte hyperstaticité, ou cas de chargement
multiples) ou pour les études dynamiques, la méthode des éléments finis présentée dans le
chapitre suivant, permettra d'effectuer les calculs numériques.

1. Théoremes énergétiques de la RDM :

Nous énoncons les trois principaux théoremes énergétiques couramment utilisés pour les
calculs statiques. La démonstration de ces théorémes est basée sur I'existence de I'énergie de
déformation élastique. Vous trouverez ces déemonstrations dans tous les ouvrages de
résistance des matériaux. Nous nous attacherons d'avantage a leur utilisation dans le cadre
du calcul pratique des structures.

Les trois théorémes peuvent se deduire de I'écriture du principe des travaux virtuel en statique
Soit en utilisant I'énergie de déformation élastique :
OWipt+0Wey =0
OWeyt =0 Ey
L'énergie élastique emmagasinée est égale a I'énergie fournie pour déformer la structure depuis son
état initial jusqu'a son état final, c'est le travail des forces extérieures appliquées a la structure.

2. Theoreme de Maxwell — Betty :
Le travail d'un systéme de force F1 dans le deplacement produit par un systéme de force

F, est égal au travail du systéme de force F.dans le déplacement produit par le systéme de
force F1.
Ce que nous pouvons énoncer sous la forme :
W(l->2)=W((2->1)
ou F,.02=F,01

L'intérét de ce théoreme est historique (1864-1872) on trouve ce théoréme de réciprocité dans
d'autres domaines de la physique (électricité, électromagnétisme, fonctions de transfert). Du
point de vue mécanique ce théoreme de réciprocité énonce la symétrie de l'opérateur "raideur"
liée a I'existence de I'énergie de déformation élastique. Castigliano (1873) I'a utilisé dans la
démonstration de son théoréme.
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2.1. llustration du théoreme de Maxwell-Betty :

X=a -t g .
| La solution du probléme 1 est connue : U; = ~_
y _Fa ES
17 =
ES Appliquons le théoreme de Maxwell-Betty
Q Fu =Qu =Q "==>u -9
_n 2 1 2
— U, = ES ES
Résultat prévisible

3. Théoréme de Castigliano :
La dérivée partielle de I'énergie de déformation de la structure par rapport a un effort est
égale audéplacement du point d'application selon la ligne d'action de cet effort.

Ce que nous pouvons énoncer sous la forme :

0E,
oF
Ce théoréme est tres pratique, puisqu'il permet de calculer le déplacement d'un point de la
structure sans avoir a intégrer les équations différentielles locales. Pour calculer le

déplacement d'un point qui n'est pas chargé on introduit une charge fictive X dans la
direction souhaitée.

=3,

5.

Ménabréa a eu l'idée d'utiliser le théoreme de Castigliano pour déterminer les inconnues
hyperstatiquesd'un probléme. Cette utilisation particuliére porte le nom de théoréme de
Ménabreéa.

4. Théoréme de Ménabréa :
Pour une structure hyperstatique de degré N, les N inconnues hyperstatiques

I'énergie de déformation élastique de la structure.
Ce que nous pouvons énoncer sous la forme :

. 9E (F .Xi)
vie[L,N] ——— =0
0X;
L'intérét est évident puisque ce théoreme permet de construire le systéme matriciel des N
équations pour déterminer les N inconnues hyperstatiques.

Ce théoreme peut étre vu comme l'utilisation des multiplicateurs de Lagrange, puisqu'il
consiste a couper les liaisons hyperstatiques pour faire apparaitre soit des efforts internes soit
des efforts de liaison. On calcul alors I'énergie de déformation en fonction de ces inconnues.
Pour respecter les liaisons coupées il faut écrire que le travail de I'effort de liaison est nul,
c'est le théoréme de Ménabréal®l.
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5. Exemple :

Pour le treillis isostatique ci-dessous, on propose :

« de calculer les réactions d'appui;

« de déterminer les efforts dans chacune des barres par les trois méthodes(méthode de
Cremona, méthode des sections, méthode générale).

L o L Jo[N]

Module E et section A identiques pour
toutes lesbarres

Solution :

» Calcul des réactions d'appui :

(R0 lQ [kN]

Soit Nz & Ne les efforts normaux relatifs aux barres 1 a 6. Remarquons que laréaction

Rva est forcément nulle puisqu'elle ne peut étre équilibrée par aucunautre effort vertical.
En effet, Rua et N1 agissent uniquement selon un axe horizontal.

e équilibre des efforts verticaux : Rvs = Q
e équilibre des efforts horizontaux : Ria + Rug =0
e équilibre des moments par rapport au point A : Rugl — Q#2L =

On obtient : Ryg = Q, Rug = ZQ, Rpa = —2Q, (RVA= 0)

» Calcul des efforts dans les barres par la méthode de Cremona :
neeud E -

{st Q (traction)
Ne= -vV2 Q (compression)
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neeud D (Ns connu) :

{Ng =-Q (compression)
Ns=Q (traction)

neeud C (N4 et Ns connus) :

N:=2Q (traction)
N,=-+2 Q (compression)

» Calcul des efforts dans les barres par la méthode des sections :

A1 ] lQ [1eN]
e [
RHA 2
R+g 4 5
3 Section 2
Rug B D

Section 1

Section 1:

Section 1

o équilibre des efforts verticaux : N, cos45° + Q =0
o équilibre des efforts horizontaux : N1 + N2 c0s45° + N3 =0
o équilibre des couples autour du point C : NsL + QL =0

Ni=2Q (traction)

Sachant que cos45° = 1///2 , onobtient : < N,=-+v2 Q (compression)
Ns=-Q (compression)
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Section 2 :
iQ [N
> e E

&

Ns

Section 2

e équilibre des efforts verticaux : Ng cos45°+Q =0

e équilibre des efforts horizontaux : Ns + Ne cos45°= 0

On obtient : 4 \e=Q  (traction)
Ne= V2 Q (compression)

Le calcul de N4 est immédiat si on effectue une section dans les barres 3, 4 et5 :
on obtient directement N4 = charge extérieure Q (traction).

» Calcul des efforts dans les barres par la méthode générale :

Il faut considérer chaque nceud et écrire les équations d'équilibre qui lui sont
relatives :
Xparre X1

( Rx,i + Qx,i +Z Nbarre L— - 0

Barres barre
concourantes
au neeud i

ybarre_ yl
Ry,i + Qy,i + Z Nbarre L— - 0

barre

Barres
k concourantes
au noeud i

fd

R 5 lQ [N
1 C "
RL-E T% E
RTB .

4 6

E—
R.\'B B X D

Neeud A :
e coordonnées du neeud A : (0,L)
e barre concouranteen A:  Barre 1 : nceud opposé (L,L), longueur L
o effort extérieur appliqué : aucun

o présence d'un appui (Rxa,Rya)
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Ry +0+ N, (%)

Ry +0 + N, (LL;L)

0

Neeud B :

e coordonnées du neeud B : (0,0)

e barres concourantes en B : Barre 2 : nceud opposé (L,L), longueury/ 2L
Barre 3 : nceud opposé (L,0), longueur L

o effort extérieur appliqué : aucun

e présence d'un appui (Rxe,Rys)

R,z +0+N, (%) + N; (%) =0 Rx3+%+N3_0
Ry 048, (50 41, (50 =0~ Ryp+i2=0

Neeud C :

e coordonnées du neeud C : (L,L)
e barres concourantesen C : Barre 1 : nceud opposé (0,L), longueur L

Barre 2 : nceud opposé (0,0), longueur J2L

Barre 4 : nceud opposé (L,0), longueur L

Barre 5 : nceud opposé (2L,L), longueur L
o effort extérieur appliqué : aucun

e pas d'appui
(0+0+N(0_L>+N (O_L)+N(L_L)+N(2L_L)—o
0+0+N(L_L>+1v(O_L)+N(0_L)+N(2L_L)—o
l ) \ V2L *\ L "\ L )
N
~N; Y24 =0
N V2
M2_n,=0
\/5 4

Neeud D .

e coordonnées du neeud D : (L,0)

e barres concourantes en D : Barre 3 : nceud opposé (0,0), longueur L
Barre 4 : nceud opposé (L,L), longueur L
Barre 6 : nceud opposé (2L,L), longueury/2L

o effort extérieur appliqué : aucun

o pas d'appui
0+0+N; (55) + Ny (55) + Ns (35) =0 —N3+%=
0+ 0+ M (52 + 8, (52) # 8, (52) =0 wexNemo
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Neeud E :

e coordonnées du nceud E : (2L,L)

e barres concourantes enE : Barre 5 : nceud opposé (L,L), longueur L
Barre 6 : nceud opposé (L,0), longueur JL

o effort extérieur appliqué : (QxQy)=(0,-Q)

e pas d'appui

0+0+Ns (25) + v, (5) = 0 —Ns—%=
=

-0 () () =0 T -

Finalement, on obtient un systéme de dix équations dans lequel les dix inconnues
sont N1 a Ne et Rxa, Rya, Rxg, Ry :

N,

~N;——2+N:=0 Ne_
R.,=0 _Nz_ _ Ng
yA 7 N,4=0 —NS—TS—O
R +&+N =0 N
xB J2 3 —N3+—6=0 Q+%=O
R, p+2=0 V2 V2
YBT3
Ces dix équations peuvent étre exprimées sous forme matricielle :
1 0 0 0 0 0 1 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 1 0 O
o 1 1 0 0 0 00 10
/‘/E Ny 0 0
0 1/ﬁ 0o 0 0 0 000 1[N 0 0
1 N3 0 0
-1 - /\/7 0 0 1 0 0 0 0 O N, 0 0
-1 — N 0] _160
0 /\/7 0 1 0 0 0 0 0 O N, + 0l1=1o0
0 o -1 0 o ! 00 0 0]|Rxa 0 0
vz Ry, 0 0
o 0 0 1 0 1/\/2 0 0 0 0[|Ry 0 0
Ryp Q Q
0 0 o 0o -1 -1 000 0| 7~
vz
0 0 o o o 1 00 00
vz
La résolution de ce systéeme fournit les solutions suivantes :
( Ny =20
Ny =—V2Q  (Rea=-2Q
) N3 = -0 e Rya =0
N, =90 Ryp =20
Ny=Q  (Ryp=0

\Ng = —V2Q
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Chapitre 3: Calcul des structures par elements finis

I11. Elément fini de barre pour le calcul des treillis :
1. introduction a I’élément de barre :

On désigne par barre une poutre travaillant seulement en traction-compression. Typiquement,
les treillis de poutres sont souvent approximés dans un premier temps comme un ensemble de
barres rotulées entre elles (Figure 1.1). Les 2 extrémités sont les nceuds de I’élément.

On présente dans cette partie I’élément barre de fagon simple en utilisant les connaissances de
mécanique d’un éléve de Bac+2 :

— principe fondamental de la statique,

— torseur de cohésion,

— sollicition de traction-compression pour une poutre,
— méthode des nceuds.

Le but est de mettre en ceuvre rapidement la méthode. Cependant, la méthode des eléments
finis ne peut pas se réduire a cette démarche simple dans le cas général d’une piece
tridimensionnelle.

Figure 111.1 :Exemple de calcul par éléments finis d’un pylone électrique (éléments barres).

-
, . 2 i
Avant déformation : i‘ o =
s ! o i
| L =
. . . ! ! O ! 1
Aprés déformation : O : o
P L

Figure 111.2 : Elément barre a 2 neeuds.
2. Equilibre de I’élément barre :

Un élément de barre est représenté par un segment de droite reliant les deux extrémités de la
barre (Figure 1.2). La barre est caractérisée par sa longueur |, par ’aire de sa section S et par
son module d’Young E. Les extrémités sont appelées les nceuds de la barre, ils ont pour
abscisses x1 = 0 et x2 = I.
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La barre est en équilibre sous les actions des forces F1x et F2 x’aux nceuds 1 et 2. On note
les déplacements des nceuds 1 et 2 respectivement Uy X, U2 X .

-Le torseur de cohésion en Oy peut s’écrire de deux fagons :
{Ko,Hext.» 2} =N = F, (2.1)
ou bien :
{Ko,} = —{ext.> 1} = N= —-F, (2.2)

On remarque que la barre est bien en équilibre car F1 + F2 = 0.
-La relation entre N, uz et uz pour une poutre en traction est :

ES ES 2.3)
N:T&=>N= T (u, —uq)

- En utilisant les résultats précedents on a alors :

F, = E_IS (wy — uy) (2.4)

ES (2.5)
F, = T (—uy +uy)

- Ces deux derniéres relations s’écrivent sous la forme matricielle suivante :
[Fl] _ES [ 1 —1] [ul] (2.6)
F17 1 -1 11l

kz? [—11 _11] &0

est appelée la matrice de rigidité de 1’élément barre.

La matrice :

Exemple : On prend une poutre encastrée a gauche (u1 = 0), et on appligue un effort F a
I’extrémité droite (F2 = F). Le systeme matriciel a résoudre est le suivant :

ES —

T[—11 11] [Z;]Z Iljﬂ
Qui devient ici :

ESr1 —-1q[0]_ [F

T[—l 1”uz]‘ Fz]

ou les inconnues sont le déplacement de I’extrémité droite U et la force de réaction de
I’extrémité gauche F1. Ce systéme de 2 équations & 2 inconnues donne la solution :
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Fl
"2 T s
Et F,= —F
L’effort normal est déterminé par :
ES ES
N=T(u2 1)=T( —0)=F

3. Etude de deux barres :
3.1. Assemblage des matrices de rigiditée élémentaires :

On suppose deux barres de longueurs, de modules d’Young et de sections différentes collées
bout & bout et soumises a de la traction (Figure. 3.1). Les barres sont numérotees | et I, elles
sont reliées a trois nceuds 1, 2 et 3. Ces trois nceuds subissent les forces extérieures Fx;
Fx, et Fx; L’équilibre global s’écrit

Fr+F+F=0. (3.1)

A I’équilibre, I’ensemble des deux barres s’est déformé, les nceuds 1, 2 et 3 se sont déplacés
respectivement de uix” , Uz x” et uz x” (U1 < Uz < Us si les deux barres sont en traction). Les
¢quilibres des nceuds s’écrivent :

— équilibre du nceud 1 (méthode des nceuds)

Fi+Ni=0=-N1=F (3.2)
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ra
F,, 5 )) s, S5 )
A

— EJ.-I? —::_'-—?,[2? —_— 113?
.
état déformé ]) )
L
1 2 3
I Ir
™y F g
O) (O (O
A7 LN
—_— ——
— N1 T~ 7 SN

DU 4

F o
ﬁ

— N> 2~ I AN T
— ~ Ly -

N 3
> ——

Figure 111.3 :Deux barres en traction.

—<equilibre du neeud 2
Fo—-N1+N=0=>N1—-N2=F; (3.3)

— ¢équilibre du neeud 3
Fs—N2=0=>N2=F3 (3.4)

Pour chaque élément, on peut relier I’effort normal a I’allongement de la barre :

— élément | :
S
Ny = == (up —uy) (3:5)
Ly
— élément 11 :
E,S
N, = 2 = (uz —up) (36)
2

En remplagant dans les expressions des équilibres des neeuds, on a les trois équations
suivantes :

E S
Lq

3.7)

(U —uy) = F
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E1S1
Lq

E;S;

(up —wy) = =2 (uz —up) = F (38)

E,S, (3.9

(us —up) = F3
En notant ky = E1S1/L1 et ko = E2Sa/L2, on a alors le systéme matriciel suivant :

ki —ky (3.10)
—k1 kz + k1 ] [uz =
F3

0

Cette opération est I’opération d’assemblage des matrices de rigidité élémentaires, la matrice
K est appelée matrice de rigidité de la structure, le vecteur Q est le vecteur des inconnues de

déplacements et le vecteur F est le vecteur des forces extérieures :

KQ = F (3.11)

3.2.  Mise en ceuvre pratique :

La premiere étape consiste a écrire les deux matrices de rigidité des deux éléments en repérant
les lignes et les colonnes de chaque matrice par les inconnues de déplacements associées :

U U U;  Ug (3.12)
kl = kl _kl uq et k2 == k2 _k2 Uz
_kl kl Uy _k2 k2 Uz

On range ensuite dans la matrice de rigidité K de la structure chaque terme des deux matrices
a la ligne et la colonne correspondante :

Uq Uy Us (3.13)
kq kq 0 w

K=_k, ki+k, —k w
0 —k, k, us

Le systeme a résoudre est alors : KQ =

La deuxieme étape consiste a faire le bilan des déplacements et des forces connus et inconnus.
En prenant un encastrement a ’extrémité gauche et en appliquant une force F a ’extrémité
droite, ona:

F,| =0, connu
F3;1 = F,connu

Uz| inconnu F =
Uzl inconnu

U1 =0, connu
Q =

Fl] inconnu, réaction a l'encastrement
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Si le déplacement est connu en un nceud alors la force est inconnue, si la force est connue
alors le déplacement est inconnu. La troisiéme étape est la résolution du systéme d’équations
complet afin de déterminer toutes les inconnues

l—kl k2 + k1 _kzl qul == 0
0 _k2 kz ug F
Y
H}, ?
2
—_— S
H-_::,L-
u{- #
X
l —_— l
H_I\L-

Figure 111.4 :Elément barre dans une base globale.
Une fois toutes les inconnus trouvées, on peut calculer les efforts normaux dans chaque

barre :
E.S (3.15)
N; = - 1(”2 —u1>
ll o/
-0
Et :
E,S
N, = izz (uz — uy) (3.16)

3.3. Elément barre pour le calcul des treillis plans :

Les barres composant un treillis plan sont positionnées arbitrairement dans 1’espace et font
des angles différents avec le repere global de la structure ()7, 7) (Figure 3.2).

On note 0 I’angle entre I’axe X du repére global et I’axe x'du repére local a la barre. Le
vecteur déplacement d’un point de la barre s’écrit dans le repére local

w=ux (3.17)

Il s’écrit dans le repere global

7= uX +uY. (3.18)
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En projetant les deux équations précédentes sur x~ il vient

u= u¥cos6+ u¥sind.

(3.19)

En notant u¥ et u! les déplacements suivant X et Y du nceud 1 de la barre dans le repére

global, et en appliquant la formule précédente au nceud 1, on a

u; = uf cos@ + ul siné.

En utilisant les mémes notations pour le nceud 2, on a

u, = u¥ cos + ud sino.

Ceci peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

<

X
[ui]
u1]= cosf sind 0 0 ]Iu”
U 0 0 cosf sinfl|uf|
T [u’{J
e
Soit :
a=TQ

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Ou Q est le vecteur des inconnus de déplacements aux nceuds de 1’élément dans le repére

global et T est la matrice de transformation passant du repéere global au repere local.

I1 est possible d’écrire les mémes relations pour les forces extérieures agissant aux nceuds de

I’élément :

FX¥ =F,x.X = Fycosf et F/ = F,x.Y = F;sin6

F¥X =F,cosf et FY = F,sinf

ce qui s’écrit sous forme matricielle :

F,= X = F{X + FYY etF, = F,x = FfX + F'Y

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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F1X cos @ 0 (3.27)

Y .
Fi| |sin6 0 F1]
F¥ 0 cosO|lF;
[ FZYJ 0 sin 6
=TT

La matrice qui apparait pour les forces est la transposée de celle présente dans les relations
des déplacements. Finalement, I’équilibre de la barre écrit en fonction des déplacements et des
forces dans le repére local a la barre.

ES _ (3.28)
EEE

devient en fonction des déplacements et des forces dans le repére global :

[F{] cos @ 0 [uf] (3.29)
|Fl _|sino 0 ES[1 -1j[cos0 sin0 0 0 ]|u¥|
| 75| 0 cosf| 1l -1 1 0 0 cos@ sinf!|uf|
lryl L o sine luy ]
Tous calculs faits, I’équilibre de la barre en deux dimensions s’écrit :
X X
cos?6 cosOsin @ —co0s?8 —cosfsinf |[u1’1| I[Fly]l (3.30)
ES | cosfsing sin?6 —cosfsinf —sin?0  ||¥|_|F1 |
l —cos20 —cosB@sinf cos?6 cos@sinf |[|uf| |FS]
—cos @ sin 0 —sin’6 cos @ sin 8 sin?0 lué’J [FZYJ
ou la matrice k, est la matrice de rigidité de I’élément barre en deux dimensions.
L’effort normal est déterminé par :
ES (3.31)

ES
N=— (up —uy) = - ((uf —uf)cosb + (uf —u¥)sinh)
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Chapitre 4 : Application

V.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’utiliser de facon pragmatique la méthode des
éléments finis pour le calcul des structures en treillis obtenus a I’aide des assemblages par
rotules dont les éléments travaillent en traction - compression, et pour cela, nous avons
fait un programme en Matlab qui assure un tel calcul a partir de la réponse statique des
treillis plans. Ce qui nous permet d’introduire les principales étapes de construction de la
structure.

Pour cet objectif de calcul, nous avons élaboré un programme en Matlab qui nous donne

une analyse compléte tout en assurant :

|
1

Le calcul des deplacements nodaux
2- La determination des réactions aux appuis

Le calcul des contraintes dans tous les éléments constitutifs

w
1

4- La déduction des efforts dans les différents éléments de la structure (effort

internes)

V.2 Présentation de la méthode et validation du programme

Intéressons-nous a la réponse statique d’un treillis plan représente par la figure ci-

dessous.
Ce treillis est un assemblage (par rotules) d’éléments travaillant en traction —

compression. La géomeétrie, les caracteristiques mécaniques, les conditions aux limites et

le chargement sont donnés.
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I ‘_X"::l

Figure 1V.1 :treillis a trois barres

La démarche suivie est la suivante :

e Analyse du probleme :  discreétisation et définition des inconnues

e Calcul de la matrice raideur :  équation matricielle a résoudre

e Résolution :  déformeée de la structure et efforts aux appuis

e Post-traitement :  Contraintes dans les barres et efforts aux
noeuds.

IVV.2.1 Analyse du probleme
Le probléme posé est plan, nous avons 3 nceuds a deux variables par nceud (uj,vj)

déplacements du nceud i dans le plan.

Notre modele posséde 6 degrés de liberté

{Ul=[uy vi uy vo uz v3]T : Vecteur des déplacements nodaux

s

Figure 1V.2 : Treillis a 3 barres

déplacements nodaux
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Les conditions aux limites :

Appui au nceud 1 (appui double) :

u, =0 X
{ ' 0 fait apparaitre deux composantes d’effort inconnu {Y !
Vi = 1

Appui au nceud 2 (appui glissant ou simple) :
vy =0 fait apparaitre une composante d’effort inconnu Y,

Le travail virtuel des efforts donnés et inconnus appliqués a la structure conduit a

I’expression du vecteur des forces nodales :

{F}=[X1 Y, 0 Y, F O]T:Vecteurforces

Pour un vecteur de déplacement nodaux

{U}z[O 0 u, 0 u; V3]T

Figure 1V.3 : Efforts nodaux connus et inconnus

Nous avons donc 6 inconnues pour 6 equations obtenues en écrivant le principe des
travaux virtuels (équations de Lagrange) correspondant aux 6 degrés de liberté initiaux
de la structure.

Pour calculer le travail virtuel des efforts intérieurs (contraintes), nous utilisons la notion
de I’énergie de déformation que nous rappelons ci-dessous par :

W, =~ @%aqi avec 2E, =[UT [K]U]

Le systeme de Lagrange a résoudre est de la forme :
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0] (X,
o |v,
u, 0
[K]JO LJYZL
U, F
\Vsj L0 J

- Les équations 3, 5 et 6 nous permettent de déterminer le champ de déplacement de
la structure (déformation de la structure)

- Les équation 1, 2 et 4 permettent de calculer les efforts aux appuis en fonction des
déplacements.

Calcul de la matrice de rigidite de la structure :
0T, = X,0U, +Y,0v, +Y,0v, + Fou,

1VV.2.2 Calcul de la matrice raideur

Utilisons les résultats tirés de 1’énergie de déformation pour un élément (i,]) de

longueur 1.

- En 1D

_Es{1 -1 T —sll, @) —il
[Ke]— ) |:_1 1:| sur [ui uj] . _
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- En 2D

[Ke]=E—S[ [A] _[Aﬂ sur Ju; v u; vy

. [-[A]  [A

2 C, =cosa
Avec [A]= Ca C“?“ oo %
C.S, S, S, =sina

Notre structure est composée de trois éléments

barres

- PourI’élément 1 (1,2)

1 -1 u —l ——2
[K]1 = ES sur{ lo . -
av2|-1 1 u, aﬁ

- Pour I’élément 2 (1,3)

1 1 -1 -1]
ES| 1 1 -1 -1
[K]2=_
2al-1 -1 1 1
-1 -1 1 1

sur fu, v, u; vg]”
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- Pour I’élément 3 (2,3)

1 -1 -1 1]
ES| -1 1 1 -1
[K]3=_
2a| -1 1 -1 1
1 -1 1 —1_

sur fu, v, u; vg]"

L’énergie de déformation totale de la structure est la somme des énergies de déformation

de chaque ¢lément. L’assemblage des matrices consiste a ranger chaque terme dans une
. P . T
matrice globale définie sur le vecteur : {U }= [u1 Vi U, V, U v3]

D’ou la matrice obtenue par assemblage est appelée matrice globale

(1+42 1 V2 0 -1 -1
1 1 0 0 -1 -1
[K]-ES| V2 0 1+42 -1 -1 1
2af 0 0 -1 1 1 -1
-1 -1 -1 1 1+1 1-1
-1 -1 1 -1 1-1 1+1]

1V.2.3 Résolution

L’équation matricielle [K J{U}={F} & résoudre est la suivante :
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1+42 1 -V2 0 -1 -1][0] (X,)

1 1 0 0 -1 =-1[|0] |V
ES|-v2 0 1442 -1 -1 1 |Ju[_JO]|
2al 0 0 -1 1 1 -1]|o0 )
-1 -1 -1 1 1+1 1-1f|us| |F

| -1 -1 1 -1 1-1 1+1|(vs) (O]

Commencons par calculer les déplacements en prenant le systeme reduit ci-dessous :

E81+\/§—11u2 0
= -1 2 O0Hut=4F
2a

1 0 2|v, |0

qui nous donne comme solutions en déplacements

[ ,_F a
> ESA2
F 1
{u;=—a(l+——
3 ES( zﬁ)
voo_F &
| ® ES242

Et par conséquent, nous pouvons calculer les efforts aux appuis a partir du sous systeme

réduit correspondant suivant :

—J2 -1 —1|{u) (X,

ES

—| 0 =1 —1Ruzp=4Y

22 3 1
Y

on trouve
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r

X1=§—:[—x/§ u, —(Uz + Vv, )]

Avec

E =2.110° MPa : Module de Young

S =400 mm? : Section transversale de 1’élément barre
a=1000mm : Longueur élémentaire des éléments (1,3) et (2,3)
F =10kN : Force appliquée au nceud libre 3

Tableau 4.1 Données geometriques et mécaniques

On trouve :
u, =0.084mm
Les résultats en déplacement 4 u; =0.160mm
vy =—0.042mm
X, =-9945N
et les efforts aux appuis Y, =—4956N
Y, = 4956N
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1VV.2.4 Post-traitement

Pour calculer les contraintes dans les barres, utilisons les résultats connus suivants

En 1D Ne=—(u; —u;)

en2D | N,=S°[c, sa]{ - }

D’ou

ES F
N =——(U = —
L= (u)=

i N —E(u +V )—i
2_3.\/5 3 3 _\/E

N —E—S(u —Uu,—V )——i
| 3 a\/z 3 2 3 \/E

Et enfin les contraintes dans les barres sont donnees par :

N F
Dans I’élément barre 1 (1,2) | 0y = i Contrainte de traction
S, 2§,
ans 1’élément barre , =2 _
2 82 82\/5 ontrainte de traction
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Dans I’élément barre 3 (2,3) | 05 = == Contrainte de compression
S,/2

Et numériquement, on aura avec des sections egales :

S,=S,=S,=5=400mm?

Dans 1’élément barre 1 (1,2) | o, =12.5MPa Contrainte de traction

Dans I’¢lément barre 2 (1,3) | o, =17.68 MPa Contrainte de traction

Dans I’élément barre 3 (2,3) | o3 =—17.68 MP Contrainte de compression

IVV.3 Validation du programme

Reprenons la résolution du probleme précédent a I’aide de I’application que nous avons
développée en Matlab. Cette application a été développée a partir d’un petit programme
qu’on utilise pour déterminer le champ des déplacements nodaux et calcul des réactions
aux appuis pour I’élément barre et 1’élément ressort, nous 1’avons introduit un module qui
permet de traiter un calcul complet qui assure la détermination des déplacements nodaux,
les efforts de réactions (efforts aux appuis), la contrainte normale (contrainte de traction
ou compression) dans chaque elément et méme les efforts nodaux (efforts internes).

Cette application est réservée aux calculs des structures en treillis dont les éléments sont

assemblés par rotule, en effet pour toutes les structures isostatiques.

IVV.3.1 Introduction des données

Afin de faire in calcul d’une structure en treillis faire une division du domaine (structure)
en plusieurs éléments est appelée maillage. On utilise deux tableaux pour la description
du maillage : tableau de connectivités des éléments et tableau des coordonnées des

noeuds.
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1VV.3.1.1 Tableau de connectivité
Pour notre structure, on obtient le tableau connectivité comme suit :

3 3
°
Elément | Noeud @ (début) | Noeud @ (début) > 3
1 1 2
2 1 3
3 2 3 1 2
19 1 L)
O O
1 2

Tableau V.1 : Tableau de connectivité

1V.3.1.2 Tableau de coordonnées des nceuds
Puisque la structure est plane ou admet un plan de symétrie, on lui associe un repere a 2D

et le tableau de coordonnées des nceuds est obtenu comme suit :

Tableau des coordonnées
Noeud | Coordonnée (x)| Coordonnée(y) a a
1 0 0 _
2 1414 0 Y
3 707 707 X
a-(2

Tableau V.2 : Tableau de coordonnées

1V.3.2 Organigramme du programme
On introduit les données ci-dessus selon 1’organigramme ci-dessous :
- Les données mécaniques a partir du tableau 4.1

- Les données géométrique a partir du tableaux 4.1, 4.2 et 4.3
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Entrée des données
- Propriétés mécaniques E
- N_éléments
- Elément
- Coordonnées des nceuds
- Chargement

- ddL_imposés

_ Calcul des matrices de rigidité partielles

_ Calcul de la matrice de rigidité globale

_ Calcul des déplacements nodaux

_ Calcul des efforts aux appuis

_ Calcul des contraintes normales dans les barres

_ Calcul des efforts nodaux

Représentation de la structure avant et aprés
chargement

(Structure initiale et déformée)

Impression des résultats



Chapitre 4 : Application

Y
3(707707)
100) 2(14140)  «x
1V.3.3Résultats
Champ de déplacements Bfactions aux appuis
1.0000 u 1.0e+004 *
2.0000 0
3.0000 0.0842 0.0001 —1.0000
4.0000 a 0.0o02 -0.5000
5.0000 0.1&811 0.0004 0.s000
£.0000 -0.0421

800

600 -

400

200 -

-200 &

1
0 200

1 1 1
400 600 800

1 1 1
1000 1200 1400

Figure IV.4 Structure initiale et structure déformée
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IVV.3.4 Comparaison des résultats en déplacements et en réactions aux appuis

En comparants les résultats trouvés ci-dessus avec ceux qui sont trouvés manuellement

(3.2.3) .

En déplacements (mm) En réactions aux appuis (N)
Calcul Calcul par | Erreur Calcul | Calcul | Erreur
manuel programme % manuel | par prog. %
u, 0.0840 0.0842 0,23 1 -9945 | -10000 0,55
u, 0.1600 0.1611 0,68 1 -4956 | -5000 0,88
V, -0.0420 -0.0421 0,23 ) 4956 5000 0,38

D’aprés les résultats de comparaison ci-dessus, on remarque clairement que les

résultats donnés par le programme sont bien estimés, ce qui valide fortement

I’efficacité du programme.

IV.4 Analyse et optimisation d’une structure en treillis

Prenons une ferme de toit représentée ci-dessous, est une structure en treillis a 16
éléments de longueur égale a 1m, liés par 9 nceuds rotules sollicitée par une
charge verticale au nceud 4 . La structure posséde un appui double au nceud 1 et un

appui simple au nceud 9, elle est chargée au nceud 4 par une force verticale

\ﬁ\:zokN
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1VV.4.1 Tableau de connectivité

Dressons le tableau de connectivité correspondant a la structure a analyser

Element | Neeud (i) | Neeud (j)
1 1 2
2 1 3
3 2 3
4 3 6
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O 0 N o O

11
12
13
14
15
16

~N| O N O B~ O O B N O] NN
O ©| 00| O N| N N O ] OO 01 O

Tableau 1V.3

1VV.4.2 Tableau de coordonnées

A partir du tableau de connectivité ci-dessus, établissons le tableau de coordonnées

des nceuds tout en respectant 1’ordre de nomenclature des nceud
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Neewd Coordonnée (X) | Coordonnée (Y)

(mm) (mm)

1 0 0

2 1000 1000

3 1000 0

4 2000 2000

5 2000 1000

6 2000 0

7 3000 1000

8 3000 0

9 4000 0

Tableau 1V.4

IV.4.3 Résultat de ’analyse

Avec le chargement vertical ‘If‘ = 20KN , on obtient les résultats ci-dessous :
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Champ de déplacements nodaux Réactions aux appuis
Déplacements Réactions
1.0000 0
2.0000 0 1.0e+04 *
3.0000 0.3018
2-0000 m0-6557 0.0001  -0.0000
5.0000 0.1250
6.0000 _0.6553 0.0002 1.0000
7.0000 0.2500 0.0018 1.0000
8.0000 -0.8839
9.0000 0.2500
10.0000 -0.8321
11.0000 0.2500
12.0000 -0.7803
13.0000 0.1982
14.0000 -0.6553
15.0000 0.3750
16.0000 -0.6553
17.0000 0.5000
18.0000 0
Contraintes normales dans les barres Force nodale maximale
Contraintes nnlée=9.000000
Sigl=-35.355339 Force Nod max od=74558.441227
$ig2=25.000000 =
$ig3=0.000000
Sig4=25.000000
$ig5=7.322330
Sig6=-10.355339
Sig7=-10.355339
Sig8=-28.033009
$ig9=-10.355339
Sig10=7.322330
Sigl11=-10.355339
Sigl12=-28.033009
$ig13=25.000000
Sig14=0.000000
$ig15=25.000000
Sigl16=-35.355339
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Figure IV.4 Structure initiale et structure déformee

Structure non optimisée

IVV.4.4 Interprétation des résultats

D’prés le champ des déplacements, on remarque que tous les nceuds ont subis un
déplacement ce qui implique la déformation ou le déplacement des éléments de la
structure et par conséquent la déformation de la structure qui se caractérise par
déplacement vers la droite qui s’explique par le degré de mobilité imposé a 1’appui (appui
simple). D’apres le profil des contraintes normales calculées dans les barres, on remarque
la présence de deux contraintes nulles dans la barre 3 et dans la barre 14 donc elles ne
sont pas sollicitées ni par traction ni par une compression malgré qu’elles ont subis toutes
les deux un déplacement sans déformation de longueur (déplacement d’un corps rigide),
ce qui nous permet d’optimiser cette structure en enlevant les barres citées ci-dessus c'est-

a-dire la remplacer par une autre structure ayant un nombre d’éléments réduit soit 12
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¢léments au lieu de 16 éléments (résignation des deux barres 3 et 14 plus 1’élimination de

deux liaisons rotules) soit la nouvelle structure :




1VV.4.5 Tableau de connectivité

Dressons le tableau de connectivité correspondant a la structure a analyser
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Elément
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1VV.4.6 Tableau de coordonnées

A partir du tableau de connectivité ci-dessus, établissons le tableau de coordonnées

des nceuds tout en respectant 1’ordre de nomenclature des nceud

e
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Neewd Coordonnée (X) | Coordonnée (Y)

(mm) (mm)

1 0 0

2 1000 1000

3 2000 0

4 2000 2000

5 2000 1000

6 3000 1000

7 4000 0

8

9

IV.4.7 Résultat de ’analyse

Avec le chargement vertical ‘If‘ = 20KN , on obtient les résultats ci-dessous :
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Champ de déplacements nodaux Réactions aux appuis
Déplacements

1.0000 0

2.0000 0

3.0000 0.3018
4.0000 -0.6553
5.0000 0.2500 Réactions
6€.0000 -0.7803 1.0e+04 *
7.0000 0.2500
8.0000 -0.8839
9.0000 0.2500
10.0000 -0.8321
11.0000 0.1982
12.0000 -0.6553
13.0000 0.5000

0.0001 -0.0000
0.0002 1.0000
0.0014 1.0000

14.0000 0
Contraintes normales dans les barres Force nodale maximale
Sigl=-35.355339 nnl6=9.000000
$ig2=25.000000 Force Nod max od=74558.441227

$ig3=7.322330 -
Sig4=-10.355339
Sig5=-10.355339
Sig6=-28.033009
Sig7=-10.355339
Sig8=-28.033009
Sig9=-10.355339
5ig10=7.322330

$ig11=25.000000
sigl2=-35.355339

maxsig0=35.355339
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Figure IV.5 Structure initiale et structure déformee

Structure optimisee

I1VV.4.8 Interpreétation et comparaison des résultats

Les résultats obtenus pour la structure optimisée sont identiques a ceux de la structure
initiale (non optimisée) donc cette optimisation nous permis de gagner deux éléments et

de supprimer deux liaisons d’autre part d’alléger la structure.




CONCLUSION

CONCLUSION

Aprés cette étude analytique sur les treillis qui nous a permis de développer un

programme ou application de calcul, on conclut :

Tous les calculs sont systématiques et la démarche suivie sera toujours la méme en
statique.

Facilité de programmation de ce type de probléeme de calcul.

Facilite de calcul des structures en treillis isostatiques.

Seule 1’analyse, du probléme et ’interprétation des résultats, reste a la charge du
concepteur.

La matrice de rigidité est 1’élément qui assure la relation entre charge et
deformation  du systeme reduit était inversible « Det[K];‘:O » car les
conditions aux limites en déplacement bloquaient tous les modes rigides de la
structure.

Facilite de trouver la solution lorsque le probleme statique bien posé.

Les efforts calculés aux appuis assurent 1’équilibrage parfait du chargement.

Les résidus d'équilibre sont nuls, car nous travaillons sur la solution analytique de
'équation matricielle. Dans le cas d’une résolution numérique ces résidus doivent
tendrent vers zéro (erreur numérique).

Les contraintes calculées sur les éléments équilibrent de facon exacte (aux résidus
pres) les charges nodales. Ceci est vrai dans ce cas particulier « calcul statique
d’un treillis chargé aux noeuds » car 1’approximation utilisée représente le champ
exact de la solution analytique « effort normal constant dans chaque élément de la
structure ».

L’erreur de discrétisation est nulle.

En post — traitement il est possible d’isoler un a un chaque ¢élément de la structure
pour écrire 1’équation matricielle de 1’équilibre de 1I’élément. Ce calcul permet de

déterminer les efforts internes aux noeuds de la structure
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