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Abstract

I n this dissertation, we discussed the Laplace transform and its properties, along with some
examples of common functions. Moreover, we learned how to apply it to solve certain types
of ordinary differential equations and fractional differential equations.

Keywords : Laplace Transform; Integer Order Differential Equation; Gamma Function;
Beta Function. Mittag-Leffler Function; Riemann-Liouville Integral. Caputo-Type Fractional
Derivative; Riemann-Liouville-Type Fractional Derivative. Fractional Order Differential Equa-
tion.



Résumé

D ans ce mémoire, nous avons retenu la transformation de Laplace et ses propriétés, ainsi que
quelques exemples de fonctions courantes. De plus, nous avons appris comment ’appliquer
pour résoudre certains types d’équations différentielles ordinaires et d’équations différentielles

fractionnaires.

Mots-clés: Transformation de Laplace; Equation différentielle d’ordre entier; Fonction
gamma.Fonction beta. Fonction Mettag-Lefller. Intégrale de Riemann-Liouville. Dérivé frac-
tionnaire de type de Caputo; Dérivé fractionnaire de type Riemann-Liouville; Equation dif-
férentielle d’ordre fractionnaire.
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Notations

La transformation de Laplace de la fonction f.
Autre notation de la transformée de Laplace.
La partie réelle du nombre complexe s.

Espace des fonctions tel que [72°|f(£)|P < oo .

1 1
L’espace dual de LP(R), - + — = 1.
p q

Abréviation du (Transformée de Laplace).
Espace des fonctions intégrables sur R.
Fonction gamma .

Fonction factoriel .

Fonction beta .

La transformation de Fourier.

Fonction de Mittag-Leffler .

La transformation inverse de Laplace.
Intégrale de Riemann-Liouville d’ordre a.

Dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «.

Dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre a.
Espace des fonctions continues sur [a , b].



Introduction

Au début du 19°7¢ siecle, le mathématicien francais Pierre-Simon Laplace cherchait un
moyen de résoudre les équations différentielles complexes qui se posaient dans la physique et
I'ingénierie. Apres des années de travail acharné, il a finalement développé une méthode révo-
lutionnaire appelée la transformation de Laplace. Cette méthode permettait de transformer
une équation différentielle en une simple équation algébrique, rendant ainsi la résolution plus
facile. La transformation de Laplace est rapidement devenue un outil indispensable pour les
ingénieurs et les physiciens, et elle est encore largement utilisée aujourd’hui.

La transformation de Laplace peut étre utilisée pour résoudre une grande variété d’équations dif-
férentielles entieres, y compris les équations linéaires et non-linéaires. Elle est particulierement
utile pour résoudre les équations différentielles qui ont des conditions initiales ou des conditions
aux limites, car elle permet de calculer facilement les solutions en fonction de ces conditions.
En outre, la transformation de Laplace peut étre utilisée pour effectuer des opérations mathé-
matiques telles que la dérivation et 'intégration, ce qui la rend encore plus polyvalente.

La transformation de Laplace peut également étre utilisée pour résoudre des équations dif-
férentielles fractionnaires, qui sont des équations qui contiennent des dérivées d’ordre non-
entier. Cela peut sembler étrange, mais la transformation de Laplace permet de transformer
ces équations en équations algébriques plus simples, qui peuvent ensuite étre résolues a l'aide
de techniques mathématiques standard. La transformation de Laplace a donc ouvert la voie a
une nouvelle gamme d’applications en mathématiques et en sciences, en permettant de résoudre
des problémes qui étaient auparavant considérés comme insolubles.



Chapitre

Transformation de Laplace et ses
applications sur les équations
différentielles entieres

ans ce chapitre, nous commencgons par un section de concepts de base de la transforma-

tion de Laplace et ses conditions d’existence et les propriétés fondamentales et quelques
exemples et en fin nous proposons l'inverse de cette transformation. La suite de chapitre, nous
représentons I’application de la transformée de Laplace sur les équations différentielles entieres.

1.1 Définition de la transformation de Laplace; Exem-
ples

Définition 1.1

Transformation de Laplace de la fonction f noté L{f}, ou F\(s) est définie par la formule
suivante :

+o0 "
i :/0 Ft)e ™ dt, s € C;

a condition que l'intégrale impropre soit convergente.
La transformation de Laplace peut étre étudiée sous deux formes différentes :

o Transformation fonctionnelle: Il s’agit de la transformée de Laplace d’une fonction
spécifique.

o transformation opérationnelle: On s’intéresse a la transformée de Laplace des opéra-
tion comme la primitive, la dérivée ... etc, d’une fonction f(t) .

Exemples usuels : On considére toujours que f : [0;+o0o[— R est une fonction continue au
moins par morceau.

o Pour f(t) =1,
+o00 1
L{1}(s) :/ Lt dt ==, s> 0.
0

S

10
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« Pour f(t) =t,
“+oo
Lity(s) = / te—stdt
0
1 [+oo
= f/ e *dt
S Jo
1
s2

s> 0.

o Pour f(t) =1t", YneN

+oo
L{t"}(s) = /O t"e st
+o0
E/ G_Sttn_ldt,
S Jo
n

- <”82_ 1)L{t”*2}

n!

:ﬁ7 S>O

o Pour f(t) =e*
+oo
L{e"}(s) :/ et
0

+o0
= / ela=)tqt
0
B 1

= , s>0.
a—s

o Pour f(t) = e* = cosat + isinat

. +00 .
E{eazt}(s) _ /0 e(az—s)tdt

Donc s
L t =
{eosath(s) = .
et a
L{sin at = .
{sinat}(s) o

1
« Pour f(t):Z’ t>0.

1 too 1
L{- :/ o dt
{7} o C 1

+oo +oo
= [lnt.e‘ﬂ + S/ Int.e s dt.
0

0

Cette intégrale diverge quand t — 0, alors la transformation de Laplace de la fonction

1
f(t) = n n’existe pas .
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1.2 Conditions d’existence du transformation de Laplace

Définition 1.2

Soit f : [0;+o00[— R. On dit que f est une fonction d’ordre exponentiel a, s’il existe
a>0, M>0etT >0 tel que:

|f(t)| < Me™, pour tout t>T.

Théoréme 1.1

Soit f : [0;+o0o[— R une fonction continue par morceau sur tout intervalle fini [0,n]. Si f
est d’ordre exponentiel a, alors la transformation de Laplace de la fonction f existe pour
tout R(s) > a.

Preuve: Pour n > 0, alors:

/O o fe*tdt = /0 ! f(t)e *tdt + /n = f(t)e ®dt.

Comme f est continue par morceau sur [0,n] alors I'intégrale de Laplace existe, et puisque f
d’ordre exponentielle a pour tout ¢ > n, alors on a :

/n o f(t)estdt’ < /n o ‘ f(t)e“dt‘
< [T rwle

+oo
< / Me®estdt
0

M
= < 4o00.
s—a

Alors la transformation de Laplace existe pour tour R(s) > a. [
Théoreme 1.2

Supposons que l'intégrale de Laplace existe pour a € R, c'est a dire que f(t)e " est
sommable. Si R(s) > « alors

e

qui sa donne que L{f(t)}(s) existe.

< 'f(t)e_at

9

Preuve: On a : s =z + iy, pour R(s) > «

f (t) e (x+iy)t dt

cine)| <[
< [ [rlear

+

A
=
+

f(t) ‘e_o‘tdt < 4o00.

Qui sa donne que la transformation de Laplace existe pour R(s) > a. O
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Théoreme 1.3
Soit f une fonction continue par morceau et d’ordre exponentielle a. Alors :

o [ 1w aubs) = errn

1.3 Propriétés de la transformation de Laplace

1. Linéarité
Proposition 1.1

Soient f,g deux fonctions continues par morceaux sur [0; +oo[, et A, u € R. On a :

+oo
LM +ugh =[O +pge

= )\/O+OO fe st dt + ,u/OJrOO ge ® dt
= AL{f}(s) + nlig}(s).

Donc la transformation de Laplace est linéaire.

2. Transformation de Laplace de la dérivée: La transformation de Laplace des dérivées
successives d’une fonction f s’obtient par:

c{rwys) = faeta

0

— [ f(t)e_“]goo +s /O = f(t)e st dt
= sL{f(t)} — f(0).

+00
LPWYs) = [ e a
= [f/ t)e st ; +s/ f'(t)e " dt

= sL{F()} = (0
—SQE{f(t)}—Sf( ) — f(0).

LU =[O0
= SLLOH) = (0) = 2 0) = o = [00)
(

3. Translation: On suppose que la fonction h est définie par : h(t) = e®f(t), et on calcule

sa transformation de Laplace.

L{h}(s) = / et f(t)e* dt

= / ft)e =t
0

= L{F)}(s — a).
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4. Dérivée de la transformation de Laplace: Soit £{f(t)}(s) la transformation de Laplace
de la fonction f, leurs dérivées est définie par

Loy = [T e

_ /+°° e~ £ (1)
—/Om —tf(t)e *dt
= —L{tf(t)}(s)-

ey =g [T e

d +oo d —st

= L{f()}(s).
{L{FOI6) = (1) L{E" F(1)} (s).

5. Transformation de Laplace de la primitive

/:ooﬁ{f(t)}(u) du :L+m/0+me“tf(t) dt du

6. Transformation de Laplace du produit de convolution
Définition 1.3

1 1

Soient f € LP(R) et g € LY(R) tel que — —|— — = 1. Le produit de convolution f * g est définie
p

par:

(f *9)(t /ft—:c

La transformation de Laplace d'un produit convolé f x g donné par:

L{f * g}(s) = L{f}(s)L{g}(s).
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1.4 Relation entre la transformation de Laplace et la
transformation de Fourier

Définition 1.4

Soit f une fonction intégrable, alors sa transformation de Fourier définie par :

FUoNe = [ rmerne

A

est notée aussi f(&).

On pose que s = x + 27it€ tel que x > (o(f), et on calcul L{f}(x + 2mits).
+0o0

L{f}(x + 2mit¢) = f(t)e@miat q¢

:/-+oo F(t)e e 2mEt ¢ (1.1)
= F{f(t)e ™"} (&)-

1.5 L’inverse de la transformation de Laplace

Pour une fonction f : [0; +o00] — R, on suppose que la transformation de Laplace de f existe
et notée F'(s), alors

Définition 1.5

La transformation de Laplace inverse si 'on considere uniquement les variables réelles, est
donnée par la formule suivante :

f) :/Om F(s)e®dt, t >0,

ou bien notée

LHFHE) = f(1).

L’inverse de la transformée de Laplace £~1 vérifie les mémes propriétés de la transformée
de Laplace L.
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Table 1.1: Tableau de TL des fonctions

0 £16)
C —
S
n n!
t gntl
1
eat
S g v
t
cos (at) e
sin (at) ?
52 + a?
cosh (at) W
Sinh (a/t) m
(S(t - to) G_Sto
H G*StO
t—1
(1)

1.6 Résolution des équations différentielles ordinaires par
la transformation de Laplace

On suppose I'équation différentielle a coefficient constant d’ordre n
aoy(t) + ary' (t) + aoy® (1) + ... + a1y V) + any™ () = 1) (1.2)

Pour trouver une solution y = y(t) de cette équation, tel que ¢ > 0 et vérifiant les conditions :

y(0) = yéi), en passe a les étapes suivantes :
1. Appliquant TL, et utilisant ses propriétés

L{agy(t) + ary' (t) + asy® (t) + oo + an 1y V() + any™ ()} (s) = L{F()}(5).

2. En utilise les techniques algébrique pour trouver Y (s) = L{y(¢)}.
3. Trouver y(t) par I'utilisation de l'inverse de TL y(t) = L7{Y (s)}.

On se propose d’utiliser la transformée de Laplace pour résoudre des équations différentielles.
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Equation différentielle homogéne :

On considere I'équation différentielle homogene suivante
y'(t) + 5y (t) + 6y(t) =0,
avec ces conditions initiales : y(0) =2, y'(0) =3

L{y"(t) +5y'(t) + 6y(t)} =0
L ()} +5L{y'(t)} + 6L{y(t)} =0 (par la linéarité de TL)

s*Y (s) — sy(0) — ¢/ (0) + 5sY (s) — 5y(0) + 6Y(s) =0 (parla TL de la dérivée).
Donc

Y(s) = 225+13 '

54+ 55 +6

2éme étape : Utilisant les techniques algébriques par la décomposition en élément simple,
alors la solutions Y'(s) s’écrit par :

A B
Y =
(S> s+3+s+2
-7 9
Y = .
(5) S+3+8—|—2

3eme étape : Appliquant l'inverse de la transformée de Laplace pour trouver y(t), alors :

y(t) = LTHY(s)})
y(t) = —Te " +9e %

HQ
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Equation différentielle non homogéne:

On considere 1'équation différentielle non homogene suivante:

y'(t) +2y'(t) +y(t) =1,
avec y(0) = 1; ¢/(0) = 0.
Appliquant la transformation de Laplace sur I'équation :
Ly O +2L{y O + L{y(®)} = L{t}
s*Y (s) — sy(0) — /' (0) +2sY(s) — 2y(0) + Y(s) =

Donc
1 s+ 2

(32+23+1)s2+32+23+1’

Y(s) =

Utilisant les techniques algébrique alors par la décomposition en élément simple, alors la solution

Y (s) s’écrit par :

¥(s) A N B +C+D+ E N F
S) = — 4+ —
s+1 (s+1)2 s s s+1 (s+1)2
2 1 2 1 1 1

+ ~ S S+ + .
s+1 (s+1)2 s s s+1 (s+1)2
Appliquant l'inverse de la transformée de Laplace pour trouver y(t), alors :

W -t ] 2,1, 1 1
Y B s+1 (s+1)2 s 2 s+1 (s+1)2

= Q¢ t4te ! —24t+et+tet
= t—2+3e 142t

HO)
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Systéeme différentielle ordinaire:

Soit le systeme différentiel suivant :

o' (t) = 3z(t) + 2y(¢),
y'(t) = x(t) + 2y(t).

Avec les conditions suivantes : y(0) = 0 et (0) = 3. On applique la transformée de Laplace
sur le systeme

{c{x’a)}(s) = L£{3z(t) + 2y(1)}(5),
L{y (8)}(s) = L{z(t) + 2y(t) }(s),

,alors :

3X(s)+2Y(s),

sX(s) — x(0)
X(s) +2Y(s).

sY(s) —y(0)

Enfin, on trouve

{(s —3)X(s) — 2V (s) = 3,
X(s)+(2—15)Y(s)=0.

Donc, nous obtenons un systéeme a deux équations linéaires du premier degré d’inconnues X ()
et Y'(¢). Maintenant, on trouve X (¢) et Y'(¢) par la méthode de Cramer :

_s=3 =2 | _ _ 13 =2 | _ _s=3 3| _
A= 1 2—8‘_ 57+ 5s 4, AX_’O 2 _ g —3(2 S), Ay— 1 O‘— 3.
Donc : A . 6

X(t) = =X — 5

(t) A (s=1)(s—4)
et A 5

Y(t) ==X =

A (s—=1)(s—4)

Par la décomposition en élément simple :

1 2 -1 1

X(t) = e
(*) s—1 s—4’

Appliquant 'inverse de la transformée de Laplace :

w(t) = e + 2 yt) = —e' + e



Chapitre

Transformation de Laplace et ses
applications sur les équations
différentielles fractionnaires

ans ce chapitre, Dans ce chapitre, nous abordons les informations fondamentales sur le
D calcul fractionnaire en comprenant les fonctions spéciales et en expliquant 'intégration et
la dérivation de Riemann-Liouville. Nous découvrons également leurs propriétés distinctives,
ainsi que la dérivée de Caputo avec ses caractéristiques. De plus, nous explorons les équations
différentielles fractionnaires de type Riemann-Liouville et Caputo, et finalement, nous résolvons
certaines équations de ce type en appliquant la transformation de Laplace.

2.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous introduisons les fonctions Gamma, Béta et Mittag-Leffler, qui seront
utilisées ultérieurement. Ces fonctions jouent un réle tres important dans la théorie du calcul
fractionnaire.

2.1.1 Fonction Gamma

Définition 2.1

On appelle fonction Gamma la fonction définie par :

+oo
T(z) = /O e tdt, (2 e C, R(z) > 0),

avec t*1 = elz=1)Int,

Exemples: On a :

20
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1 too 1
F(i) —/ t zetdt

—Jo
+oo

=2 / e dr = /7 (Posant le changement de variable t = 77).
0

Lemme 2.1.1

La fonction Gamma est une fonction de classe C*° sur R* , (resp. holomorphe sur le demi
plan z € C, R(z) >0) et

+o0
Vk € N*, Vz € R* (resp,z € C, Re(z) > 0), T'*(2) = / (Int)**te™" dt.
0

Lemme 2.1.2

Pour tout z € C, R(z) >0; neN;ona

" (2 4+1) = 2T(2). (2.1)
2.
(n) = (n—1)!
3
I'(n+ ;) = W (2.2)
Preuve:

1. Représentons I'(z 4+ 1) par U'intégrale d’Euler et intégrons par parties :

+oo
Mz+1) = /0 t*etdt

— [—tzeft}zo + 2 /O+OO e tdt

= zI'(2).

2. 1l suffit d’appliques (2.1) pour z =n — 1.

3. Nous allons démontrer la formule (2.2) par récurrence sur N.

1 0)!
. Pourn:O,onaF(0+2):(4)08{7?:\/}

» Supposons que la formule est vérifié pour (n — 1) et considérons n. C’est a dire que

supposons que
1> -1

g ((" “VT3) = e
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est vérifié. Alors, on a :

P(o+g) = (n-3)r(n-3)
1\ @ -1)m
(n 2) 40D ( — 1)
() o=y
_ 2n(2n—1) (2n —2)V/7
2n 2 40=D(p —1)!

DIV
47!
Donc la formule (2.2) est vérifié pour n. O
Proposition 2.1
Pour tout p > 0, on a
n!n?

F(p) :nganoop(p-i— 1)(p+2)---(p+n)'

2.1.2 Fonction Béta

Définition 2.2

La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour des nombre complexes z et w
par :

1
Blp.a)= [ #7(01 =07 dt, (p.q € CR(p) > 0,R(q) > 0)
0
Proposition 2.2
Pour tout p,q € C, R(p) >0, R(q) > 0; on a

Preuve : Soit D = (0,400) x (0,400), on a

o) = ([ artem ) ([Tyrie ay)

= // xp—lyq—le—(Hy) dz dy.
D

En utilisant le changement de cordonnées, considérons les nouvelles cordonnées

u:x+y r = Uuv.
. 4
V=1 y=u(l—v)
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et

8($,y)_| v Y =—uwv —u(l —v)=—u

oz,y) |1-v —u

De méme que le domaine D’ correspondant D dans les cordonnées u, v est

D' ={(u,v)/ u>0, 0<v<1}.
Alors
//D 2Pyt Lem @) drdy = //D, wv)PH(u(l — ) e — u| du dv
// uPT P (1 — ) te ™ du dv
= / / uPT P (1 — ) te™ du dv
_ ( Tl “du) /01 (1 — v)"ldy

=T(p+q)B(p,q),

par conséquent @)
p)L{q

B(p.q) = m

2.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 2.3
La fonction de Mittag-Leffler est définie par

+o00 .Tk
B )= — " a>0,
(z) kzz%) [(ak+1) @

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est définie par

+o0 {L‘k

Ea’g(l') = I;)m, OZ,B > 0.

Exemples: On va calculer Ey(z), Es(x), Eia(x), Eis(x).

+o00 CBk +o0o $k

El((L’) = El’l(ZL’) = ];)m = kZ::Oy = 7.

+o00 xkz +o00 xk \/_
Ey(x) = Eyq(x) = - —— = cosh
* +00 JTk ~+o00 l‘k 1 too :L,(kJrl) 1

E1,2(x):I§F(k+2):,§)(k+l). z = (k+ 1) ;(61_1).
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+o00 ka 400 ZEk 1 +o00 ,T(k+2)
12(7) g}r(kw) ,§O<k+2>! 2 2 ?)
Théoreme 2.1
Poura=ne N/ Ae€R, ona

DN B ™) = AE, (™)

— n(Ax") = AE,(Ax™).

dx

4 nxﬂ_lE s(Az™) = AP E, (Aa™).
dx " "
Proposition 2.3
Pour o, 8 >0, A€ R, on a :
a—p
L[tPE, s(M)](s) = - >0 |As| < 1. (2.3)
Preuve : Grace a la définition de transformée de Laplace, on a
+o0o
LIPLE, s(M%)](s) = / 1B, (M)t dt
0
+o0 X ()
— 6 1 —st dt
/0 Z ak + ) (2.4)

)\’“ /+ .
_ AN e +ﬁ—1€—st dt.
kz::o L(ak +B) Jo

En posons le changement de variable st = 7, on obtient

+o00o )\ks—ak—ﬁ

L BaguIs) = X ri | " ekl g
+o0o \kg—ak—f
['(ak + pB) Llak+5)

=57 Z (As‘“) .
k=0
Pour [As¥| < 1, on a
~+00 Y
kz:%()\s ) =1 e

Donc -
LI B s(M®)](5) = =




2.2 Intégrale de Riemann-Liouville 25

2.2 Intégrale de Riemann-Liouville

Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a,b]. Notons par (Zl,f) la primitive de f qui
s’annule en a. Donc:

Vt € [a, b]; (I(;f) (t) = /tf(7'>d7'.

a

L’itération de (Z}, f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont la
dérivée s’annule en a. De plus, d’apres le théoreme de Fubini,

(22 ) = (T f) o (22ed) = [ ([ 77y )
= [t- sy

Soit n € N, en notant (Z}, f)" la n®" itération de (Z}, f). Une récurrence directe montre que
1
(n—1)!

Si on note g = (Z1, )", donc ¢ c’est 'unique fonction vérifiant

(Thh)" () = [t =7y

VO<k<n—1, ¢¥(a)=0, ¢ =f

L’égalité ¢ = f justifie la définition suivante:
Définition 2.4
Soit n € N. L’intégrale a gauche d’ordre n de f que I'on note (I, f), est définie par

T ) = oy [ =T @i

Gréce a la fonction Gamma, la propriété I'(n + 1) = n!, ¥n € N, nous permet de généraliser la
définition précédente de la maniere suivante:

Définition 2.5

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre o > 0 de f est définie par

VE e [a,b]: (Z% f) () = F(la) / (b ) () (2.5)

De méme maniere on définit I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre
a >0 de f, par

1 b
Vi€ [a,b]; (T2 f) (1) = e /t (r — 1)* L f(r)dr. (2.6)

Remarque 2.2.1

Par le simple changement de variable s = t — 7, on remarque que I2 f(t) peut étre écrit
sous la forme suivante :

L) = /Ot_asa—l flt—s) ds. (2.7)
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Notons ces opérateurs (Z§ f) et (Iﬁ ):
1t
Vi € R (T ) ()= 1 /0 (t — 7)° "L f(r)dr. (2.8)
1t
VteR; (I9f) () = e /_ (=TT () (2.9)
Proposition 2.4
Pour a > 0,8 >0, on a
' r(s)
(@t =0 0 = gt =0 (2.10)
i r(s)
(@O 1) 1) = g gy 0= 0" (211)
Preuve : On a
1.
@ e=a) )0 =g 0= -0
Posons 7 — a = s(t — a), donc
1t
(T2t =) ) () = gy (= a) = sl = )" (5(t = @) ¢~ a)ds
= F(loz)(t — q)*tP! /Ot(l —5)2 1P ds
= Sy (=@ Bl ),
r
F(Q{(i)ﬁ) (t . a)oﬂrﬁfli
Remarque 2.2.0.1
_ I()l(B)
PO = Tarp)
2. Méme idée (le changement de variable est b — 7 = s(b —t)).
[

Théoréme 2.2

Si f € L'([a,b]); alors 2, f existe pour tout o > 0 et Z f € L'([a, b]).

Proposition 2.5
Soit a >0, 8> 0 et f € L*([a,b]). Alors
I8T0 f =110 =T,

a
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Preuve : On a

a _ b a1 1 7 -1
IO = i [0 (5 [0 0 @

_¥ toT el — 1 () dsdr
_F(cof(ﬁ)/aa“ )* (T = 8)7 f(s)dsdr.

On change l'ordre d’intégration

TRTA0) = fre [ ) [ = = 9 s,
Posant L gy e
{ T = (t_s— s)u + s,t_z’ € [0,1].
Donc
T8I0 f(t) = F(a)ll“(ﬁ) /at f(s)(t —s) Pt /:(1 —u)* '’ duds
L s)(t — $)*TP'B(a uds
= i 6= Bl s,
L TG [y aeiig,
= F@T) Ta 7 ) Jo /=97
-t r — 5)etPLf(s)ds
= Fare) L ¢ )
= T30 f(8)

]

2.3 Transformation de Laplace de I’intégrale de Riemann-
Liouville

Lemme 2.3.1

Soit a > 0, f € L'([a,b]), b > 0. Alors la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville Z§, f est

L(I5: 1) (s) = s7"L(f)(s)-

Preuve : On écrit 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Z& f comme convolution de
0

1
deux fonction g(t) = mto‘*l et f(t). Clest a dire
oY

1

TN =g ) =70
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Alors :

Exemples sur l’intégrale de Riemann-Liouville de quelques fonctions usuelles:

1. Fonction constante :
Soit f(t) = C, alors:

- C) [_(t - T){O‘}E (2.12)

INGe o
C (6
- al'(a) (t=a)
C [0}
“Tarnt Y

2. Fonction exponentielle :
Soit f(t) = e, k > 0 o € R%, on applique la formule de (la remarque 2.2.1 ) avec
a = —o00, alors :

1 pheo
If-‘-ekt = m /O s“ 1ek(t )dS
kt

e +o0 1 —k
— @ 5d
o) /0 s* e ds,

_ Fe(z)/o+°° (“Z)a_l o ‘f (2.13)

kt

e —+00
— kfa / a—1_—x d
() Jo voe v

ekt

— kfaekt

pour ks=ux :

— k™

2.4 Dérivées fractionnaires

2.4.1 Dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville

Soit a > 0, on note [« la partie entiere unique de o qui vérifiée (o] < a < [of + 1.
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Soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique

d d?
4 _4on
dt dt?
On peut définir une dérivée fractionnaire d’ordre 0 < v < 1 par:
di - E o Itl—a.
dte dt
Plus généralement, si a > 0, et n = [a] + 1, on peut poser:
a — ar oI,
dt> den

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.
Définition 2.6

Soit ae > 0, et n = o] + 1.

e La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre o de f est définie par:

Vte [a,b] BEDe f(t) = ((i)noI;l+o‘ (t)
o (2.14)

T T—a)de [y

e La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre @ de f est définie par:
RLyo d ! n—ao
Vit € [CL, b]u Db*f(t) = _& oIb— (t)

1 an (2.15)

B F(n—oz)dt"/tb(T -

Si maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et sont
appelées dérivées de Liouville.

Définition 2.7
Soit ae > 0, et n = o] + 1.

o La dérivée fractionnaire de Liouville a gauche d’ordre a de f est définie par:

vteR, #FDYf(t) = (i)n oIV (1)

= F a0 O

—00

o La dérivée fractionnaire de Liouville a gauche d’ordre a de f est définie par:

vt € R, BEDf(t) = (—i)n oI f(t)
— Ié;%;; /t+oo(7' — )" f(r)dr.
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Remarque 2.4.1

1. Poura =0, n=1,0na

d

DL =~ (Zaef) =10,

2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers:

_ 4

Vi€ N, DL (1) =R DL() = L f ()
vne N', MDY f() =" D) = (1) T f().
Proposition 2.6
Pour o >0, >0, on a
1.
(D (k= )0 = et 0 216
: r(s)
(D (6= 170 = g 0= 07 (2.17)
Preuve :

1. Posons f(t) = (t — a)?~!, d’apres la définition (??) et proposition la (??) on a :
d
("D = (F)" e T f ()
d r
(dt)n(r(n_(i)_{_ﬁ)(t _ a)n—a-ﬁ-ﬁ—l)

9

et

(i)n<t—a)"a+ﬂ1:(n—oz—i—ﬁ—1)(n—a+ﬁ—2)...(n_a+5_1_(n_1))<t_a)a+51

=n—a+pf-1)(n—a+p-2)--(B—a)t—a)’ "
D’autre coté
In—a+pB) =m—-a+f-1In—a+p-1),

—(n—a+B-1)n—-—a+-2T(n—a+3—-2)
=n—a+pf—-1)n—a+-2)---(8—a)l(8—a).

Donc

(D2 4) () = o= o+ A= Dn—a+ 5 =2 (F-a)(t— "

L (n—a+B-n—atB-2 (G- s
(n—atf-—Din—a+b-2) (B al(E—a)

T, sas

I
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2. De méme maniere.

Remarque 2.4.2

e PourA\=p—-1,a=0o0na

RLya 4A F(A+1 A—a
( D0+t)(t) :F(ﬂ_(oH_)\)_i_1)(n—a—|—)\)(n—a+)\—1)---()\—a+1)t
_ T+ Ao
s @ = A - L= @ = A) (- a- A)e
'A+1) ., .
{ mt , st (a—A)¢{1,2,--- ,n} As 1
0 si (a—=X)e{l,2,--- ,n}

e Si(a—=MN)€e{l,2,---,n}=>AX=a—-m, me{l,2,--- ,n} cest a dire :

("Dgetr ) () =0, m e {1,2, - n}.

Exemples sur la dérivé fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de quelques
fonctions usuelles:

1. Fonction exponentielle :

Pour a = —oc: T
RLDa — — gn—akt
N agn =
dn a—n
= g et (2.18)
— kongn ekt
= k> M
2. Fonction constante C :
RL " n—ao
D, C T (zp>C)
dr C (t—a)"
dt» \T(n —a+1) 1)
C dr
_ - t_ ’I’L (0%
T Th—a+1)dm (t=a) (2.19)
on a : (;itn ((t—a)”_o‘) =n—a)n—a—-1)--(1—-a)(t—a) ",
et on a : n—a+1) =nh-a)n—a—-1)---(1—-a)'(1 —a),
alors que : Blpe ¢ = I‘(lc—a)@ —a) .

2.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
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Définition 2.8
: Soit a > 0, et n = [a] + 1.

1. La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche d’ordre o de f est définie par:

vt € [a,b], D2, f(t) :zggao(i)n ()

(2.20)
1 dm ot
- - = t— n—a—1 g(n) dr.
['(n—«)dt? /a t=7) Jrr)dr
2. La dérivée fractionnaire de Caputo a droite d’ordre o de f est définie par:
—Q d n
Vi e [ob), ODEf(0) = T o (-4 )"0

(2.21)

Remarque 2.4.3

Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivées classique :
vne N, “Dif(t) =70 - f(a).

Vne N* “Dpf(t) = (=1)"(f"(t) - f*(0)).

Lemme 2.4.1
Soit « € RT =N et n=[a] + 1. si f € AC™([a,b]), alors presque partout

lim “Dp. f(t) = f"(1)

lim Dy f(t) = (=1)"f"(1).
Proposition 2.7
Pour o« >0, >0, on a
R R e T R

Preuve : Posons f(t) = (t —a)?~t, d’apres la définition (??) et la proposition (??) on a

(DG )0 = T o (S (1)

=gy =77
et
Vit —a)ft = (B—1)(B—2)-(f—1—(n— 1)t —a)~1"
= (B=D(F-2)- (=)t =)
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D’ou :

(C'Dg+f)(t) _ (6 - 1)(5 - 2) e (5 — n) /:(t B T)n—a—l(T _ a)ﬁ_n_ldT,

['(n—«)
_B-1DB-2)---(B-n) a1 [! n—a—1_f-n-1
_ T (t —a)’ A(1-g $#n1ds
(B-1)(B=2)---(-n)

= —a) ™ ' Bn—a,8—n
o = oy B = 0, )

(B-1B=2)---(B=n)l(n—a)l'(f—n)

_ . B—a—1
= D(n = a)T(3 — n) (t-a)
— F<6) _ \B—a-1
EECE AR
: O
Remarque 2.4.4
Pour A\ =0 —1eta=0, on a:
AA=1)A=2)---A=n—=1)TAN=(n—-1
SR B SRS
F'(A+1) o
_ —F()\—Oé+1)t/\ , siAeg {0,1,2,--- ,n—1} A1,
0, si A€ {0,1,2,--- ,n—1}
c’est a dire
(“Dst™)(t) =0, me€{0,1,2,---,n—1}.

Théoréme 2.3

Soit « >0, et n=[a]+1. Si f:]a,b] = R, etsi f posséde (n — 1) dérivées en a et (D, f)
existe. Alors

n—1 )CI,
(cng) (t) =Dy lf(t) - JO( )(t _ a)k] :

[
i K

presque pour tout t € [a,b].

Preuve : On a par définition :

pi 1) - 5 Lo ap| = (§) 7w 00 -

k=0

En utilisant l'intégration par partie

n—1 r(k) a n—1
S ar o e - £ e - o

(t — 7)ot (t — 7)™

9(r) = f(7)
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On obtient :
' gt)] = /at (tr_(nT)_n :) [ i (r— a)k dr
] =T (t—7)"* d
n [F(n—a—l—l ] / n—oz—l—l)cl7"q<T)dT7
d’ou

De méme faon pour n-fois,

dn
oo t :In—a—l—ni t
ar L9(t)] ar o 9(t)
dm
= T T g (1)
4 n—1 f(k)(a)
I In o o _ \k
e 10— -

alors -
o [ S — :} ! UZ,(“) (t — a)k] — (i)nzgqa lf(t) - :2;: ! UZ,(“) (t - a)k]
- () zela
- (§) ez g0
S i)

Corollaire 2.4.2.1

Soient a > 0, n = [a] + 1 et (D2 f), (°D2, f)(t) sont existent, on suppose que f*)(a) =0
pour k=0,1,--- ,n—1. Alors

(“De f) (1) = (D f) (1),

Exemples sur la dérivé fractionnaire au sens de Caputo de quelques fonctions
usuelles :

1. Fonction constante C :

dr
C’Da C S U —C
ot ot 2\ den (2.22)

= 0.
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Cette résultat c’est la différence entre la dérivé fractionnaire au sens de Caputo et de
Riemann-Liouville.

2. Fonction exponentielle : Pour a = —oo
dTL
CD(ﬁe I;L_ (dtn ekt>
— I{’IZ’L;()[ (k,nekt)
1 /t(t )nfozflkn kT d
= — — e
I'(n—a) Ja ! !
“+oo
on a : b = @,
m=0 m!
alors “pe M ul /t(t yrert JFXO:O <Im-)d
N [ —T N/
at I'(n—«) — m!
kn +oo L L
— n [e% md
['(n— / ’
n +oo m 2.23
— k k / o= 1 )n a— 1d7’ ( )
I'(n—
-
our - =
p ; Y,
done : C o ekt _ Lk 'io kmtn a+m /al (1 N y)n—a—lym dy
' at I'(n—a) = m! -
t
L 400 m
— tn a+m 1
M=) syt Y
R J“ZO:O k™ K™ e armI'(n—a)l'(m+1)
I(n—a) = m! 'n—a+m+1)

= fnn—o Z T

m=0

(n—a+m+1)

2.5 Propriétés des opérateurs fractionnaires

o Linéarité: La différentiation et 'intégration fractionnaires sont des opérateurs linéaires
pour n’importe quelle approche de dérivation.

DUAf() + pg(t)) = ADf(t) + pDg(1).

o Compositions entre opérateur
Proposition 2.8

Soit a >0, >0, n=[a]+ 1, on a les propriétés suivantes:

— Si f(t) € Ly([a,b]), (1 <p<o0),alors

(Do f)(t) = f(t) et (Dy-Zy- f)(t) = f(2).
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— Sia>fet f(t) € Ly(la, b)), (1<p< o), alors
(DL () = (T )8 et (DT f)(1) = (T~ (D).
— Si f(t) € C([a,b]), ¢ =[a+ B]+ 1, alors
(DD (1) = (D7 F)(t) et (DD, ) (D F)().

— Si f(t) € Li([a,b]), (I f) € C™([a,b]), alors

e n (I:ff)(""“) (a)
n n k(qn—a £\(n—k)
N f_k?) 0) ) o

(t—a)™",

(Ze-Dy- 1) (¢t

k=1
— En particulier si0 < a <1

(Zo + D3 + 1) (1) = f(1),
(Ty +° D+ £) (1) = £(b).

Proposition 2.9

Soit « >0, >0, n=[a]+ 1, on a les propriétés suivantes:
1. Si f(t) € C[a,b]), ¢ =[a+ 8] +1, alors :
(“Dgs +° DI + £) (1) = (DI + £) 1),
(“Dy- +° D)+ f) (1) = (“DT + £) (1),

2. Si f(t) € C™([a,b]), ou f(t) € C™([a,b]), alors

n=1 (k) (,
(05 +7) 0 = 10 - = Lo

n—1 n—k £ (k) (},
(05 +1) (0 = 10— 3 Dy

3. En particulier si 0 < a <1

(Zer +9 D3 + 1) (1) = (1) = f(a),
(g +€ D+ £) (1) = £(t) = £(b).

o Intégration par parties
Corollaire 2.5.0.1
Soit « > 0 et n € N tels quen —1 < a < n. Soit f(t) € C"([a,b]) et g(t) € C"([a,b]). Alors

/ £)D2, g(t)dt = /Db
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et

/:f (t)Dy-g(t)dt = / "D F(8)g(t)dt.

2.6 Transformation de Laplace du dérivées fractionnaires

Lemme 2.6.1

Soit a > 0 et f € L'(R"), est a croissance sous-exponentielle. Alors

Vs > s0, LIZ5 fl(s) = s “L[[](s).

Proposition 2.10

Soit >0, n=[a] +1 et f € C"(RT), est a croissance sous-exponentielle. Alors

1.
Vs > s, L[Dgf](s) = s“LIf](s) — ;; s> ) B(0).
2. o
Vs > s0, L[ODG f)(s) = s"LIf)(s) — ;; s ®(0).
P@ :

1. On applique (??) & (Zg~*f) puis on utilise le lemme ?7 :

D110 = £ | 71| 0

= s"L[Z5 fI(s) — ni_: "Iy f)M(0)

=s"s"L[f](s) — HZ s"F Ty ) ®)(0)

n—1

= s"L[f)(s) = Y s* Ty ) P(0).

k=0

2. De méme on applique le lemme (?7), puis on utilise (?7) :
dn
LD = £ |75 G| o
= s""L[f)(s)
= i) - 5 00
k=0
n—1

= Lf(s) — X 8 H 1 FO(0),

k=0
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: m
Remarque 2.6.1

On remarquera ’absence de généralisation pour la dérivée du produit et de la composition
de deux fonctions. Ces caractéristiques de la dérivée classique passent effectivement mal
au fractionnaire. Quelle que soit la définition utilisée et méme avec des restrictions sur les
fonctions :

D(fg) # (D*f)g + f(Dg)
Da(fg) 7§ (D f)gg_Qf(D g)
D*(fog) # (D*f)9).9"

2.7 Equations différentielles fractionnaires

Définition 2.9
Soita >0, a ¢ N, n=a]+1et f: ACR?*— R, alors
Dy(t) = f(t,y(1), (2.24)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. Les conditions
initiales pour ce type d’EDF on utilise:

DMy(0) = by, (k=0,1,-+ ,n—1), HmI"y(t) = by. (2.25)
%
De la méme maniere
“DUy(t) = f(t,y(t)), (2.26)
est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas on utilise
comme
y®(0) =by, (k=0,1,2,---,n—1). (2.27)

2.7.1 Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

On commence par I’équation homogene de type Riemann-Liouville.
Lemme 2.7.1

Soit o« > 0. Si nous supposons que u € C(0,1) N £(0,1), alors I'équation différentielle
fractionnaire de type Riemann-Liouville :

Dgru(t) =0, 0<t<1, (2.28)
admet une solution unique

u(t) = Ot + Cot® 2 4 -+ Cpt™™™,

ouC,, e Ravecm=1,2,--- n.
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Lemme 2.7.2
Supposons que
ue C(0,1)NL(0,1) et D§,u € C(0,1) N L(0,1).
Alors:
T8 Dgu(t) = u(t) + Ot* t + Cot* 2 4 - Ot ™. (2.29)
ouC,, e R,avecm=1,2,--- ,n
Lemme 2.7.3
Soit 1 < a <2, ety € C([0,1]). Alors I'unique solution de probléeme aux limites
D§,u(t)+y(t) =0, 0<t <1
, 2.30
{ oty (230
est donné par:
1
ult) = [ Glt, s)y(s)ds,
0
tel que
(1) —(t —s)
T ,s100<s<t<1
G(t,s) = ( 1 ))QQO‘) : (2.31)
t(l—s
) s10<s<t<1
[(c)

2.7.2 Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

On commence par I’équation homogene de type Caputo.

Lemme 2.7.4
Soit o > 0. Si nous supposons que u € C(0,1) N L(0,1), alors I'’équation différentielle

fractionnaire de type Caputo:
“Du(t) =0, 0 <t <1, (2.32)
admet une solution unique
u(t) = Co+ Oyt + Cot* + -+ + Cpy 1 t" !
ouC, € R,avecm=0,1,2,--- ,n—1.
Lemme 2.7.5
Supposons que v € C™([0, 1]). Alors
T8 “DSu(t) = u(t) + Co+ Cit + Cot® + -+ + Cp_qt" L. (2.33)
ouC, € R,avecm=0,1,2,--- ,n—1.
Lemme 2.7.6
Soit 1 < a <2, et y € C([0,1]). Alors I'unique solution de probleme aux limites
CDgult) = y(t), 0<t<l,
(2.34)

u(0) +v'(0) = 0,
u(l)+ /(1) =0
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est donné par :

tel que :
1-t)1—s) >t —@t—s)>!t (A-t)1—-95)2
Gl F(?‘P _2F(a—1) , st 0<s<t<1.
/ (=015 (-3 i0<ics<
NG Ma—-1) ' - T T

(2.35)

2.8 Résolution des équations différentielles fractionnaires
par la transformation de Laplace

Pour résoudre une équation différentielle fractionnaire a ’aide de la transformée de Laplace,
c’est le méme principe pour résoudre les équations différentielles d’ordre entier, il faut prendre
la transformée de Laplace de chaque terme de 1’équation, puis résoudre I'équation algébrique
obtenue pour la fonction de Laplace. Une fois que la fonction de Laplace est trouvée, elle peut
étre inversée pour obtenir la solution de I’équation différentielle fractionnaire dans le domaine
temporel.

2.8.1 Equation différentielle fractionnaire homogéne

Type de Riemann-Liouville :
Soit I’équation suivante :

1

BDay(t) +ay(t) =0, t<0, n—1<a<n

n =1 c’est a dire que 0 < a < 1, sous la condition :

1
RLpZy0) =cC.

Pour résoudre cette équation nous suivons les étapes suivantes :
Etape 01: On applique la transformée de Laplace sur I’équation, alors :

LLREDE y(t) + ay(H)}(s) =0
LUWDE y(0)}(s) + al{y(D)}(s) =0
s7Y (s) — nz_: skDO_f_%y(O) +aY(s) =0

S%Y(S) —C+aY(s) =0

Y(s) =
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Etape 02: On applique la transformée inverse de Laplace, alors :

y(t) :(Jcl{ = }(t). (2.36)

sz +a
On a d’apres (Proposition 2.3) :

s

s — )\
1B, s =LY il 1(t).
@ s — )\

LU Eap(M)}(s) =

Appliquons ce résultat sur I’équation (2.29), donc :

Type de Caputo :

On pose 'équation suivante :
“DSiy(t)+ay(t) =0 t>0n—1<a<l,

n=1,
avec y(0) = C.
Etape 01: Appliquons la transformée de Laplace, qui sa donne :

LLDG y(t) +ay(t)}(s) =0
ﬁ{cpmy( )3(s) +al{y(t)}(s) =0

— Z s"7 Ly (0) +aY(s) =0
sYY(s) —s*'C+aY(s) =0

a—1

Y(s) =C

s +a
Etape 02: Appliquons la transformée inverse de Laplace, alors :

y() :C.cl{ s }

s+ a

= CEOCJ (—ato‘).

2.8.2 Equation différentielle fractionnaire non homogéne

Soit I’équation suivante :
“Diy(t) + Dyuy(t) = h(t),

telque: t>0,0<a<p<1,y(0)=C.
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Etape 01: Appliquons la transformée de Laplace sur I’équation, sa donne :

L{Dgry(1)} (s )+£{CDO+y( )3(s) = L{h(t)}(s)

sV (s) — > sy M (0) + 57V (s Z s@ Ly B (0) = H(s)
k=0

(s° +8)Y()—(“ Pt = H(s)

H a—1 B—1
y(s) = (s) N s+ s

5% + 5P 5% + 5P
Y(s) =H(s)— 4+
5 - ss‘“l—sﬁ S

Etape 02: Par I'application de I'inverse de la transformée de Laplace, alors :

1

t
s sa+85}()+07
1

ssa+sﬁ}(t)+0

{
-1 {H(S)S_a} (t) +C
{

sh—a 4+ 1
HH ()t EBpap(—t")} (1) + C

= [t =7 By asl(—17) (s dr .



Conclusion

La transformée de Laplace est un outil mathématique puissant utilisé pour résoudre des
équations différentielles linéaires ordinaires. Elle permet de transformer une équation différen-
tielle dans le domaine du temps en une équation algébrique dans le domaine de la fréquence.
Cette transformation facilite la résolution des équations différentielles, en particulier celles com-
portant des conditions initiales.

Les applications de la transformation de Laplace sont nombreuses et diverses. Voici quelques-
unes des principales utilisations :

1. Résolution des équations différentielles ordinaires : La transformée de Laplace permet de
résoudre des équations différentielles linéaires avec des coefficients constants ou variables.
En appliquant la transformée de Laplace a l’équation différentielle, sur une équation
algébrique dans le domaine de la fréquence, qu’il est souvent plus facile de résoudre.
Ensuite, en effectuant la transformation inverse de Laplace, on retrouve la solution dans
le domaine du temps.

2. Analyse des systemes linéaires : La transformée de Laplace est utilisée pour analyser
le comportement des systemes linéaires, tels que les circuits électriques, les systemes de
controle et les systemes de traitement du signal. Elle permet de représenter ces systemes
sous forme d’équations algébriques dans le domaine de la fréquence, ce qui facilite 'analyse
de leur réponse en fréquence, leur stabilité et leur performance.

3. Résolution des équations différentielles fractionnaires : La transformée de Laplace général-
isée, appelée transformée de Laplace fractionnaire, permet de résoudre des équations dif-
férentielles fractionnaires. Ces équations font intervenir des dérivées d’ordre non entier, ce
qui les rend plus complexes a résoudre avec les méthodes traditionnelles. La transformée
de Laplace fractionnaire offre une approche alternative pour résoudre ces équations et
étudier les systemes dynamiques fractionnaires.

4. Analyse de la stabilité : La transformée de Laplace est également utilisée pour analyser
la stabilité des systemes dynamiques. Elle permet de déterminer la stabilité d’un systeme
en examinant les poles de la fonction de transfert dans le domaine de la fréquence. La
localisation des pdles dans le plan complexe fournit des informations précieuses sur la
stabilité et le comportement du systeme.

En conclusion, la transformation de Laplace est un outil essentiel pour résoudre des équa-
tions différentielles linéaires et analyser les systémes dynamiques. Elle facilite la résolution
des équations différentielles ordinaires et permet également d’aborder les équations différen-
tielles fractionnaires. Son utilisation est compétente dans de nombreux domaines scientifiques
et d’ingénierie, offrant une approche puissante pour comprendre et résoudre les problemes dy-
namiques.
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