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Abstract

I n this dissertation, we discussed the Laplace transform and its properties, along with some
examples of common functions. Moreover, we learned how to apply it to solve certain types

of ordinary differential equations and fractional differential equations.

Keywords : Laplace Transform; Integer Order Differential Equation; Gamma Function;
Beta Function. Mittag-Leffler Function; Riemann-Liouville Integral. Caputo-Type Fractional
Derivative; Riemann-Liouville-Type Fractional Derivative. Fractional Order Differential Equa-
tion.
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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons retenu la transformation de Laplace et ses propriétés, ainsi que
quelques exemples de fonctions courantes. De plus, nous avons appris comment l’appliquer

pour résoudre certains types d’équations différentielles ordinaires et d’équations différentielles
fractionnaires.

Mots-clés: Transformation de Laplace; Equation différentielle d’ordre entier; Fonction
gamma.Fonction beta. Fonction Mettag-Lefller. Intégrale de Riemann-Liouville. Dérivé frac-
tionnaire de type de Caputo; Dérivé fractionnaire de type Riemann-Liouville; Equation dif-
férentielle d’ordre fractionnaire.
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 الملخص:
 
 

تحويل لابلاس و معرفة خصائصه وبعض الأمثلة في هذه المذكرة تطرقنا الى تعريف  

 في استخدامه على بعضٍ من الدوال المألوفة .

 كما تعرفنا ايضًا على استخداماته في حل بعضِ الأنواع من المعادلات التفاضلية العادية 
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Notations

L{f} La transformation de Laplace de la fonction f .
F (S) Autre notation de la transformée de Laplace.
ℜ(s) La partie réelle du nombre complexe s.
Lp(R) Espace des fonctions tel que

∫+∞
−∞ |f(t)|p < ∞ .

Lq(R) L’espace dual de Lp(R), 1
p

+ 1
q

= 1.

TL Abréviation du (Transformée de Laplace).
L1(R) Espace des fonctions intégrables sur R.
Γ(z) Fonction gamma .
n! Fonction factoriel .
β(z, w) Fonction beta .
F(s) La transformation de Fourier.
Eα(z) Fonction de Mittag-Leffler .
L−1{F} La transformation inverse de Laplace.
Iα

x Intégrale de Riemann-Liouville d’ordre α.
RLDα

x Dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α.
CDα

x Dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre α.
C[a, b] Espace des fonctions continues sur [a , b].
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Introduction

Au début du 19ème siècle, le mathématicien français Pierre-Simon Laplace cherchait un
moyen de résoudre les équations différentielles complexes qui se posaient dans la physique et
l’ingénierie. Après des années de travail acharné, il a finalement développé une méthode révo-
lutionnaire appelée la transformation de Laplace. Cette méthode permettait de transformer
une équation différentielle en une simple équation algébrique, rendant ainsi la résolution plus
facile. La transformation de Laplace est rapidement devenue un outil indispensable pour les
ingénieurs et les physiciens, et elle est encore largement utilisée aujourd’hui.

La transformation de Laplace peut être utilisée pour résoudre une grande variété d’équations dif-
férentielles entières, y compris les équations linéaires et non-linéaires. Elle est particulièrement
utile pour résoudre les équations différentielles qui ont des conditions initiales ou des conditions
aux limites, car elle permet de calculer facilement les solutions en fonction de ces conditions.
En outre, la transformation de Laplace peut être utilisée pour effectuer des opérations mathé-
matiques telles que la dérivation et l’intégration, ce qui la rend encore plus polyvalente.

La transformation de Laplace peut également être utilisée pour résoudre des équations dif-
férentielles fractionnaires, qui sont des équations qui contiennent des dérivées d’ordre non-
entier. Cela peut sembler étrange, mais la transformation de Laplace permet de transformer
ces équations en équations algébriques plus simples, qui peuvent ensuite être résolues à l’aide
de techniques mathématiques standard. La transformation de Laplace a donc ouvert la voie à
une nouvelle gamme d’applications en mathématiques et en sciences, en permettant de résoudre
des problèmes qui étaient auparavant considérés comme insolubles.
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Chapitre 1
Transformation de Laplace et ses
applications sur les équations
différentielles entières

D ans ce chapitre, nous commençons par un section de concepts de base de la transforma-
tion de Laplace et ses conditions d’existence et les propriétés fondamentales et quelques

exemples et en fin nous proposons l’inverse de cette transformation. La suite de chapitre, nous
représentons l’application de la transformée de Laplace sur les équations différentielles entières.

1.1 Définition de la transformation de Laplace; Exem-
ples

Définition 1.1
Transformation de Laplace de la fonction f noté L{f}, où F (s) est définie par la formule
suivante :

L{f} =
∫ +∞

0
f(t)e−st dt, s ∈ C;

à condition que l’intégrale impropre soit convergente.
La transformation de Laplace peut être étudiée sous deux formes différentes :

• Transformation fonctionnelle: Il s’agit de la transformée de Laplace d’une fonction
spécifique.

• transformation opérationnelle: On s’intéresse à la transformée de Laplace des opéra-
tion comme la primitive, la dérivée ... etc, d’une fonction f(t) .

Exemples usuels : On considère toujours que f : [0; +∞[→ R est une fonction continue au
moins par morceau.

• Pour f(t) = 1,
L{1}(s) =

∫ +∞

0
1e−st dt = 1

s
, s > 0.

10



1.1 Définition de la transformation de Laplace; Exemples 11

• Pour f(t) = t,
L{t}(s) =

∫ +∞

0
te−stdt

= 1
s

∫ +∞

0
e−stdt

= 1
s2 s > 0.

• Pour f(t) = tn, ∀n ∈ N

L{tn}(s) =
∫ +∞

0
tne−stdt

= n

s

∫ +∞

0
e−sttn−1dt,

= n(n − 1)
s2 L{tn−2}

= n !
sn+1 , s > 0.

• Pour f(t) = eat

L{eat}(s) =
∫ +∞

0
eate−stdt

=
∫ +∞

0
e(a−s)tdt

= − 1
a − s

, s > 0.

• Pour f(t) = eait = cos at + i sin at

L{eait}(s) =
∫ +∞

0
e(ai−s)tdt

= − 1
ai − s

= s

s2 + a2 + i
a

s2 + a2 .

Donc
L{cos at}(s) = s

s2 + a2 ,

et
L{sin at}(s) = a

s2 + a2 .

• Pour f(t) = 1
t
, t > 0.

L{1
t
} =

∫ +∞

0
e−st 1

t
dt

=
[

ln t.e−st
]+∞

0
+ s

∫ +∞

0
ln t.e−st dt.

Cette intégrale diverge quand t → 0, alors la transformation de Laplace de la fonction
f(t) = 1

t
n’existe pas .
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1.2 Conditions d’existence du transformation de Laplace

Définition 1.2
Soit f : [0; +∞[→ R. On dit que f est une fonction d’ordre exponentiel a, s’il existe
a > 0, M > 0 et T > 0 tel que:

|f(t)| ≤ Meat, pour tout t > T.

Théorème 1.1
Soit f : [0; +∞[→ R une fonction continue par morceau sur tout intervalle fini [0, n]. Si f
est d’ordre exponentiel a, alors la transformation de Laplace de la fonction f existe pour
tout ℜ(s) > a.

Preuve: Pour n > 0, alors:∫ +∞

0
f(t)e−stdt =

∫ n

0
f(t)e−stdt +

∫ +∞

n
f(t)e−stdt.

Comme f est continue par morceau sur [0, n] alors l’intégrale de Laplace existe, et puisque f
d’ordre exponentielle a pour tout t > n, alors on a :∣∣∣∣ ∫ +∞

n
f(t)e−stdt

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

n

∣∣∣∣f(t)e−stdt
∣∣∣∣

≤
∫ +∞

0

∣∣∣f(t)
∣∣∣e−stdt

≤
∫ +∞

0
Meate−stdt

= M

s − a
< +∞.

Alors la transformation de Laplace existe pour tour ℜ(s) > a.
Théorème 1.2

Supposons que l’intégrale de Laplace existe pour α ∈ R, c’est à dire que f(t)e−αt est
sommable. Si ℜ(s) > α alors ∣∣∣∣f(t)e−st

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣f(t)e−αt

∣∣∣∣,
qui sa donne que L{f(t)}(s) existe.

Preuve: On a : s = x + iy, pour ℜ(s) > α∣∣∣∣L{f}(s)
∣∣∣∣ ≤

∫
R+

∣∣∣∣f(t)e−(x+iy)t
∣∣∣∣dt

≤
∫
R+

∣∣∣f(t)
∣∣∣e−xtdt

<
∫
R+

∣∣∣f(t)
∣∣∣e−αtdt < +∞.

Qui sa donne que la transformation de Laplace existe pour ℜ(s) > α.
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Théorème 1.3
Soit f une fonction continue par morceau et d’ordre exponentielle a. Alors :

L
{ ∫ t

0
f(u) du

}
(s) = 1

s
L{f(t)}.

1.3 Propriétés de la transformation de Laplace
1. Linéarité

Proposition 1.1
Soient f ,g deux fonctions continues par morceaux sur [0; +∞[, et λ, µ ∈ R. On a :

L{λf + µg} =
∫ +∞

0
(λf + µg)e−st dt

= λ
∫ +∞

0
fe−st dt + µ

∫ +∞

0
ge−st dt

= λL{f}(s) + µL{g}(s).

Donc la transformation de Laplace est linéaire.

2. Transformation de Laplace de la dérivée: La transformation de Laplace des dérivées
successives d’une fonction f s’obtient par:

•
L{f ′(t)}(s) =

∫ +∞

0
f ′(t)e−st dt

=
[
f(t)e−st

]+∞

0
+ s

∫ +∞

0
f(t)e−st dt

= sL{f(t)} − f(0).
•

L{f ′′(t)}(s) =
∫ +∞

0
f ′′(t)e−st dt

=
[
f ′(t)e−st

]+∞

0
+ s

∫ +∞

0
f ′(t)e−st dt

= sL{f ′(t)} − f ′(0)
= s2L{f(t)} − sf(0) − f ′(0).

•

L{f (n)(t)}(s) =
∫ +∞

0
f (n)(t)e−st dt

= snL{f(t)}(s) − sn−1f(0) − sn−2f ′(0) − .... − f (n−1)(0).

3. Translation: On suppose que la fonction h est définie par : h(t) = eatf(t), et on calcule
sa transformation de Laplace.

L{h(t)}(s) =
∫ +∞

0
eatf(t)e−st dt

=
∫ +∞

0
f(t)e−(s−a)t dt

= L{f(t)}(s − a).
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4. Dérivée de la transformation de Laplace: Soit L{f(t)}(s) la transformation de Laplace
de la fonction f , leurs dérivées est définie par

•
{L{f(t)}(s)}′ = d

ds

∫ +∞

0
e−stf(t)dt

=
∫ +∞

0

d

ds
e−stf(t)dt

=
∫ +∞

0
−tf(t)e−stdt

= −L{tf(t)}(s).
•

{L{f(t)}(s)}′′ = d2

ds2

∫ +∞

0
e−stf(t)dt

= d

ds

∫ +∞

0

d

ds
e−stf(t)dt

= L{t2f(t)}(s).
•

{L{f(t)}(s)}(n) = (−1)nL{tnf(t)}(s).

5. Transformation de Laplace de la primitive∫ +∞

s
L{f(t)}(u) du =

∫ +∞

s

∫ +∞

0
e−utf(t) dt du

=
∫ +∞

0

∫ +∞

s
e−utf(t) du dt

=
∫ +∞

0
f(t)

∫ +∞

s
e−ut du dt

=
∫ +∞

0

f(t)
t

e−st dt

= L
{

f(t)
t

}
(s).

6. Transformation de Laplace du produit de convolution
Définition 1.3

Soient f ∈ Lp(R) et g ∈ Lq(R) tel que 1
p

+ 1
q

= 1. Le produit de convolution f ∗g est définie
par:

(f ∗ g)(t) =
∫
R

f(t − x)g(x)dx.

La transformation de Laplace d’un produit convolé f ∗ g donné par:

L{f ∗ g}(s) = L{f}(s)L{g}(s).
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1.4 Relation entre la transformation de Laplace et la
transformation de Fourier

Définition 1.4
Soit f une fonction intégrable, alors sa transformation de Fourier définie par :

F{f(t)}(ξ) =
∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiξt dt,

est notée aussi f̂(ξ).

On pose que s = x + 2πitξ tel que x > ζ0(f), et on calcul L{f}(x + 2πitξ).

L{f}(x + 2πitξ) =
∫ +∞

−∞
f(t)e−(x+2πiξ)t dt

=
∫ +∞

−∞
f(t)e−xte−2πξt dt

= F{f(t)e−xt}(ξ).

(1.1)

1.5 L’inverse de la transformation de Laplace
Pour une fonction f : [0; +∞] → R, on suppose que la transformation de Laplace de f existe
et notée F (s), alors
Définition 1.5

La transformation de Laplace inverse si l’on considère uniquement les variables réelles, est
donnée par la formule suivante :

f(t) =
∫ +∞

0
F (s)estdt, t ≥ 0,

ou bien notée
L−1{F}(t) = f(t).

L’inverse de la transformée de Laplace L−1 vérifie les mêmes propriétés de la transformée
de Laplace L.
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Table 1.1: Tableau de TL des fonctions
f(t) L{f}(s)

c
c

s

tn n !
sn+1

eαt 1
s − α

cos (at) s

s2 + a2

sin (at) a

s2 + a2

cosh (at) s

s2 − a2

sinh (at) a

s2 − a2

δ(t − t0) e−st0

H(t − t0)
e−st0

s

1.6 Résolution des équations différentielles ordinaires par
la transformation de Laplace

On suppose l’équation différentielle à coefficient constant d’ordre n

a0y(t) + a1y
′(t) + a2y

(2)(t) + ...... + an−1y
(n−1)(t) + any(n)(t) = f(t). (1.2)

Pour trouver une solution y = y(t) de cette équation, tel que t ≥ 0 et vérifiant les conditions :
y(i)(0) = y

(i)
0 , en passe a les étapes suivantes :

1. Appliquant TL, et utilisant ses propriétés

L{a0y(t) + a1y
′(t) + a2y

(2)(t) + ...... + an−1y
(n−1)(t) + any(n)(t)}(s) = L{f(t)}(s).

2. En utilise les techniques algébrique pour trouver Y (s) = L{y(t)}.

3. Trouver y(t) par l’utilisation de l’inverse de TL y(t) = L−1{Y (s)}.

On se propose d’utiliser la transformée de Laplace pour résoudre des équations différentielles.
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Équation différentielle homogène :

On considère l’équation différentielle homogène suivante

y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = 0,

avec ces conditions initiales : y(0) = 2 , y′(0) = 3

L{y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t)} = 0
L{y′′(t)} + 5L{y′(t)} + 6L{y(t)} = 0 (par la linéarité de TL)

s2Y (s) − sy(0) − y′(0) + 5sY (s) − 5y(0) + 6Y (s) = 0 (par la TL de la dérivée).

Donc
Y (s) = 2s + 13

s2 + 5s + 6 .

2ème étape : Utilisant les techniques algébriques par la décomposition en élément simple,
alors la solutions Y (s) s’écrit par :

Y (s) = A

s + 3 + B

s + 2
Y (s) = −7

s + 3 + 9
s + 2 .

3ème étape : Appliquant l’inverse de la transformée de Laplace pour trouver y(t), alors :

y(t) = L−1{Y (s)}(t)

y(t) = L−1{ −7
s + 3 + 9

s + 2}(t)

y(t) = −7e−3t + 9e−2t.
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Équation différentielle non homogène:

On considère l’équation différentielle non homogène suivante:

y′′(t) + 2y′(t) + y(t) = t,

avec y(0) = 1; y′(0) = 0.
Appliquant la transformation de Laplace sur l’équation :

L{y′′(t)} + 2L{y′(t)} + L{y(t)} = L{t}

s2Y (s) − sy(0) − y′(0) + 2sY (s) − 2y(0) + Y (s) = 1
s2 ,

Donc
Y (s) = 1

(s2 + 2s + 1)s2 + s + 2
s2 + 2s + 1 .

Utilisant les techniques algébrique alors par la décomposition en élément simple, alors la solution
Y (s) s’écrit par :

Y (s) = A

s + 1 + B

(s + 1)2 + C

s
+ D

s2 + E

s + 1 + F

(s + 1)2

= 2
s + 1 + 1

(s + 1)2 − 2
s

+ 1
s2 + 1

s + 1 + 1
(s + 1)2 .

Appliquant l’inverse de la transformée de Laplace pour trouver y(t), alors :

y(t) = L−1{ 2
s + 1 + 1

(s + 1)2 − 2
s

+ 1
s2 + 1

s + 1 + 1
(s + 1)2 }(t)

= 2e−t + te−t − 2 + t + e−t + te−t

= t − 2 + 3e−t + 2te−t.
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Système différentielle ordinaire:

Soit le système différentiel suivant :x′(t) = 3x(t) + 2y(t),
y′(t) = x(t) + 2y(t).

.

Avec les conditions suivantes : y(0) = 0 et x(0) = 3. On applique la transformée de Laplace
sur le système L{x′(t)}(s) = L{3x(t) + 2y(t)}(s),

L{y′(t)}(s) = L{x(t) + 2y(t)}(s),

,alors : sX(s) − x(0) = 3X(s) + 2Y (s),
sY (s) − y(0) = X(s) + 2Y (s).

Enfin, on trouve (s − 3)X(s) − 2Y (s) = 3,

X(s) + (2 − s)Y (s) = 0.
.

Donc, nous obtenons un système à deux équations linéaires du premier degré d’inconnues X(t)
et Y (t). Maintenant, on trouve X(t) et Y (t) par la méthode de Cramer :

∆ =
∣∣∣∣∣ s − 3 −2

1 2 − s

∣∣∣∣∣ = −s2 + 5s − 4, ∆X =
∣∣∣∣∣ 3 −2

0 2 − s

∣∣∣∣∣ = 3(2 − s), ∆Y =
∣∣∣∣∣ s − 3 3

1 0

∣∣∣∣∣ = −3.

Donc :
X(t) = ∆X

∆ = 3s − 6
(s − 1)(s − 4) ,

et
Y (t) = ∆Y

∆ = 3
(s − 1)(s − 4) .

Par la décomposition en élément simple :

X(t) = 1
s − 1 + 2

s − 4 , Y (t) = −1
s − 1 + 1

s − 4

Appliquant l’inverse de la transformée de Laplace :

x(t) = et + 2e4t, y(t) = −et + et.



Chapitre 2
Transformation de Laplace et ses
applications sur les équations
différentielles fractionnaires

D ans ce chapitre, Dans ce chapitre, nous abordons les informations fondamentales sur le
calcul fractionnaire en comprenant les fonctions spéciales et en expliquant l’intégration et

la dérivation de Riemann-Liouville. Nous découvrons également leurs propriétés distinctives,
ainsi que la dérivée de Caputo avec ses caractéristiques. De plus, nous explorons les équations
différentielles fractionnaires de type Riemann-Liouville et Caputo, et finalement, nous résolvons
certaines équations de ce type en appliquant la transformation de Laplace.

2.1 Fonctions spéciales
Dans cette section, nous introduisons les fonctions Gamma, Bêta et Mittag-Leffler, qui seront
utilisées ultérieurement. Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul
fractionnaire.

2.1.1 Fonction Gamma

Définition 2.1
On appelle fonction Gamma la fonction définie par :

Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−tdt, (z ∈ C, ℜ(z) > 0),

avec tz−1 = e(z−1) ln t.

Exemples: On a :

•
Γ(1) =

∫ +∞

0
e−tdt = 1.

20
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•
Γ(1

2) =
∫ +∞

0
t− 1

2 e−tdt

= 2
∫ +∞

0
e−τ2

dτ =
√

π (Posant le changement de variable t = τ 2).

Lemme 2.1.1
La fonction Gamma est une fonction de classe C∞ sur R∗

+, (resp. holomorphe sur le demi
plan z ∈ C, ℜ(z) > 0) et

∀k ∈ N∗, ∀z ∈ R∗
+(resp, z ∈ C, Re(z) > 0), Γk(z) =

∫ +∞

0
(ln t)ktz−1e−t dt.

Lemme 2.1.2
Pour tout z ∈ C, ℜ(z) > 0; n ∈ N; on a

1.
Γ(z + 1) = zΓ(z). (2.1)

2.
Γ(n) = (n − 1)!

3.
Γ(n + 1

2) = (2n)!
√

π

4nn! (2.2)

Preuve:

1. Représentons Γ(z + 1) par l’intégrale d’Euler et intégrons par parties :

Γ(z + 1) =
∫ +∞

0
tze−tdt

=
[
−tze−t

]∞
0

+ z
∫ +∞

0
tz−1e−tdt

= zΓ(z).

2. Il suffit d’appliques (2.1) pour z = n − 1.

3. Nous allons démontrer la formule (2.2) par récurrence sur N.

• Pour n = 0, on a Γ(0 + 1
2) = (0)!

√
π

400! =
√

π.

• Supposons que la formule est vérifié pour (n − 1) et considérons n. C’est à dire que
supposons que

Γ
(

(n − 1) + 1
2

)
= (2(n − 1))!

√
π

4(n−1)(n − 1)!
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est vérifié. Alors, on a :

Γ
(

n + 1
2

)
=
(

n − 1
2

)
Γ
(

n − 1
2

)
=
(

n − 1
2

) (2(n − 1))!
√

π

4(n−1)(n − 1)!

=
(2n − 1

2

) (2n − 2)!
√

π

4(n−1)(n − 1)!

= 2n

2n

(2n − 1)
2

(2n − 2)!
√

π

4(n−1)(n − 1)!

= (2n)!
√

π

4nn! .

Donc la formule (2.2) est vérifié pour n.

Proposition 2.1
Pour tout p > 0, on a

Γ(p) = lim
n→+∞

n!np

p(p + 1)(p + 2) · · · (p + n) .

2.1.2 Fonction Bêta

Définition 2.2
La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour des nombre complexes z et w
par :

B(p, q) =
∫ 1

0
tp−1(1 − t)q−1 dt, (p, q ∈ C, ℜ(p) > 0, ℜ(q) > 0).

Proposition 2.2
Pour tout p, q ∈ C, ℜ(p) > 0, ℜ(q) > 0; on a

B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q) .

Preuve : Soit D = (0, +∞) × (0, +∞), on a

Γ(p)Γ(q) =
(∫ +∞

0
xp−1e−x d x

)(∫ +∞

0
yq−1e−y dy

)
=
∫∫

D
xp−1yq−1e−(x+y) dx dy.

En utilisant le changement de cordonnées, considérons les nouvelles cordonnéesu = x + y

v = x
x+y

⇔

x = uv.

y = u(1 − v)
.
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et
∂(x, y)
∂(x, y) =

∣∣∣∣∣ v u
1 − v − u

∣∣∣∣∣ = −uv − u(1 − v) = −u

De même que le domaine D′ correspondant D dans les cordonnées u, v est

D′ = {(u, v)/ u ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 1}.

Alors ∫∫
D

xp−1yq−1e−(x+y)dxdy =
∫∫

D′
(uv)p−1(u(1 − v))q−1e−u| − u| du dv

=
∫∫

D′
up+q−1vp−1(1 − v)q−1e−u du dv

=
∫ +∞

0

∫ 1

0
up+q−1vp−1(1 − v)q−1e−u du dv

=
(∫ +∞

0
up+q−1e−udu

) ∫ 1

0
vp−1(1 − v)q−1dv

= Γ(p + q)B(p, q),

par conséquent
B(p, q) = Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q) .

.

2.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 2.3
La fonction de Mittag-Leffler est définie par

Eα(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1) , α > 0,

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est définie par

Eα,β(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β) , α, β > 0.

Exemples: On va calculer E1(x), E2(x), E1,2(x), E1,3(x).

•
E1(x) = E1,1(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1) =
+∞∑
k=0

xk

k! = ex.

•
E2(x) = E2,1(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(2k + 1) =
+∞∑
k=0

xk

2k! = cosh
√

x.

•
E1,2(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 2) =
+∞∑
k=0

xk

(k + 1)! = 1
x

+∞∑
k=0

x(k+1)

(k + 1)! = 1
x

(ex − 1).
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•
E1,3(x) =

+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 3) =
+∞∑
k=0

xk

(k + 2)! = 1
x2

+∞∑
k=0

x(k+2)

(k + 2)! = 1
x2 (ex − 1 − x).

Théorème 2.1
Pour α = n ∈ N, λ ∈ R, on a (

d

dx

)n

En(λxn) = λEn(λxn).

(
d

dx

)n

xβ−1En,β(λxn) = λxβ−n−1En(λxn).

Proposition 2.3
Pour α, β > 0, λ ∈ R, on a :

L[tβ−1Eα,β(λtα)](s) = sα−β

sα − λ
, s > 0, |λsα| < 1. (2.3)

Preuve : Grâce à la définition de transformée de Laplace, on a

L[tβ−1Eα,β(λtα)](s) =
∫ +∞

0
tβ−1Eα,β(λtα)e−st dt

=
∫ +∞

0
tβ−1

+∞∑
k=0

(λtα)k

Γ(αk + β)e−st dt

=
+∞∑
k=0

λk

Γ(αk + β)

∫ +∞

0
tαk+β−1e−st dt.

(2.4)

En posons le changement de variable st = τ, on obtient

L[tβ−1Eα,β(λtα)](s) =
+∞∑
k=0

λks−αk−β

Γ(αk + β)

∫ +∞

0
ταk+β−1e−τ dτ

=
+∞∑
k=0

λks−αk−β

Γ(αk + β)Γ(αk + β)

= s−β
+∞∑
k=0

(
λs−α

)k
.

Pour |λsα| < 1, on a
+∞∑
k=0

(
λs−α

)k
= 1

1 − λs−α
.

Donc
L[tβ−1Eα,β(λtα)](s) = s−β

1 − λs−α
= sα−β

sα − λ
.

.
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2.2 Intégrale de Riemann-Liouville
Soit f : [a, b] → R une fonction définie sur [a, b]. Notons par (I1

a+f) la primitive de f qui
s’annule en a. Donc:

∀t ∈ [a, b];
(
I1

a+f
)

(t) =
∫ t

a
f(τ)dτ.

L’itération de (I1
a+f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont la

dérivée s’annule en a. De plus, d’après le théorème de Fubini,(
I1

a+f
)2

(t) =
(
I1

a+f
)

◦
(
I1

a+f
)

=
∫ t

a

(∫ u

a
f(τ)dτ

)
du

=
∫ t

a
(t − τ)f(τ)dτ.

Soit n ∈ N, en notant (I1
a+f)n la nème itération de (I1

a+f). Une récurrence directe montre que
(
I1

a+f
)n

(t) = 1
(n − 1)!

∫ t

a
(t − τ)n−1f(τ)dτ.

Si on note g = (I1
a+f)n, donc g c’est l’unique fonction vérifiant

∀0 ≤ k ≤ n − 1, g(k)(a) = 0, g(n) = f.

L’égalité g(n) = f justifie la définition suivante:
Définition 2.4

Soit n ∈ N. L’intégrale à gauche d’ordre n de f que l’on note (In
a+f), est définie par

(In
a+f) (t) = 1

(n − 1)!

∫ t

a
(t − τ)n−1f(τ)dτ.

Grâce à la fonction Gamma, la propriété Γ(n + 1) = n!, ∀n ∈ N, nous permet de généraliser la
définition précédente de la manière suivante:
Définition 2.5

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α > 0 de f est définie par

∀t ∈ [a, b]; (Iα
a+f) (t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1f(τ)dτ. (2.5)

De même manière on définit l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre
α > 0 de f, par

∀t ∈ [a, b]; (Iα
b−f) (t) = 1

Γ(α)

∫ b

t
(τ − t)α−1f(τ)dτ. (2.6)

Remarque 2.2.1
Par le simple changement de variable s = t − τ , on remarque que Iα

a+f(t) peut être écrit
sous la forme suivante :

Iα
a+f(t) = 1

Γ(α)

∫ t−a

0
sα−1f(t − s) ds. (2.7)
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Notons ces opérateurs (Iα
0+f) et

(
Iα

+f
)
:

∀t ∈ R+; (Iα
0+f) (t) = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t − τ)α−1f(τ)dτ. (2.8)

∀t ∈ R;
(
Iα

+f
)

(t) = 1
Γ(α)

∫ t

−∞
(t − τ)α−1f(τ)dτ. (2.9)

Proposition 2.4
Pour α > 0, β > 0, on a

1. (
Iα

a+(t − a)β−1
)

(t) = Γ(β)
Γ(α + β)(t − a)α+β−1. (2.10)

2. (
Iα

b−(b − t)β−1
)

(t) = Γ(β)
Γ(α + β)(b − t)α+β−1. (2.11)

Preuve : On a

1. (
Iα

a+(t − a))β−1
)

(t) = 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1(τ − a)β−1dτ.

Posons τ − a = s(t − a), donc
(
Iα

a+(t − a))β−1
)

(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
((t − a) − s(t − a))α−1(s(t − a))β−1(t − a)ds

= 1
Γ(α)(t − a)α+β−1

∫ t

0
(1 − s)α−1sβ−1 ds

= 1
Γ(α)(t − a)α+β−1B(α, β),

= Γ(β)
Γ(α + β)(t − a)α+β−1.

Remarque 2.2.0.1

B(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α + β) .

2. Même idée (le changement de variable est b − τ = s(b − t)).

.
Théorème 2.2

Si f ∈ L1([a, b]); alors Iα
a+f existe pour tout α > 0 et Iα

a+f ∈ L1([a, b]).

Proposition 2.5
Soit α > 0, β > 0 et f ∈ L1([a, b]). Alors

Iα
a+Iβ

a+f = Iα
a+Iβ

a+ = Iα+β
a+ .
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Preuve : On a

Iα
a+Iβ

a+f(t) = 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1

(
1

Γ(β)

∫ τ

a
(τ − s)β−1f(s)ds

)
dτ

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ τ

a
(t − τ)α−1(τ − s)β−1f(s)dsdτ.

On change l’ordre d’intégration

Iα
a+Iβ

a+f(t) = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(s)

∫ t

s
(t − τ)α−1(τ − s)β−1dτds,

Posant {
u = τ−s

t−s
du = dτ

t−s
,

τ = (t − s)u + s, u ∈ [0, 1].
Donc

Iα
a+Iβ

a+f(t) = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(s)(t − s)α+β−1

∫ t

s
(1 − u)α−1uβ−1duds

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(s)(t − s)α+β−1B(α, β)duds,

= 1
Γ(α)Γ(β)

Γ(α)Γ(β)
Γ(α + β)

∫ t

a
f(s)(t − s)α+β−1ds

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
(t − s)α+β−1f(s)ds

= Iα+β
a+ f(t).

.

2.3 Transformation de Laplace de l’intégrale de Riemann-
Liouville

Lemme 2.3.1
Soit α > 0, f ∈ L1([a, b]), b > 0. Alors la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville Iα

0+f est

L (Iα
0+f) (s) = s−αL(f)(s).

Preuve : On écrit l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Iα
0+f comme convolution de

deux fonction g(t) = 1
Γ(α)tα−1 et f(t). C’est à dire

(Iα
0+f) (t) = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t − τ)α−1f(τ)dτ.

=
(

1
Γ(α)tα−1

)
∗ f(t)

= g(t) ∗ f(t).
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Alors :
L (Iα

0+f) (s) = L(g ∗ f)(s)
= L(g)(s) × L(f)(s)

= L
(

1
Γ(α)tα−1

)
(s) × L(f)(s)

= s−αL(f)(s).

.

Exemples sur l’intégrale de Riemann-Liouville de quelques fonctions usuelles:

1. Fonction constante :
Soit f(t) = C, alors:

Iβ
a+C = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1Cdτ

= C

Γ(α)

∫ t

a
(t − τ)α−1dτ

= C

Γ(α)

[
−(t − τ){α}

α

]t

a

= C

αΓ(α)(t − a)α

= C

Γ(α + 1)(t − a)α.

(2.12)

2. Fonction exponentielle :
Soit f(t) = ekt, k > 0 α ∈ R∗

+, on applique la formule de (la remarque 2.2.1 ) avec
a = −∞, alors :

Iβ
a+ekt = 1

Γ(α)

∫ +∞

0
sα−1ek(t−s)ds

= ekt

Γ(α)

∫ +∞

0
sα−1e−ksds,

pour ks = x :

= ekt

Γ(α)

∫ +∞

0

(
x

k

)α−1
e−x dx

k

= k−α ekt

Γ(α)

∫ +∞

0
xα−1e−x dx

= k−α ekt

Γ(α)Γ(α)

= k−αekt.

(2.13)

2.4 Dérivées fractionnaires

2.4.1 Dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville
Soit α > 0, on note [α] la partie entière unique de α qui vérifiée [α] ≤ α < [α] + 1.
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Soit f : [a, b] → R. En s’inspirant de la relation classique
d
dt

= d2

dt2 ◦ I1
t .

On peut définir une dérivée fractionnaire d’ordre 0 ≤ α < 1 par:
dα

dtα
= d

dt
◦ I1−α

t .

Plus généralement, si α > 0, et n = [α] + 1, on peut poser:
dα

dtα
= dn

dtn
◦ In−α

t .

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville à gauche.
Définition 2.6

Soit α > 0, et n = [α] + 1.

• La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d’ordre α de f est définie par:

∀t ∈ [a, b] RLDα
a+f(t) =

(
d
dt

)n

◦ In−α
a+ f(t)

= 1
Γ(n − α)

dn

dtn

∫ t

a
(t − τ)n−α−1f(τ)dτ.

(2.14)

• La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville à droite d’ordre α de f est définie par:

∀t ∈ [a, b], RLDα
b−f(t) =

(
− d

dt

)n

◦ In−α
b− f(t)

= (−1)n

Γ(n − α)
dn

dtn

∫ b

t
(τ − t)n−α−1f(τ)dτ.

(2.15)

Si maintenant f : R → R, les définitions précédentes se généralisent directement et sont
appelées dérivées de Liouville.
Définition 2.7

Soit α > 0, et n = [α] + 1.

• La dérivée fractionnaire de Liouville à gauche d’ordre α de f est définie par:

∀t ∈ R, RLDα
+f(t) =

(
d
dt

)n

◦ In−α
+ f(t)

= 1
Γ(n − α)

dn

dtn

∫ t

−∞
(t − τ)n−α−1f(τ)dτ.

• La dérivée fractionnaire de Liouville à gauche d’ordre α de f est définie par:

∀t ∈ R, RLDα
−f(t) =

(
− d

dt

)n

◦ In−α
− f(t)

= (−1)n

Γ(n − α)
dn

dtn

∫ +∞

t
(τ − t)n−α−1f(τ)dτ.
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Remarque 2.4.1

1. Pour α = 0, n = 1, on a

RLD0
a+f(t) = − d

dt

(
I1

a+f
)

= f(t).

2. Toutes ces dérivées coïncident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers:

∀n ∈ N∗, RLDn
a+f(t) =RL Dn

+f(t) = dn

dtn
f(t).

∀n ∈ N∗, RLDn
b−f(t) =RL Dn

−f(t) = (−1)n dn

dtn
f(t).

Proposition 2.6
Pour α ≥ 0, β > 0, on a

1.
(RLDα

a+(t − a)β−1)(t) = Γ(β)
Γ(β − α)(t − a)β−α−1. (2.16)

2.
(RLDα

b−(b − t)β−1)(t) = Γ(β)
Γ(β − α)(b − t)β−α−1. (2.17)

Preuve :
1. Posons f(t) = (t − a)β−1, d’après la définition (??) et proposition la (??) on a :

(RLDα
a+f)(t) = ( d

dt
)n ◦ In−α

a+ f(t)

= ( d
dt

)n( Γ(β)
Γ(n − α + β)(t − a)n−α+β−1),

et

( d
dt

)n(t − a)n−α+β−1 = (n − α + β − 1)(n − α + β − 2) · · · (n − α + β − 1 − (n − 1))(t − a)−α+β−1

= (n − α + β − 1)(n − α + β − 2) · · · (β − α)(t − a)β−α−1.

D’autre coté
Γ(n − α + β) = (n − α + β − 1)Γ(n − α + β − 1),

= (n − α + β − 1)(n − α + β − 2)Γ(n − α + β − 2)
= (n − α + β − 1)(n − α + β − 2) · · · (β − α)Γ(β − α).

Donc(
RLDα

a+f
)

(t) = Γ(β)
Γ(n − α + β)(n − α + β − 1)(n − α + β − 2) · · · (β − α)(t − a)β−α−1

= (n − α + β − 1)(n − α + β − 2) · · · (β − α)Γ(β)
(n − α + β − 1)(n − α + β − 2) · · · (β − α)Γ(β − α)(t − a)β−α−1

= Γ(β)
Γ(β − α)(t − a)β−α−1.
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2. De même manière.
Remarque 2.4.2

• Pour λ = β − 1, a = 0 on a

(
RLDα

0+tλ
)

(t) = Γ(λ + 1)
Γ(n − α + λ + 1)(n − α + λ)(n − α + λ − 1) · · · (λ − α + 1)tλ−α

= Γ(λ + 1)
Γ(n − α + λ + 1)(n − (α − λ))(n − 1 − (α − λ)) · · · (1 − (α − λ))tλ−α

=


Γ(λ + 1)

Γ(λ − α + 1)tλ−α, si (α − λ) /∈ {1, 2, · · · , n}

0 si (α − λ) ∈ {1, 2, · · · , n}
, λ > −1.

• Si (α − λ) ∈ {1, 2, · · · , n} ⇒ λ = α − m, m ∈ {1, 2, · · · , n} c’est à dire :(
RLDα

0+tα−m
)

(t) = 0, m ∈ {1, 2, · · · , n}.

Exemples sur la dérivé fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de quelques
fonctions usuelles:

1. Fonction exponentielle :
Pour a = −∞:

RLDα
−∞ekt = dn

dtn
In−α

−∞ ekt

= dn

dtn
(kα−n ekt)

= kα−nkn ekt

= kα ekt.

(2.18)

2. Fonction constante C :

RLDα
a+C = dn

dtn

(
In−α

a+ C
)

= dn

dtn

(
C

Γ(n − α + 1)(t − a)n−α

)

= C

Γ(n − α + 1)
dn

dtn

(
(t − a)n−α

)
on a : dn

dtn

(
(t − a)n−α

)
= (n − α)(n − α − 1) · · · (1 − α)(t − a)−α,

et on a : Γ(n − α + 1) = (n − α)(n − α − 1) · · · (1 − α)Γ(1 − α),

alors que : RLDα
a+C = C

Γ(1 − α)(t − a)−α.

(2.19)

2.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo
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Définition 2.8
: Soit α > 0, et n = [α] + 1.

1. La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche d’ordre α de f est définie par:

∀t ∈ [a, b], CDα
a+f(t) = In−α

a+ ◦
(

d
dt

)n

f(t)

= 1
Γ(n − α)

dn

dtn

∫ t

a
(t − τ)n−α−1f (n)(τ)dτ.

(2.20)

2. La dérivée fractionnaire de Caputo à droite d’ordre α de f est définie par:

∀t ∈ [a, b], CDα
b−f(t) = In−α

b− ◦ (− d
dt

)nf(t)

= (−1)n

Γ(n − α)
dn

dtn

∫ b

t
(τ − t)n−α−1f (n)(τ)dτ.

(2.21)

Remarque 2.4.3
Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux dérivées classique :

∀n ∈ N∗, CDn
a+f(t) = f (n)(t) − f (n)(a).

∀n ∈ N∗ CDn
b−f(t) = (−1)n(f (n)(t) − f (n)(b)).

Lemme 2.4.1
Soit α ∈ R+ − N et n = [α] + 1. si f ∈ ACn([a, b]), alors presque partout

lim
α→n−

CDn
a+f(t) = f (n)(t)

lim
α→n−

CDn
b−f(t) = (−1)nf (n)(t).

Proposition 2.7
Pour α ≥ 0, β > 0, on a

(CDα
a+(t − a)β−1)(t) = Γ(β)

Γ(β − α)(t − a)β−α−1, β > n.

Preuve : Posons f(t) = (t − a)β−1, d’après la définition (??) et la proposition (??) on a

(CDα
a+f)(t) = In−α

a+ ◦ ( d
dt

)nf(t)

= ( 1
Γ(n − α)

∫ t

a
(t − τ)n−α−1)f (n)(t)dτ,

et

( d
dt

)n(t − a)β−1 = (β − 1)(β − 2) · · · (β − 1 − (n − 1))(t − a)β−1−n

= (β − 1)(β − 2) · · · (β − n)(t − a)β−n−1.
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D’où :

(CDα
a+f)(t) = (β − 1)(β − 2) · · · (β − n)

Γ(n − α)

∫ t

a
(t − τ)n−α−1(τ − a)β−n−1dτ,

= (β − 1)(β − 2) · · · (β − n)
Γ(n − α) (t − a)β−α−1

∫ 1

0
(1 − s)n−α−1sβ−n−1ds

= (β − 1)(β − 2) · · · (β − n)
Γ(n − α) (t − a)β−α−1B(n − α, β − n)

= (β − 1)(β − 2) · · · (β − n)Γ(n − α)Γ(β − n)
Γ(n − α)Γ(β − n) (t − a)β−α−1

= Γ(β)
Γ(β − α)(t − a)β−α−1.

.
Remarque 2.4.4

Pour λ = β − 1 et a = 0, on a:

(CDα
0+tλ)(t) = λ(λ − 1)(λ − 2) · · · (λ − (n − 1))Γ(λ − (n − 1))

Γ(λ − α + 1) tλ−α

=


Γ(λ + 1)

Γ(λ − α + 1)tλ−α, si λ /∈ {0, 1, 2, · · · , n − 1}

0, si λ ∈ {0, 1, 2, · · · , n − 1}
, λ > −1,

c’est à dire
(CDα

0+tm)(t) = 0, m ∈ {0, 1, 2, · · · , n − 1}.

Théorème 2.3
Soit α > 0, et n = [α] + 1. Si f : [a, b] → R, et si f possède (n − 1) dérivées en a et (Dα

a+f)
existe. Alors (

CDα
a+f

)
(t) = Dα

a+

[
f(t) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t − a)k

]
,

presque pour tout t ∈ [a, b].

Preuve : On a par définition :

Dα
a+

[
f(t) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t − a)k

]
=
(

d

dt

)n

In−α
a+

[
f(t) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t − a)k

]

=
(

d

dt

)n ∫ t

a

(t − τ)n−α−1

Γ(n − α)

[
f(τ) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (τ − a)k

]
dτ.

En utilisant l’intégration par partie

g(τ) = f(τ)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (τ − a)k → d

dτ

[
f(τ) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (τ − a)k

]
(t − τ)n−α−1

Γ(n − α) → (t − τ)n−α

Γ(n − α + 1)



2.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo 34

On obtient :

In−α
a+ [g(t)] =

∫ t

a

(t − τ)n−α−1

Γ(n − α)

[
f(τ) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (τ − a)k

]
dτ

=
[

(t − τ)n−α

Γ(n − α + 1)g(τ)
]t

a

−
∫ t

a

(t − τ)n−α

Γ(n − α + 1)
d

dτ
g(τ)dτ,

d’où
In−α

a+ [g(t)] = In−α+1
a+

d

dt
g(t).

De même faon pour n-fois,

In−α
a+ [g(t)] = In−α+n

a+
dn

dtn
g(t)

= In
a+In−α

a+
dn

dtn
g(t)

= In
a+In−α

a+
dn

dtn

[
f(t) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t − a)k

]

= In
a+In−α

a+
dn

dtn
f(t), dn

dtn

[
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t − a)k

]
= 0,

alors

Dα
a+

[
f(t) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t − a)k

]
=
(

d

dt

)n

In−α
a+

[
f(t) −

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t − a)k

]

=
(

d

dt

)n

In−α
a+ [g(t)]

=
(

d

dt

)n

In
a+In−α

a+
dn

dtn
f(t)

= In−α
a+

dn

dtn
f(t)

=
(

CDα
a+f

)
(t).

Corollaire 2.4.2.1
Soient α ≥ 0, n = [α] + 1 et (Dα

a+f), (CDα
a+f)(t) sont existent, on suppose que f (k)(a) = 0

pour k = 0, 1, · · · , n − 1. Alors (
CDα

a+f
)

(t) = (Dα
a+f) (t).

Exemples sur la dérivé fractionnaire au sens de Caputo de quelques fonctions
usuelles :

1. Fonction constante C :

CDα
a+C = In−α

a+ ◦
(

dn

dtn
C

)
= 0.

(2.22)
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Cette résultat c’est la différence entre la dérivé fractionnaire au sens de Caputo et de
Riemann-Liouville.

2. Fonction exponentielle : Pour a = −∞

CDα
a+ekt = In−α

a+

(
dn

dtn
ekt

)
= In−α

a+

(
knekt

)
= 1

Γ(n − α)

∫ t

a
(t − τ)n−α−1knekτ dτ

on a : ekτ =
+∞∑
m=0

(kτ)
m ! ,

alors : CDα
a+ekt = kn

Γ(n − α)

∫ t

a
(t − τ)n−α−1

+∞∑
m=0

(kτ)
m ! dτ

= kn

Γ(n − α)

+∞∑
m=0

km

m !

∫ t

a
(t − τ)n−α−1τmdτ

= kn

Γ(n − α)

+∞∑
m=0

km

m !

∫ t

a
tn−α−1(1 − τ

t
)n−α−1dτ

pour τ

t
= y,

donc : CDα
a+ekt = kn

Γ(n − α)

+∞∑
m=0

km

m !t
n−α+m

∫ 1
a

t

(1 − y)n−α−1ym dy

= kn

Γ(n − α)

+∞∑
m=0

km

m !t
n−α+mβ(n − α, m + 1)

= kn

Γ(n − α)

+∞∑
m=0

km

m !t
n−α+m Γ(n − α)Γ(m + 1)

Γ(n − α + m + 1)

= kntn−α
+∞∑
m=0

(tk)m

Γ(n − α + m + 1) .

(2.23)

2.5 Propriétés des opérateurs fractionnaires
• Linéarité: La différentiation et l’intégration fractionnaires sont des opérateurs linéaires

pour n’importe quelle approche de dérivation.

Dα(λf(t) + µg(t)) = λDαf(t) + µDαg(t).

• Compositions entre opérateur
Proposition 2.8

Soit α > 0, β > 0, n = [α] + 1, on a les propriétés suivantes:

– Si f(t) ∈ Lp([a, b]), (1 ≤ p ≤ ∞), alors

(Dα
a+Iα

a+f)(t) = f(t) et (Dα
b−Iα

b−f)(t) = f(t).
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– Si α > β et f(t) ∈ Lp([a, b]), (1 ≤ p ≤ ∞), alors

(Dβ
a+Iα

a+f)(t) = (Iα−β
a+ f)(t) et (Dβ

b−Iα
b−f)(t) = (Iα−β

b− f)(t).

– Si f(t) ∈ Cq([a, b]), q = [α + β] + 1, alors

(Dα
a+Dβ

a+f)(t) = (Dα+β
a+ f)(t) et (Dα

b−Dβ
b−f)(t)(Dα+β

b− f)(t).

– Si f(t) ∈ L1([a, b]), (In−α
a+ f) ∈ Cn([a, b]), alors

(Iα
a+Dα

a+f) (t) = f(t) −
n∑

k=1

(
In−α

a+ f
)(n−k)

(a)
Γ(α − k + 1) (t − a)α−k,

(Iα
b−Dα

b−f) (t) = f(t) −
n∑

k=1

(−1)n−k(In−α
b− f)(n−k)(b)

Γ(α − k + 1) (b − t)α−k.

– En particulier si 0 < α ≤ 1

(Iα
a+ + Dα

a+ + f) (t) = f(t),(
Iα

b− +C Dα
b− + f

)
(t) = f(t).

Proposition 2.9
Soit α > 0, β > 0, n = [α] + 1, on a les propriétés suivantes:

1. Si f(t) ∈ Cq([a, b]), q = [α + β] + 1, alors :(
CDα

a+ +C Dβ
a+ + f

)
(t) =

(
CDα+β

a+ + f
)

(t),(
CDα

b− +C Dβ
b− + f

)
(t) =

(
CDα+β

a+ + f
)

(t).

2. Si f(t) ∈ Cn([a, b]), ou f(t) ∈ Cn([a, b]), alors

(
CDα

a+ + f
)

(t) = f(t) −
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k ! (b − a)k,

(
CDα

b− + f
)

(t) = f(t) −
n−1∑
k=0

(−1)n−kf (k)(b)
k ! (b − t)k.

3. En particulier si 0 < α ≤ 1(
Iα

a+ +C Dα
a+ + f

)
(t) = f(t) − f(a),(

Iα
b− +C Dα

b− + f
)

(t) = f(t) − f(b).

• Intégration par parties
Corollaire 2.5.0.1

Soit α > 0 et n ∈ N tels que n − 1 < α ≤ n. Soit f(t) ∈ Cn([a, b]) et g(t) ∈ Cn([a, b]). Alors∫ b

a
f(t)Dα

a+g(t)dt =
∫ b

a
Dα

b−f(t)g(t)dt,
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et ∫ b

a
f(t)Dα

b−g(t)dt =
∫ b

a
Dα

b−f(t)g(t)dt.

2.6 Transformation de Laplace du dérivées fractionnaires

Lemme 2.6.1
Soit α > 0 et f ∈ L1(R+), est à croissance sous-exponentielle. Alors

∀s > s0, L[Iα
0 f ](s) = s−αL[f ](s).

Proposition 2.10
Soit α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ Cn(R+), est à croissance sous-exponentielle. Alors

1.
∀s > s0, L[Dα

0 f ](s) = sαL[f ](s) −
n−1∑
k=0

sα−k−1(In−α
0 f)(k)(0).

2.
∀s > s0, L[CDα

0 f ](s) = sαL[f ](s) −
n−1∑
k=0

sα−k−1(f)(k)(0).

Preuve :

1. On applique (??) à (In−α
0 f) puis on utilise le lemme ?? :

L[Dα
0 f ](s) = L

[
dn

dtn
In−α

0 f

]
(s)

= snL[In−α
0 f ](s) −

n−1∑
k=0

sn−k−1(In−α
0 f)(k)(0)

= snsα−nL[f ](s) −
n−1∑
k=0

sn−k−1(In−α
0 f)(k)(0)

= sαL[f ](s) −
n−1∑
k=0

sα−k−1(In−α
0 f)(k)(0).

2. De même on applique le lemme (??), puis on utilise (??) :

L[CDα
0 f ](s) = L

[
In−α

0
dn

dtn
f

]
(s)

= sα−nL[f (n)](s)

= sα−n

[
snL[f ](s) −

n−1∑
k=0

sn−k−1(f)(k)(0)
]

= sαL[f ](s) −
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0).
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.
Remarque 2.6.1

On remarquera l’absence de généralisation pour la dérivée du produit et de la composition
de deux fonctions. Ces caractéristiques de la dérivée classique passent effectivement mal
au fractionnaire. Quelle que soit la définition utilisée et même avec des restrictions sur les
fonctions :

Dα(fg) ̸= (Dαf)g + f(Dαg)

Dα(fg) ̸= (Dαf)g − f(Dαg)
g2

Dα(f ◦ g) ̸= (Dαf)(g).g′.

2.7 Équations différentielles fractionnaires

Définition 2.9
Soit α > 0, α /∈ N, n = [α] + 1 et f : A ⊂ R2 → R, alors

Dαy(t) = f(t, y(t)), (2.24)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville. Les conditions
initiales pour ce type d’EDF on utilise:

Dα−ky(0) = bk, (k = 0, 1, · · · , n − 1), lim
t→0

In−αy(t) = bn. (2.25)

De la même manière
CDαy(t) = f(t, y(t)), (2.26)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo et dans ce cas on utilise
comme

y(k)(0) = bk, (k = 0, 1, 2, · · · , n − 1). (2.27)

2.7.1 Équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville
On commence par l’équation homogène de type Riemann-Liouville.
Lemme 2.7.1

Soit α > 0. Si nous supposons que u ∈ C(0, 1) ∩ L(0, 1), alors l’équation différentielle
fractionnaire de type Riemann-Liouville :

Dα
0+u(t) = 0, 0 < t < 1, (2.28)

admet une solution unique

u(t) = C1t
α−1 + C2t

α−2 + · · · + Cntα−n,

où Cm ∈ R avec m = 1, 2, · · · , n.
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Lemme 2.7.2
Supposons que

u ∈ C(0, 1) ∩ L(0, 1) et Dα
0+u ∈ C(0, 1) ∩ L(0, 1).

Alors:
Iα

0+Dα
0+u(t) = u(t) + C1t

α−1 + C2t
α−2 + · · · + Cntα−n. (2.29)

où Cm ∈ R, avec m = 1, 2, · · · , n.

Lemme 2.7.3
Soit 1 < α ≤ 2, et y ∈ C([0, 1]). Alors l’unique solution de problème aux limites{

Dα
0+u(t) + y(t) = 0, 0 < t < 1

u(0) = u(1) = 0 , (2.30)

est donné par:
u(t) =

∫ 1

0
G(t, s)y(s)ds,

tel que

G(t, s) =



(
t(1 − s)

)α−1
− (t − s)α−1

Γ(α) , si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1(
t(1 − s)

)α−1

Γ(α) , si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1

. (2.31)

2.7.2 Équation différentielle fractionnaire de type Caputo
On commence par l’équation homogène de type Caputo.
Lemme 2.7.4

Soit α > 0. Si nous supposons que u ∈ C(0, 1) ∩ L(0, 1), alors l’équation différentielle
fractionnaire de type Caputo:

CDα
0+u(t) = 0, 0 < t < 1, (2.32)

admet une solution unique

u(t) = C0 + C1t + C2t
2 + · · · + Cn−1t

n−1

où Cm ∈ R, avec m = 0, 1, 2, · · · , n − 1.

Lemme 2.7.5
Supposons que u ∈ Cn([0, 1]). Alors

Iα
0+

CDα
0+u(t) = u(t) + C0 + C1t + C2t

2 + · · · + Cn−1t
n−1. (2.33)

où Cm ∈ R, avec m = 0, 1, 2, · · · , n − 1.

Lemme 2.7.6
Soit 1 < α ≤ 2, et y ∈ C([0, 1]). Alors l’unique solution de problème aux limites

CDα
0+u(t) = y(t), 0 < t < 1,

u(0) + u′(0) = 0,
u(1) + u′(1) = 0

(2.34)
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est donné par :
u(t) =

∫ 1

0
G(t, s)y(s)ds,

tel que :

G(t, s) =


(1 − t)(1 − s)α−1 − (t − s)α−1

Γ(α) + (1 − t)(1 − s)α−2

Γ(α − 1) , si 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

(1 − t)(1 − s)α−1

Γ(α) + (1 − t)(1 − s)α−2

Γ(α − 1) , si 0 ≤ t ≤ s ≤ 1.

(2.35)

2.8 Résolution des équations différentielles fractionnaires
par la transformation de Laplace

Pour résoudre une équation différentielle fractionnaire à l’aide de la transformée de Laplace,
c’est le même principe pour résoudre les équations différentielles d’ordre entier, il faut prendre
la transformée de Laplace de chaque terme de l’équation, puis résoudre l’équation algébrique
obtenue pour la fonction de Laplace. Une fois que la fonction de Laplace est trouvée, elle peut
être inversée pour obtenir la solution de l’équation différentielle fractionnaire dans le domaine
temporel.

2.8.1 Équation différentielle fractionnaire homogène
Type de Riemann-Liouville :

Soit l’équation suivante :

RLD
1
2
0+y(t) + ay(t) = 0, t < 0, n − 1 < α < n

n = 1 c’est à dire que 0 < α < 1, sous la condition :

RLD
1
2
0+y(0) = C.

Pour résoudre cette équation nous suivons les étapes suivantes :
Etape 01: On applique la transformée de Laplace sur l’équation, alors :

L{RLD
1
2
0+y(t) + ay(t)}(s) = 0

L{RLD
1
2
0+y(t)}(s) + aL{y(t)}(s) = 0

s
1
2 Y (s) −

n−1∑
k=0

skD−k− 1
2

0+ y(0) + aY (s) = 0

s
1
2 Y (s) − C + aY (s) = 0

Y (s) = C

s
1
2 + a

.
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Etape 02: On applique la transformée inverse de Laplace, alors :

y(t) = CL−1
{

1
s

1
2 + a

}
(t). (2.36)

On a d’après (Proposition 2.3) :

L{tβ−1Eα,β(λtα)}(s) = sα−β

sα − λ

tβ−1Eα,β(λtα) = L−1{ sα−β

sα − λ
}(t).

Appliquons ce résultat sur l’équation (2.29), donc :

y(t) = CL−1

 s
1
2 −β

s
1
2 + a

 (t)

= Ct− 1
2 E 1

2 , 1
2
(−at

1
2 )

Type de Caputo :

On pose l’équation suivante :

CDα
0+y(t) + ay(t) = 0 t > 0 n − 1 < α < 1,

n = 1,
avec y(0) = C.
Etape 01: Appliquons la transformée de Laplace, qui sa donne :

L{CDα
0+y(t) + ay(t)}(s) = 0

L{CDα
0+y(t)}(s) + aL{y(t)}(s) = 0

sαY (s) −
n−1∑
k=0

sk−α−1y(k)(0) + aY (s) = 0

sαY (s) − sα−1C + aY (s) = 0

Y (s) = C
sα−1

sα + a
.

Etape 02: Appliquons la transformée inverse de Laplace, alors :

y(t) = CL−1
{

sα−1

sα + a

}
= CEα,1(−atα).

2.8.2 Équation différentielle fractionnaire non homogène
Soit l’équation suivante :

CDα
0+y(t) +C Dβ

0+y(t) = h(t),
tel que : t > 0, 0 < α < β < 1, y(0) = C.
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Etape 01: Appliquons la transformée de Laplace sur l’équation, sa donne :

L{CDα
0+y(t)}(s) + L{CDβ

0+y(t)}(s) = L{h(t)}(s)

sαY (s) −
n−1∑
k=0

sα−k−1y(k)(0) + sβY (s) −
n−1∑
k=0

sα−k−1y(k)(0) = H(s)

(sα + sβ)Y (s) − (sα−1 + sβ−1)C = H(s)

Y (s) = H(s)
sα + sβ

+ C
sα−1 + sβ−1

sα + sβ

Y (s) = H(s) 1
sα + sβ

+ C
1
S

Etape 02: Par l’application de l’inverse de la transformée de Laplace, alors :

y(t) = L−1
{

H(s) 1
sα + sβ

}
(t) + C,

= L−1
{

H(s) 1
sα + sβ

}
(t) + C

= L−1
{

H(S) s−α

sβ−α + 1

}
(t) + C

= L−1
{
H(s)tβ−1Eβ−α,β(−tβ−α)

}
(t) + C

=
∫ t

0
(t − τ)β−1Eβ−α,β((−tτ)β−α)h(τ) dτ + C.



Conclusion

La transformée de Laplace est un outil mathématique puissant utilisé pour résoudre des
équations différentielles linéaires ordinaires. Elle permet de transformer une équation différen-
tielle dans le domaine du temps en une équation algébrique dans le domaine de la fréquence.
Cette transformation facilite la résolution des équations différentielles, en particulier celles com-
portant des conditions initiales.

Les applications de la transformation de Laplace sont nombreuses et diverses. Voici quelques-
unes des principales utilisations :

1. Résolution des équations différentielles ordinaires : La transformée de Laplace permet de
résoudre des équations différentielles linéaires avec des coefficients constants ou variables.
En appliquant la transformée de Laplace à l’équation différentielle, sur une équation
algébrique dans le domaine de la fréquence, qu’il est souvent plus facile de résoudre.
Ensuite, en effectuant la transformation inverse de Laplace, on retrouve la solution dans
le domaine du temps.

2. Analyse des systèmes linéaires : La transformée de Laplace est utilisée pour analyser
le comportement des systèmes linéaires, tels que les circuits électriques, les systèmes de
contrôle et les systèmes de traitement du signal. Elle permet de représenter ces systèmes
sous forme d’équations algébriques dans le domaine de la fréquence, ce qui facilite l’analyse
de leur réponse en fréquence, leur stabilité et leur performance.

3. Résolution des équations différentielles fractionnaires : La transformée de Laplace général-
isée, appelée transformée de Laplace fractionnaire, permet de résoudre des équations dif-
férentielles fractionnaires. Ces équations font intervenir des dérivées d’ordre non entier, ce
qui les rend plus complexes à résoudre avec les méthodes traditionnelles. La transformée
de Laplace fractionnaire offre une approche alternative pour résoudre ces équations et
étudier les systèmes dynamiques fractionnaires.

4. Analyse de la stabilité : La transformée de Laplace est également utilisée pour analyser
la stabilité des systèmes dynamiques. Elle permet de déterminer la stabilité d’un système
en examinant les pôles de la fonction de transfert dans le domaine de la fréquence. La
localisation des pôles dans le plan complexe fournit des informations précieuses sur la
stabilité et le comportement du système.

En conclusion, la transformation de Laplace est un outil essentiel pour résoudre des équa-
tions différentielles linéaires et analyser les systèmes dynamiques. Elle facilite la résolution
des équations différentielles ordinaires et permet également d’aborder les équations différen-
tielles fractionnaires. Son utilisation est compétente dans de nombreux domaines scientifiques
et d’ingénierie, offrant une approche puissante pour comprendre et résoudre les problèmes dy-
namiques.

43



 

 

 

 

 

Bibliographie 

 
 

[1] Murray R. Spiegel, Ph. D. (1965). Theory and problems of Laplace transforms. 

[2] Spiegel M.R. (1981). Transformées de Laplace, cours et problèmes. Série Schaum. 

[3] Samko S.G., Klbas A.A., Marichev O.I. (1993). Fractional integrals and derivatives:theory 

and applications. Gordon and Breach, New York. 

[4] ] K.S. Miller, B. Ross, An Introduction to the Fractional Calculus and Fractional Differ- 

ential Equations, Wiley, New York, 1993. 

[5] Schiff , J. L. (Ed.). (1999). The Laplace transform, theory and applications. New York: 

Springer. 

[6] A.A. Kilbas, J.J. Trujillo, Dfferential equations of fractional order: methods, results and 

problems II, Appl. Anal. 81 (2002); 435-493. 

[7] Demengel G. (2002). Transformation de Laplace: théorie et illustrations par les exemples. 

Ellipses. 

[8] Ahmed Lesfari. Distribution, analyse de Fourier et transformation de Laplace. Cours et 

exercices. 

[9] A.A. Kilbas, H.H. Srivastava, J.J. Trujillo, Theory and Applications of Fractional Differ- 

ential Equations, Elsevier Science B.V., Amsterdam, 2006. 

[10] IFIPS-UniversitÈ de Paris-Sud. (2008). TransformÈes de Laplace des fonctions et des dis- 

tributions. Cours et exercices. 

[11] Dubois F., Galucio A. C., Point N. (2010). Introduction à la dérivation fractionnaire.théorie 

et application. Paris, France. 

[12] Kexue L., Jigen P. (2011). Laplace transform and fractional differential equations. Applied 

Mathematics Letters, 24, 2019-2023 

[13] T. Houmor, Analyse du Chaos dans un Système d’équations Différentielles Fractionnaires, 

Thèse Doctorat en sciences, Univ de Constantine, 2014 

[14] I. Podlubny, Fractional Differential Equations, Mathematics in Science and Engineering, 

Academic Press, New York, 19 

[15] ] Zhou. Y. (2014). Basic theory of fractional differential Equations.World Scientific, New 

Jersey. 

 
44 


	REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
	Devant le jury composé de :
	Président. Encadreur. Examinateur.
	Abstract
	Résumé
	
	Notations
	Introduction
	1 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles entières 
	1.1 Définition de la transformation de Laplace; Exemples

	1 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles entières 
	1.2 Conditions d'existence du transformation de Laplace

	1 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles entières 
	1.3 Propriétés de la transformation de Laplace 

	1 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles entières 
	1.4 Relation entre la transformation de Laplace et la transformation de Fourier 
	1.5 L'inverse de la transformation de Laplace 

	1 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles entières 
	1.6 Résolution des équations différentielles ordinaires par la transformation de Laplace

	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.1 Fonctions spéciales 
	2.1.1 Fonction Gamma 


	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.1 Fonctions spéciales 
	2.1.2 Fonction Bêta


	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.1 Fonctions spéciales 
	2.1.3 Fonction de Mittag-Leffler


	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.2 Intégrale de Riemann-Liouville

	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.3 Transformation de Laplace de l'intégrale de Riemann-Liouville

	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.4 Dérivées fractionnaires
	2.4.1 Dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville


	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.4 Dérivées fractionnaires
	2.4.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo


	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.5 Propriétés des opérateurs fractionnaires

	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.6 Transformation de Laplace du dérivées fractionnaires

	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.7 Équations différentielles fractionnaires
	2.7.1 Équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville


	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.7 Équations différentielles fractionnaires
	2.7.2 Équation différentielle fractionnaire de type Caputo


	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.8 Résolution des équations différentielles fractionnaires par la transformation de Laplace
	2.8.1 Équation différentielle fractionnaire homogène


	2 MaroonTransformation de Laplace et ses applications sur les équations différentielles fractionnaires 
	2.8 Résolution des équations différentielles fractionnaires par la transformation de Laplace
	2.8.2 Équation différentielle fractionnaire non homogène


	Conclusion
	Bibliographie

