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Problémes aux limites avec conditions non locales

Résumé

Dans ce travail, nous intéressons a I'étude de l'existence et 'unicité d'une solution
forte a un probleme d’évolutions avec des conditions aux limites non locales de type
intégral pseudo-hyperbolique intégro-différentiel. La preuve est basée sur des estima-
tions a priori et la densité de I'image de 'opérateur engendré par le probleme consi-
dérée. Nous avons également utilisé une méthode semi-analytique pour estimer cette
solution est perturbation de ’homotopie. De plus, nous concluons les résultats obtenus
par des exemples illustratifs.

Mots-clés : Equation intégro-différentielle pseudohyperbolic, Estimation a
priori, Condition intégrale, Existence et unicité, transformation de Laplace, Méthode
de perturbation de 'homotopie.



Boundary problems with non-local conditions

Abstract

In this work, we are interested in the study of the existence and uniqueness of a
strong solution to evolution problem with non-local boundary conditions of integral
type pseudo-hyperbolic integro-differential. The proof is based on priori estimates and
the density of the image of the operator generated by the problem considered. We also
used semi-analytical method to estimate this solution, is homotopy perturbation. In
addition,. We conclude the results obtained by illustrative examples.

Keywords :Pseudo-hyperbolic integro-differential equation, A priori estimate,
Integral condition, Existence and uniqueness, Laplace transform method, homotopy
perturbation method.
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Notations

Pour facilité la lecture, on commence par introduire les différentes notations utilisées
tout au long de ce travail.

N : ensemble des nombres entiers naturels

N* := N\ {0}.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

Q: Domaine borné dans R.

I': La frontiere de Q.

LP(Q) : espace des fonctions mesurables de puissance p € [0, +ool intégrables sur Q.
L (Q) : espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur Q.

C(Q) : espace des fonctions continues sur Q.

C"(Q) : espace des fonctions f : Q — R dérivables 7 fois et f™ continues.
T : opérateur linéeaire.

D(T) : domaine de définition de I'opéerateur T.

G(T) : graphe de l'opérateur T.

R(T) : image de l'opérateur T.

N(T) : noyau de 'opérateur T.

M : fermeture de I'ensemble M.

M : orthogonal de 'ensemble M.

X; Y : des espaces de Banach de normes respectives ||| x; ||| y-

Z(X;Y) : espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y,

. | Bully
cet espace est muni de la norme || B #(x.y) = sup .
uzo llullx

H : espace de Hilbert ou la norme et le produit scalaire sont notées respectivement par

[, ().

Z(H) : espace des opérateurs linéaires continus dans H.
I'(.) : La fonction Gamma.

B(,.) : Lafonction Béta.

Re(.): Partie réelle d'un nombre complexe.

[.] : Partie entiere d'un nombre réel.

Sy :f u(é, ndé.
0

x rn
Su= f f u(é, Hdédn.
0 JO
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Introduction générale

Les quations aux dérivées partielles sont un outil essentiel de modélisation et leur étude
occupe lesmathématiciens depuis le dix-huitieme siecle avec les travaux d’Euler, d’Alem-
bert, Lagrange et de Laplace...; au fil de cette derniere quarantaine d’années beau-
coup de phénomenes et de problemes modernes physiques, mécaniques, biologiques
et technologiques ont été modelés par des équations aux dérivées partielles (EDP), pa-
raboliques ou hyperboliques, mais avec des conditions non locales. Ainsi, les conditions
aux bords de type intégrales peuvent étre utilisées quand il est impossible de mesu-
rer directement la quantité recherchée sur la frontiere ou sa valeur totale ou moyenne
est connue. Plus précisément, les conditions standards (Dirichlet, Neumann, ...) qui
sont prescrites ponctuellement ne sont pas toujours adéquates car elles dépendent du
contexte physique ou les données peuvent étre mesurées a la frontiére du domaine étu-
dié. Dans certains cas, il n'est pas possible de prescrire la solution (pression, tempéra-
ture, ...) ponctuellement aux bords, parce que la valeur moyenne de la solution peut
étre mesurée le long du bord ou le long d'une partie de celui-ci.

La signification physique de base des conditions intégrales (moyenne, flux total, énergie
totale, masse totale, moment,...) a été laraison essentielle de I'intérét croissant a ce type
de problémes.

\/\9\ Lamodélisation mathématique des problemes avec conditions intégrales est

rencontrée en physique des plasmas (les processus de diffusion des particules dans un
plasma turbulent.) [2], théorie de transmission de chaleur [20} 56, 8], thermo-élasticité
[60,/42], certains procédés technologiques [43], oscillations d'un milieu [23], dynamique
des eaux souterraines [4,64], propagation de 'humidité [4], génie chimique [66], semi-
conducteurs [65], modeéles démographiques [29] et en problemes mathématiques en
biologie [5].

Les problemes avec des conditions aux limites non-locales ont été étudiés par pleu-
sieurs chercheurs. La signiflcation physique des conditions aux limites non-locales a
servi de base pour lintérét croissant porté a ce type de probleme. La modélisation ma-
thématique des problémes non-locaux est rencontré en théorie de transmission de la
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chaleur, en théorie des populations, thermo-élasticité, élasticitée, physique de plasma
et en métallurgie 21, 56]. Parmi les travaux récents dans cette direction, nous citons
ceux de A. Bouziani [6,(7,/8,9] qui a étudié des problemes mixtes pour une classe d’équa-
tions paraboliques et hyperboliques.

Pour tous ces motifs, les EDP avec des conditions intégrales ont bénéficié d'une trés
grande attention. Le premier qui s'est intéressé a 1'étude de ces problémes avec une
condition intégrale

1
f ulx, )dx =0.
0

était Cannon [32] en, ot il démontra par la méthode du potentiel, 'existence et 'unicité
de la solution classique d'un probleme mixte combinant une condition de Dirichlet et
une condition intégrale pour I'’équation de la chaleur lors de I'étude de la conduction
thermique dans une barre métallique mince chauffée. En utilisant toujours la méthode
du potentiel, Kamynin a établi dans [47] I'existence et I'unicité de la solution classique
d’un probleme similaire avec une représentation plus générale en utilisant un systeme
d’équations intégrales.

La méthode adoptée dans la plupart des articles précédents est celle des in-

égalités d’énergie. Cette derniere appelée la méthode d’analyse fonctionnelle ou la mé-
thode des estimations a priori. Cette méthode basée sur les idées de 1.G. Pétrovski [31]
qui I'a utilisé dans la résolution du probléme de Cauchy lié aux équations du type hy-
perbolique, par la suite J.Leray [37] et L.Garding[44] ont fait des développements im-
portants de la méthode et son schéma a été présenté par A.A. Dezin [13]. La méthode
a été également utilisée et développée dans les travaux de O.A.Ladyzenskaya[3) [58], K.

Friedrichs[41], N. I. Yurchuk[52} 53], A.V. Kartynnik [10] et de A. Bouziani[62, 15], [16].
En fait, en Cannon|32], lonkin[56] et Yurchuk[54] ont utilisé la condition intégrale :

1
f u(x, )dx = E(t).
0

Nous étudions dans la présente mémoire certaines classes de problémes aux limites
non standard. Nous développons plus exactement la méthode des inégalités de I'éner-
gie a ce probleme.

Cette méthode s’est avérée un outil efficace dans I’étude des problemes non classiques.
De tels problemes ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents types d’équa-
tions : paraboliques, pseudo-paraboliques, hyperboliques et du type mixte et cela en
utilisant différentes méthodes.

Le schéma de la méthode a été donné pour la premiére fois par A. A. DEZINQ [14], et
qui peut étre résumé comme suit :

D’abord on rameéne le probleme posé (P) a une équation opérationnelle :

Lu=F ueD(L),

ol 'opérateur L est considéré d'un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F
convenablement choisis.
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On établit les estimations a priori pour 'opérateur L. On démontre ensuite la densité de
I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans 'espace .

Plus précisément nous suivrons dans ce travail le schéma suivant :

Pour l'opérateur L engendré par le probléme considéré, nous démontrons I'inégalité de
I’énergie du type

lulle<clLulf, VYueD(). (1)

Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multi-
pliant I’équation donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées
et une certaine fonction poids, et en intégrant sur le domaine.

Le choix de I'opérateur Mu est fondamental, il est dicté par I'’équation et les conditions

aux limites. On montre ensuite que l'opérateur L dans E admet une fermeture L. La so-
lution de I’équation opérationnelle

Lu=F, (2)

est appelée solution forte généralisée du probleme considéré.

Par passage a la limite, I'estimations (I)) est prolongée aux solutions fortes généralisées,
i.e.,ona

lullg < cllLullg. 3)

A partir de 13, on déduit 'unicité de la solution de I’équation (2), I'égalité des ensembles
R(L) et R(L), etl'inversibilité de L. Linverse (L) ~1 étant défini sur 'ensemble des valeurs
de l'opérateur L.

La derniéere étape, consiste a établir la densité de 'ensemble R(L) dans F et donc 'exis-
tence d’une solution forte généralisée du probleme (I).

Laméthode de transformée de Laplace est un outil utilisé pour approcher la so-

lution de différentes classes d’équations aux dérivées partielles linéaires (voir : Suying
et al. [68], A. Merad et A. Bouziani. [17, 18]). La difficulté principale dans l'utilisation
de la méthode de transformation de Laplace consiste a trouver son inverse, car l'in-
verse de la transformation est trés complexe dans certaies situations. Pour surmonter
cette difficulté, il existe de nombreuses techniques numériques permettant d’'inverser
la transformation de Laplace. Une bonne comparaison de quatre algorithmes numé-
riques d’inversion de Laplace fréquemment utilisés est donnée par H. Hassanzadeh et
al.[27].

Laméthode de perturbation d’homotopie (HPM) a été proposée par Ji-Huan He ng% 138l

Cette méthode a été appliquée par plusieurs scientifiques [39, 40], aux différents pro-
blemes linéaires et non linéaires. La méthode de perturbation d’homotopie (HPM) peut
étre combinée avec des transformations comme celle de Laplace, pour résoudre des
équations différentielles ordinaires et aussi aux dérivées fractionnaires
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Ce mémoire porte sur I'étude Problemes aux limites avec conditions non locales. est
composée de trois chapitres.

55 Dans le Chapitre un, est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires
fondamentales et les outils nécessaires dans ce travail concernant les opérateurs li-
néaires non bornés, l'orthogonalité et la densité dans les espaces de Hilbert, inégali-
tés importantes, transformation de Laplace est sa transformation inverse, méthode de
perturbation de 'homotopie combinée avec la transformation de Laplace (LT-HPM) et
quelque lemmes techniques.

fg Dans le chapitre deux, est réservé al’étude d'un probleme pseudo hyperbolique
intégro-différentielles avec deux conditions intégrales. On transfere le probleme a un
autre nonlocale aussi, mais moins compliqué, Puis on décrit le cadre fonctionnel en
précisant les espaces fonctionnels dans lesquels I'étude est faite. On montre I'existence
et'unicité de la solution forte. La démonstration est basée sur une inégalité d’énergie et
sur la densité de I'ensemble des valeurs de 'opérateur engendré par le probleme étudié
dans 'espace d’arrivée F.

ﬁ Dans le chapitre trois, on présente la méthode de perturbation de '’homotopie
avec la transformée de Laplace (LT- HPM). De plus, nous concluons les résultats obte-
nus par des exemples illustratifs.

IZ"Enfin, ce mémoire est cloturée par une bibliographie.



Chapitre

Chapitre 1 <

Préliminaires

1.1 Rappels et notions de Base

Lobjectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utili-
sés tout au long de ce travail. Pour plus de détails, des références a la littérature seront
systématiquement données.

On se place dans un cadre hilbertien (H, — H>), ou H; est un espace de Hilbert sur
[ = R ou C, muni de la norme |.|; et le produit scalaire (.,.);, (i = 1,2).

1.1.1 Espace normés

Définition 1.1. (voir [[26], page 21]).(Norme) Soit E un espace vectoriel sur le corps K
(K =R ou C). Une norme sur E, est une application de ||.| : E — R, vérifiant les condi-
tions suivantes :

i.lx=0et]x]|=0< x=0.
ii.IAx|l = |Alllxll, pour tout x € E et pour tout A € K.
iii.lx+yll < llx|l+ Iyl pourtoutx,yc€E.

U;Zbesmg hrour Département de Mathématiques 2021 Meriem & Meroua
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1.1 Rappels et notions de Base

Remarque 1.1. Lespace vectoriel E muni d’'une norme sappelle espace normé, noté par
E, II.ID.

une application x — | x|| de E dans R" vérifiant les propriétés ii) et iii) mais pas néces-
sairement la propriété i) est appellée une semi-norme sur E.

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.2. (Suite de Cauchy) Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (xy) nen de
E est de cauchy si et seulement si,

Ve>0, dANeN, Vn>m>N= |x,—xnl <e.

Définition 1.3. (Espace Complet) un espace métrique est dit complet si toute suite de
cauchy admet une unique limite dans l'espace. On notera que tout espace compact est
complet.

Définition 1.4. (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace normé complet.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5. (produit scalaire ) Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Un produit
scalaire sur E est une application (.,.) : E x E — K telle que pour tout x,y,x;,x, € E et
pourtouta e K ona:

l{x,x)=0et(x,x) =0 x=0.

2.4x, ) =}, X).

3. {x1+ X2, ¥) = {x1, ) + (X2, V).

4.{ax,y)=aix,)).

Définition 1.6. (voir [[30], page 6]). (Espace préhilbertien) Un espace préhilbertien est
un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire .

Définition 1.7. (Espace de Hilbert ) Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur
K complet pour la norme induite par le produit scalaire .

1.1.4 Opérateurs linéaires bornés

De maniére général d'un opérateur linéaire est une application A:D(A) € Hy — H, li-
néaire o1 D(A) estle domaine de définition de I'application linéaire A, qui est un sous es-
pace vectoriel de H;. Que I'on suppose en général dense dans H; ; 'opérateur A: D(A) =
H; — H, est dit bornée si I'image de la boule d’unite (A(Bg,(0,1))) de H; est bornée
dans H,.

Tout opérateur A est completement définit par son graphe G(A) qui est un sous espace
vectoriel de H; x H, définit par : G(A) = (v, Av); ve D(A).
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1.1 Rappels et notions de Base @

Pour tout opérateur linéaire A: D(A) € Hy — H,. On note par :
N(A) ={veD(A), Av=0} (noyaudeT)
R(A) ={Av, veD(A)} (imagedeT).

On note .Z(H,, H,) (resp. -Z(H,;)) I'espace vectoriel des opérateur linéaire continues
dans H, (resp. des endomorphismes continue du H;) muni de la topologie de la conver-
gence uniforme :

IBul g
Be Z(Hy, Hy), |Blgw, m= sup ——2.
ueH /oy 1l my

Définition 1.8. On dit qu'une application linéaire continue B € £ (H,, H,) est inversible
ssi il existe une application B' € ¥ (H,, Hy) telle que :

B'oB=1Iy, BoB =1y,

Lapplication B’ si elle existe est unique. On notera B' = B~
Théoreme 1.1. Toute bijection linéaire continue B € £ (H,, H,) est inversible.

Théoréme 1.2. SoitB: H) — H, une application linéaire. Alors B est continu si et seule-
ment si le graphe de B est fermé dans Hy x H,, cest-a-dire : pour tout suite (x,) nen de Hy
vérifiant (x, — x,n — oo) dans H; et (Bx, — y,n — oo) dans H,, on a y = Bx.

1.1.5 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.9. On dit qu'un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé dans
H, x H»; i.e, Pour toute suite (u,) < D(A) : u,, — u dans Hy et Au,, — v dans H», alors
ue D) etv=Au.

Lopérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de
définition D(A) muni de la norme du graphe (l|ull := llullp, + | Aullp,) dans H;.

Théoreme 1.3. (Théoréeme du graphe fermé) Si lopérateur fermé A est définit sur tout
l'espace Hy, alors A est borné

(A ferméet D(A)=H — A borné).

Définition 1.10. On dit qu'un opérateur A est fermable dans H, s’il admet un prolonge-
ment fermé. Autrement dit A est fermable si et seulement si pour toute suite (u,) < D(A)
tellequeu,, — 0 et Au, — v, alors v = 0. Lopérateur fermé A dont le graphe G(A) = G(A)
est appelé fermeture de A.

Définition 1.11. OnditquelopérateurS est uneextensionde T si'D(T) c D(S) et Tu = Su
pour tout u € D(T) (Autrement dit, G(T) < G(S)).

Remarque 1.2. Il nest pas vrai que tout sous espace de Hy x H, est le graphe d’'un opéra-
teur.
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1.1 Rappels et notions de Base

Proposition 1.1. Un sous espace G € Hy x H, est le graphe d’'un opérateur linéaire si et
seulement si :

0,y)eG=y=0. (1.1)

Démonstration. Onnote P; :G — E la projection donnée par p; (x, y) = x sila propriété
(I.I) est vrai alors, (x,y;) € G et (x,¥2) € G implique que y; = y». Donc : I'application
T: p1G — F qui associé a x € p;G implique y € F tel que (x, y) € G est bien définie et

possede G comme son graphe.

Théoréme 1.4. (Théoreme de l'isomorphisme)Soient E et F deux espaces de Banach et

soit T un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F. Alors T~ est continu de F dans
E.

Théoréme 1.5. (Théoreme du graphe fermé) Soient E et F deux espaces de Banach. Soit
T un opérateur linéaire de E dans F. On suppose que le graphe de T, G(T) est fermé dans
E x F, alors T est continu.

1.1.6 Relation entre 'orthogonalité et la densité dans les espaces de
Hilbert

Définition 1.12. Soit M un sous-espaces vectoriel de l'espace de Hilbert Hy, on définit M+
l'orthogonal de M par

M*={feH; <f,g>m=0, VgeMi.

Proposition 1.2. Soit M un sous-espace vectoriel de l'espace de Hilbert H. Alors M est
dense dans H; si et seulement si M L =0

Démonstration. Supposons d’abord que M est dense dans H;. Soit f € M+ c Hj, soit
{fu}nen suite d’élément de M qui converge vers f.Ona< f, f, >p,= 0 pour tout n € N.

En passant a la limite, on en conclut que || f ||z, = 0. Donc: f =0, qui donne Mt = {0}..
Réciproquement, supposons que Mt ={0}. Alors On a (M) = {0} = F et comme M c
M. 1ls’en suit que M M+, etdonc (MY)L < (M) mais M est un fermé, alors (M) * =
M, alors on trouve (M>)* c M = Fc M.D’ou1 F = M. N
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1.1 Rappels et notions de Base

1.1.7 Espaces des fonctions intégrables :

Définition 1.13. [Podlubny, 1999] Soit Q) =10,T] (0 < T < +o0) en intervalle fini de R et
l=p=oo.

1) Pourl <P <oo, lespace LT (Q) est l'espace des fonctions réelles sur Q telles que f
est mesurable et

T
f If()Pdt <oo
0

2) Pour P = oo l'espace L, (Q) est l'espace des fonctions mesurables f bornée presque
partout (PP) sur ).

Théoréme 1.6. [Podlubny, 1999] Soit Q2 =10,T] (0 < T < o0) un intervalle fini de R.
1) Pourl <P <oo lespace LP(Q) est un espace de Banach muni de la norme :

I flloo = (fOT If(t)lpdt)% <00

2) Pour L*™°(Q), est un espace de Banach muni de la norme :

Ifll =infiM=0:|f()| < M(PP) sur £}

1.1.8 Espaces des fonctions continue et absolument continue

Définition 1.14. [Kilbas et al 2006] Soit Q2 =[0,T],(0 < T < oo) un intervalle fini deR et
n € N. On désigne par C"(Q) l'espace des fonction [ qui ont leurs dérivées d'ordre inferieur
on égale a n continues sur Q), muni de la norme

n n
Ifleney = Y 1fPllc = Y. maxifP@)l, neN.
k=0 k:O

En particulier Si n =0, Q) = CQ) l'espace des fonctions f continue sur Q muni de la
norme

Iflcw =I§1€%X|f(t)|-

1.1.9 Fonctions Utiles

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriétés de la fonction
Gamma d’Euler et la fonction Béta qui liée a cette fonction.

Fonction Gamma d’Euler
L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’euler I'(z)

qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et méme aux nombres
complexes a parties réelles positives).
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1.1 Rappels et notions de Base

Définition 1.15. [Podlubny, 1999] Pour z € C telle que Re(z) > 0. La fonction Gamma
I'(z) est définie par l'integrale suivante

+00
I'(2) :f exp ' t*7dt,
0

avecT'(1) =1, T(0+) = oo, I'(2) est une fonction monotone et strictement décroissante pour
0<z<l.

Une propriété importante de la fonction Gamma I'(z) est la relation de récurrence sui-
vante :

I'(z+1)=2zI'(z), Re(z)>0. (1.2)

qu'on peu la démontrer par une intégration par parties

+o00
[(z+1) = f exp [ t?dt
0

+o0
lexp™! 1715 + zf exp ' t* Hdt
0

zl'(2)

La fonction Gamma deuler généralise la factoriellecarT'(n+1) = n,VneN, eneffetI'(1) =
1 et en utilisant la relation (1.2) nous obtenons :

T2)=1T(1)=1!

T3)=2T2)=2.1!=2!

1 T4)=3T(3)=3.2!=3!

Tn+1)=nTn)=nn-1)!=n.
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1.1 Rappels et notions de Base

figure 1.1: Courbe représentative de la fonction Gamma

La fonction Béta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un role
important quant elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.16. [Podlubny, 1999] La fonction Béta est un type d’integrale d'euler définie
pour des nombres complexes z et w par :

1
BL&uH:i[ t*“11-0""'dt; Re(z)>0; Re(w)>0. (1.3)
0
La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivantes :

_TERI(w)

B(z,w) = ———; Re(z)>0; Re(w)>0. (1.4)
I'z+w)

Il sensuit de (1.4) que:

B(z,w)=B(w,z); Re(z)>0; Re(w)>0.
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1.1 Rappels et notions de Base

La fonction de Mittag-leffler

La fonction Mittag-leffler joue un role trés important dans la théorie des équations dif-
férentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans la recherche des solu-
tions des équation différentielles d’ordre fractionnaire. Cette fonction a été introduite
par G.M.mittag leffler [Mittag-leffler1995].

Définition 1.17. [Podlubny, 1999] Pour z € C, la fonction de Mittag-leffler E,(z) est défi-
nie comme suite::

00 k
Ed)=) ———; a>0. (1.5)
ico T(ak+1)

En particulier : Ey(z) = exp®; E(z) = cosh(v/z).

Cette fonction peut etre généraliser pour deux parametre pour donner :

0o Zk
E = e > 0; > 0. 1.6
a,p (%) kz=o Tak+p ° b (1.6)

1.1.10 Inégalités importante

Inégalité intégrale de cauchy-schwarz. Pour toute U, V € L”'(Q). Nous avons I'inégalité
suivante :

1 1
fU(x)V(x)dxs(f U(x)zdx)z(f V(x)zdx)z. 1.7)
Q Q Q

Inégalité de Holder. Pour U,V € LY (Q), nous avons :

1 1
fU(x)V(x)dxs(f Up(x)dx)”x(f Vp(x)dx)’”, P>1. (1.8)
Q Q Q

Cette inégalité est la généralisation de I'inégalité intégrale de Cauchy-schwarz.

Inégalité de Cauchyavece. Pour tout €; Pour arbitraire a, b dans Rnous avons I'inégalité :

€ 1
ab| < —|al* + —|b|%. 1.9
|abl| 2I| 2€II (1.9)

Inégalité de young avec e. Pour tout € > 0, et pour arbitraire a, b dans R nous avons
I'inégalité :

P-1b
|ab|s|ea|P+T|—|%, VP >1. (1.10)
€

Qui est la généralisation de I’énégalité de cauchy avece.
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1.1 Rappels et notions de Base

Inégalité de Poincaré .

Lemme 1.1. Pour u e L*(0,1). On a lestimation :

||(\\9xu||L2(0,l) S —||u||L2(0,1) (1.11)

V2

Démonstration. Linégalité de Cauchy-schwarz entraine

(S ) = (fxlu(s‘,t)dé)z
< (fxldé)(f)clu(é,t)zdf)
< (l—x)fxl(u(f,t))zdf

l
(1- x)f (u(x, 1)*dx.
0

Par I'intégration sur (0, /) on trouve :

(fol(l—x)dx)(f(u(x, t))zdx)

12 1
— f (u(x, 1)’dx
2 Jo

IA

1
f (Sy,u)’dx
0

IA

Par conséquent, on aura :

1
||%xu||Lz(0)l) <—| u”LZ(O,l)'

V2
|

Remarque 1.3. Linégalité (1.11) reste valable si on remplace l'intervalle (0,1) par une
région bornée Q) de R. 11 suffit de remplacer | par mes(Q) (mesure de Q) dans (L.11).

Inégalité de Gronwall. L'inégalité de Gronwall joue un grand role dans les estimations
des termes integro-différentiels et dont |'utilisation est fréquente pour 'obtention des
estimations a priori dans les normes des espaces sucsités et autres.

Lemme 1.2. (voir[3) [63]) Soit Z;(7) (i = 1,2,3) sont des fonctions non négatives sur [0, T,
Z1(1), Z»(7) sont intégrables et la foncion Z3(t) soit non-décroissante. Alors :

t t
f Zl(T)dT+Zz(t)SZ;;(t)+Cf Zo(1)dT
0 0
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1.2 Transformation de Laplace

découle l'inégalité

t
f ZL(D)dT + Zo (1) < €' Z3(1).
0

1.2 Transformation de Laplace

1.2.1 Définition et Propriétés

Définition 1.18. Soit f :R™ — C une fonction continue.

- On appelle transformée de Laplace de f, la fonction £ définie par :
L) = [ exp(-st)f(Ddt=F(s).
- On appelle transformation de laplace, lapplication £ définie sur C(R*,C) par £(f).

Remarque 1.4. On peut étendre cette définition aux fonctions f : R* — C ayant les pro-
priétés suivantes :

a) f est continue par morcaux, cest-a-dire que sur chaque intervalle fini de la forme
[a,b],a < b, les discontinuités de f (si elles existent) sont en nombre fini et sont de pre-
miére espece.

b) f est dordre exponentielle, cest-a-dire qu’il existe M > 0 et a € R telle que |f ()| <
Mexp(at). La continuité intervient lorsquon parlera de la transformée inverse de La-
place.

Sous ces conditions, il est facile de vérifier que [ Zo f(t)exp(—st)dt converge pour Re(s) > «
et on peut alors parler de transformée de Laplace de f .
Linéarité

Si les fonctions fi(1), fo(1),...., fn(t) ont des transformée de laplace, et soit {c;, ¢y, ...., €1}
un ensemble quelconque de constantes arbitraires. Alors

n n

£{ch-ﬁ(t)}:2ci£{fi(t)}. (1.12)
i=1 i=1
Translation de la transformée
Liexp(—at) f(t)} =F(s+a). (1.13)

Transformation d’'une dérivée d’ordre superieur

Soit f(#) continu sur 0 < ¢ < oo, et soient f'(1), f" (), ....., f™V(¢) continus par morceaux
sur tout intervalle fini continu dans [0, 0co). Alors
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1.2 Transformation de Laplace

n . .
L) = s"F(9) - Y. s 0 (0), (1.14)

i=1
ou: L{f ()} = F(s).
Transformation d’un produit de convolution

Définition 1.19. Le produit de convolution de deux fonctions réelles ou complexes f et
g, est une autre fonction, qui se note généralement f * g et qui est définie par :

t
(f*g)(t):fo f@gt—T1)dr. (1.15)

Théoréme 1.7. Soit L{f (1)} = F(s) et L{g (1)} = G(s). Alors :

LA(f * g) (D)} = F(s)G(S). (1.16)
Inversements,

LTYHE()G(s)} = (f * 2)(2).

1.2.2 Transformée Inverse de Laplace

Méthode Analytique Il n’existe pas de méthode analytique générale permettant de cal-

culer u(x, t) sion connait U(x, s). Cependant, on connait 'expression exacte u(x, t) pour
certaines fonctions U(x, s). Linversion de la transformée de laplace s’effectue par le biais
d’une intégrale dans le plan complexe, la formule de Bromwich Mellin est donnée par :
1 Y+ioco
ux,t) =L N U(x,s)) = — exp(sn)U(x, s)ds.
271 Jy-ico

Avecy choisi de sorte quel'integrale soit convergente. C’est-a-dire y doit étre supérieur a
la partie réelle de tout singularité de U(x,s) et qu’al’infini (y est réelle positive Re(s) =y),

1
U(x, s) — 0 au moins rapidement que S
s

En pratique la formule de Bromwich Mellin est peu utilisé, et on calcule les inverses des
transformes de Laplace a partir des tables de transformes de Laplace.
Méthode numérique (L'algorithme de Stehfest) Pour les cas de figure pour lesquels on

ne peut pas trouver une solution analytique, on peut employer la méthode numérique
suivante :

La méthode de Stehfest, aussi connu sous le nom d’algorithme de Stehfest, est une mé-
thode qui permet de calculer les valeurs de u(x, t). Elle a été publée par Harald Stehfest
en 1970.

La transformée inverse de la fonction U(x, s) peut se calculer par :

In2 27 nin2
ux, = —= 3 ppU(x—=), (1.17)
= t
avec,
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1.3 Méthode de perturbation de I'homotopie combinée avec la
transformation de Laplace(LT- HPM)

min(n,m) k™(2k)!

— (_1\tm

n=D k_[z,ﬂ] (m—-I)k!(k—1D!(n- k) 2k - n)! (1.18)
—2

ol m est un nombre entier positif impair et [g] désigne la partie entiére du nombre réel
q.
Pour m =5, les premiers 3,, sont donnés par :

gL g 385 o g p, o A68TL 505465 . 473915 . 1127735
1—12» 2= 12’ 3= M4 — 3 »M5 — 6 M6 — 2 M7 — 3 »
1020215 328125 65625
,68:— 3 ;,392 2 ’ 102——2 .

1.3 Méthode de perturbation de 'homotopie combinée

avec la transformation de Laplace(LT- HPM)

1.3.1 Idée de base de la méthode de perturbation de ’homotopie

La méthode de perturbation de '’homotopie a été proposée par Ji-Huan He en 1998 [38]
et a été développée et améliorée par lui-méme [39,/40]. Pour illustrer les idées de base
de cette méthode, nous considérons 'equation fonctionnelle non-linéaire suivante :

Alw—-f(r)=0;, reqQ, (1.19)

avec la condition aux limites suivante :
ou
B(u;—)=0; rerT, (1.20)
on

ol A est un opérateur fonctionnel général, B un opérateur de frontiére, f(r) est une

fonction analytique connue et est la frontiére du domaine. Lopérateur A peut-étre dé-
composé en deux opérateurs L et N, ou L estlinéaire et N est un opérateur non linéaire.
Lequation (I.1I9) peut donc s’écrire comme suit :

L(u)+ N(u) - f(r)=0. (1.21)

En utilisant la technique d’homotopie, nous construisons une homotopie :

v(r;p): Qx[0,1] — R, (1.22)
qui satisfait :
H(v,p) =1 -p)IL(v) — L(u)l + p[A(v) = f(r)] =0; req. (1.23)
ol
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1.3 Méthode de perturbation de I'homotopie combinée avec la
transformation de Laplace(LT- HPM)

H(v; p) = L(v) = L(uo) + p[L(ug) + N(v) — f(r)] =0 (1.24)

ol p € [0;1] est un parametre d’inclusion, 1, est une approximation initiale de I'équa-
tion (1.19), qui vérifie les conditions aux limites. Evidemment, a partir des équations

(I.23) et (I1.24), nous aurons :
H(v.0)=L(v)— L(ug) =0 (1.25)

Hw;1)=A(w)-f(r)=0 (1.26)

Le changement de p de zéro a I'unité ne sont que celles de v(r; p) de uy(r) & u(r).

En topologie, on parle de déformation, et L(v) — L(uy), A(v) — f(r) sont appelés homo-
topie. En 1998 Ji-Huan He, a utilisé le paramtre d’inclution p comme un ”petit parame-
tre”, et suppose que la solution d’quation (I.23) et (I.24) peut étre écrite comme série
de puissance en p :

v:v0+pvl+p2v2+ ....... (1.27)

Nous prenons p — 1, on aboutit a 'approximation de la solution de I'équation (I.19).

U= hm V=Upg+ U1+ U2 +..... (1.28)
p—»

La combinaison de la méthode de perturbation et de la méthode d’homotopie est appe-
lée méthode de perturbation de '’homotopie (HPM), qui a éliminé les limitations des
techniques de perturbation traditionnelles. La série (I.28) est convergente pour plu-
sieurs de cas. Certains criteres sont suggérés pour la convergence de la série (1.28), dans
[38].

1.3.2 Laméthode HPM combinée avec la transformation de Laplace

Dansles éxemples suivant nous exposons la méthode de pertubation d’homotopie (HPM)
combinée avecla transformation de Laplace (LT).

Exemple 1.1. On considére I'équation de Riccati suivante :

Z?—Zu W2 +1,1€Q(Q = [0, +00)) (1.29)

u(0) =0, (1.30)

la solution exacte de (1.29) et (1.30) est donnée par :

u(t)—1+\/_tanh(\/_+—l (§+1))

dautre part, le dévlopement de taylor de u au voisinage de 0 est
7 7 53
5_ L 6,20

1 1 71
ult)=t+t2+-3-=*——p- '+ — 18
3° 3 15 45 315 315
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1.3 Méthode de perturbation de I'homotopie combinée avec la
transformation de Laplace(LT- HPM)

On cherche maintenant la solution selon la méthode (LT-HPM). Appliquant l'opérateur

L a l'équation (1.29), on obtient
sU(s)—U(0) = Lu(t) — u? (1) + 1),

doi
1 1 5
U(s) - ;u(O) = ;L(Zu(r) —u~(r)+1),
en appliquant l'inverse de l'opérateur L a l'équation (1.31), on obtient :

u(t) = L_l{éi?(ZLt(t) —uP (1) + 1)} + u(0)

Nous construire 'homotopie suivantes :
vt p): Q2x[0;1] — R

v(t)—u0) = pL‘l{éL(Zv(t) — A+ 1)}

supposons que la solution de (1.33) soit écrire comme la série suivante :

v =) plvj),
j=0

en remplacant (1.35) dans (1.34), on obtient

1'2)191' vi(t)—u) = Pﬁ_l{éﬁ(zgpj Vit = (ij’ v U](t)) ’ 1)}

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p, on trouve

O vo(1) = u(0) =
L) = L7 0 R2uy - w0 + 1) = ¢,
cvo () = LT L 20 = 2911 }) = £,
tv3(t) = £'1(s_1L{2v2 — 209V — v"f}) = %t‘o’,
4

1
cva(8) = LT LR2us — 20903 — 201 10)) = _§t ,

i—-1

pi 1vi(t) = L_l(s_lﬁ{ZVi_l - Z vj v,-_j_l}).
j=0

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)
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1.3 Méthode de perturbation de I'homotopie combinée avec la
transformation de Laplace(LT- HPM)

lorsque p — 1, devient la solution approximative de I'equation (1.29), c-a-d,

u(t) = limlv:vo+v1+v2+v3+v4+v5+v6+v7+v3+....
p—»

1, 1 7 7 53 71
ut)=t+t2+-t——t*—-— - —+ — '+ —1®
37 3 15 45 315 315

Exemple 1.2. Dans le réctangle QO = (0,1) x (0, T) on considere I'équation déférentielle
partielle non linéaire suivante :

ou ou 3 0%u

Qu  ,ou_ou heq 1.36
ot Plox o OUE (1.36)

avec la condition initiale
u(x,0) = x. (1.37)

La solution éxacte de (1.36) -(1.37) est donnée par :

X
ux,t) = ——,
1+¢

le développement de taylor par rapport a t de la fonction u au voisinage de0 est :

ux,)=x(0—t+2-2+*-2+5-t"+1%..).

On cherche maintenant la solution selon la méthode (LT-HPM), en appliquant l'opéra-
teur £ a l'équation (1.36), on obtient,

2
Ulx, s) — u(x,0) = L(OTM _ ua—u),

(62u 0u)

1 1
) —_ = ’0 —_ — - -
U(s, x) Su(x )==-L ox2 ua

N

(1.38)

Appliquons lopérateur L1 a I'équation (I1.38), on obtient
(02 u

— - ud_u + u(x,0),
)

1
u(x, ) :L_l(—L 32 Y

s
nous pouvons construire ’homotopie suivante :

vix;t;p): Q2 x[0,1] — R,

v(x, ) — u(x,0) = pL‘l(éL(:—; - v%)), (1.39)

supposons que la solution de (1.39) soit écrite comme la série suivante :
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1.3 Méthode de perturbation de I'homotopie combinée avec la
transformation de Laplace(LT- HPM)

m .
v(t) =) plvj), (1.40)
j=0
en remplace dans (1.39), on obtient
v

[ele] . 1 0 [ee) . 0 .61)-
plvi(x, t) — u(x,0)=pL~t =L p plv: Y pi—L)), (1.41)

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p, on trouve :

p ivo(x, ) = u(x,0) =x,

pl tv(x,0) = L‘l(s_lﬁ

{
P?:vy(x, ) =L7" S_IL{i - VO% - vl%}) =’x,
{
p4: va(x, ) =Lt s_lﬁ{

(
Ipdvsx,0)= L‘l(s_lﬁ
(

j 2. i-1 . i-1 Qui_ .
Pl:vi(x,t):L_l(s_%{a vi-1 _Zbyj%_z v; Vi-j 1})
]:

lorsque p — 1, (1.40) devient la solution approximative de I’équation (1.36), c-a-d :

u(t) = limll): Vo+ V1 +V2+UV3+0V4+ U5+ 05....
p—

4 5

u)=x(A—t+2-3+*-°+145..)
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Chapitre

Chapitre 2 <

Etude d’un probléme intégro-différentielle pseudo-hyperbolique avec des
conditions intégrales

2.1 Position du probleme

Dans le domaine rectangulaire Q = Q x I ={(x,1):0<x <1, 0<t< T} on considere
une équation intégro-différentielle pseudo-hyperbolique :

’v  0*v Pv t
Lv= - - +yv— r— ,8)ds=g(x,1), 2.1
v 0t? “axz ’Batéxz vy fo alt =)l s) gt 1) @1
avec les conditions initiales
lv=v(x,0=0(x), 0<x<l, (2.2)
qgr=v:x,0=¥(x), 0<x<l (2.3)
et
1
f vix,)dx=n(t), 0<t<T, (2.4)
0
1
f xv(x, t)dx=m(t), 0<t<T, (2.5)
0
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2.2 Reformulation du probleme

ou g,®,¥,a,n et msont des fonctions connues a, 8,y et T des constantes positives, de
plus les fonctions ®(x) et ¥ (x) satisfont aux conditions de compatibilité suivantes :

1 1 1 1
f ®dx = n(O),f x®dx = m(O),f Ydx = rz’(O),f x¥dx =m'(0).
0 0 0 0

2.2 Reformulation du probleme

Puisque les conditions aux limites intégrales sont non homogenes, il est commode de
converti le probleme (2.I)-(2.5) en un probléme équivalent avec des conditions inté-
grales homogenes. Pour cela, nous introduisons une nouvelle fonction u(x, t) comme
suit

vix, ) =u(x,t)+U(x,1), (2.6)

Ux,t)=(-6x+4)n(t)+(12x—-6)m(t). 2.7)

Le probleme (2.1)-(2.5) avec des conditions intégrales non-homogeénes (2.4) - (2.5) peut
étre réduit de facon équivalente au probleme de trouver une fonction u satisfaisant a

0%u 0%u u
Lu=2%_ _
U=37z "%z P

t
+}/u—f a(t—su(x,s)ds = f(x,1), (2.8)
0

avec les conditions initiales

u=u(x,0)=¢x), 0<x<l, (2.9)
qu=u;x,0=vw(x), 0<x<l (2.10)
et .
f ulx,t)dx=0, 0<t<T, (2.11)
0
1
f xu(x,)dx=0, 0<t<T, (2.12)
0
ou
f,)=gx,0=U(x,1) (2.13)
et
@x) =d(x)—-U(x,1), (2.14)
Y(x)=¥Y(x)—qUl(x,1). (2.15)

Donc au lieu chercher v, nous cherchons simplement «. La solution du probléme (2.1)-
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2.3 Estimaion a priori [25]

2.3 Estimaion a priori

Dans ce chapitre, on montre I'existence et I'unicité de la solution forte dans un espace
fonctionnel du probleme (2.1I)-(2.5). La démonstration est basée sur une estimation a
priori et sur la densité de 'ensemble des valeurs de 'opérateur engendré par le pro-
bleme (2.8)-(2.12) équivalent au probleme (2.1I)-(2.5) en suivant le schéma cité dans
I'introduction. La solution du probléeme (2.8)-(2.12) peut étre considérée comme une
solution du probléme sous la forme opérationnelle :

Lu=9, (2.16)

ou L = (£,7,q) avec un domaine de définition D(L) constitué de fonctions u € L2(Q);

ou ou 0°u *u Fu _ ,

— =, , , €L et u satisfait ainsi que , 'opéra-
ox 90 0% ox2 droxr - - @ €. ainsi que €.19), Top
teur L est considéré de B dans F, ol1 B est I'espace de Banach des fonctions u € L?(Q),
dont la norme est :

telles que

1 ou 1
lull = sup fo (1925, DI+ 195xu0 DI dx)
0=t<T

qui est fini et F est I'espace de Hilbert constitué de tous les éléments de I = (f, ¢, v)
dont la norme est

1 1
II?IIF:(fQ ||f||2dxdt+f0 (||w(x)||2+||<p||2)dx)2,

ce qui est fini.

Théoréme 2.1. Si u(x, t) est une solution de probleme (2.8)-(2.12) et |a(t)| < a; et B sa-
T*aei+ar 1 _ L
————  + —, f € C(Q), on a lestimation

86‘1 862

lullgp < CllLul . (2.17)

tisfaisant la condition § =

Ot C est une constante positive indépendante de u; u € D(L)

B (max(%,eg, %y+ a)%
B min(l,y +2a)
X

x e
Démonstration. On pose Syu = f u(é, dé et S2u = f f u(¢, t)dédn. Multiplions
0 0o Jo

ou
I'équation (2.8) par Mu = —G32—, puis intégrons sur le sous domaine Q; =(0,7)x(0,1)

ou0<71<T, onobtient:
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2.3 Estimaion a priori

Qrgztz (?;t)dxdﬁaf (z—u)dxdwﬁf a(izzz\sx(g?)dxdt— (2.18)

YfQTlN (‘; )dxdt+f (f alt = s)ux, )ds)32 2 S )dxdt=

ff ( )dxdt

Lintégration par parties de chaque terme du coté gauche de I'équation (2.18) donne

%u (0
-, a_tg“ (au)d xdt=— f ||Jx—(x o dx——f 1S W (012 dx (2.19)
f dxdt——af llu(x, 7)1 dx——all(p(x)ll dx, (2.20)
u
ﬁf == at)d xdt= ﬁf ||—|| dxdt, 2.21)
—Yf dxdt— —yf 1Sculx, ) dx——yf ||\sx<p(x)|| dx. (2.22)

Substitutions (2.19)-(2.22) dans (2.18) donne
1! 0 1 ! 1 1
Efo ||%xa—§‘(x,r)||2dx+5yf0 ||%xu(x,r)||2dx+5af0 lux, D)% dx

ou , 1! ) 1t ) 1 )
+ﬁf 124 dxdr:—f 1Sy @l dx+—yf IS0 12dx + ~allp(0l2dx
o, Ot 2" Jo 2
! ou
2 2
f 32 ( )dxdt fr(j; a(t—s)u(x,s)ds)%x(a)dxdt.

En utilisant les inégalités de type de Poincaré suivantes

1 1 1
f I92ute ) Pdx < f 1S (1) 12dx,
0 0
1 [} ) 11 )
—f I1Sxu(x, 1)l de—f lulx, )lI“dx,
2 Jo 2Jo

t TZ
fnf u(x,s)dsllzdxdts—f lul?dxdt,
Q. Jo 2 Jq,
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2.3 Estimaion a priori 27]

on obtient

1t 0 1 1 0

Efo ||3xa—j(x,r)||2dx+(5y+a)f0 ||%xu(x,r)||2dx+,3fQTIIO—L;IIdedt (2.23)
1! ) 1 1 1 )
+1 [ weRdes (zr+5a) [ lomias

ffoz( )dth f(/ a(t—s)u(x,s)ds)S ( )dxdt

En utilisant I'inégalité de Cauchy avec ¢, le membre droit de (2.23) est borné

ffoz( )dXdl‘ f(f a(t—s)u(x,s)ds)3 ( )dxdt

f I£l dde—f ||<‘ || dx dt+ﬂ ||f u(x, s)dsl|?dxdr
0

+—f ||<sx—|| dxdt.
261 Q:r t

Ona

ff“z( )d dt - f(f a(t - ) u(x, s)ds)S ( )d dt (2.24)
T*a€2+a 1
€ 2 canTea b ou >
== fQ, Il dxdt+( e +8€2) . ”at" dxdr,

en utilisant (2.24) dans (2.23), on obtient

1 ou ) 1 )
| 18w nidxs (y+2a) [ 1St nitdx
0 ot 0
T'ae+a; 1 d
+2(ﬁ—#——) 122 2 dxdt
8e1 8es Q: ot

1 [l 1 1
segf ||f||2dxdt+—f ||1//||2dx+(—y+a)f lpl2dx,
Q: 2Jo 2 0

T'aiei+ar 1 i
———— — + — onobtient

Si B satisfaisant la condition 8 =
8e1 8¢y
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2.3 Estimaion a priori 28]

1 au 1
f II%x—(x,T)IIde+(y+2a)f II%xu(x,T)llzdx (2.25)
0 ot 0

1 [} 1 1
segf ||f||2dxdr+—f ||w||2dx+(—y+a)f lpl2dx,
Q: 2Jo 2 0

puisque le membre de droite de (2.25) est indépendante de 7, nous prenons le super-
mum par rapporta 7 de 0 a T dans le membre de gauche nous obtenons :

1

ou 1 1 1
sup [ 19, Gy oltdxs [ IStk nitdr = | Ifitaxdes [ ltorass [ lpwolax)
0=7=7J0 ot 0 Qr 0 0

Nous obtenons ainsi I'inégalité

lullp = CliLullF.

max(3,es, 2y + @y L

AvecC:( 2 22} )2
min(l,y +2a)

Proposition 2.1. Lopérateur L de B dans F est fermable.

Démonstration. Soit {u,} € D(L) une suite telle que :

u,—0 dans B, (2.26)

et
Lu, — (f,p,v) dans F (2.27)

il faut démontrer que
f=0, ¢=0 et yw=0.

La convergence de u;, vers 0 dans B entraine :
u,—0 dans D'(Q). (2.28)
D’aprés la continuité de la dérivation de D'(Q) dans D'(Q) (2.28) implique

Lu,—0 dans D'(Q), (2.29)

par ailleurs, la convergence de £ u, vers f dans L?(Q) engendre

Lu,— f dans D'(Q). (2.30)
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2.3 Estimaion a priori [29]

En vertu de I'unicité de la limite dans D’(Q), on conclut de (2.29) et (2.30) que f = 0.
Ensuite, il s'engendre de (2.27)

lu,— ¢ dans I[20,1), qu,— v dans L?(0,1), (2.31)

d’un autre coté, d’apres que

2
lunlg

ou
f(||Jxa—lf’(x,r)||2+||<:vxun(x,r)||2)dx

v

Sxtn(x,0)|l )

s
1

IS qunl® + 1Sl un]?)dx

donc on trouve
! 2 2 2
| (19cqunl + 1920w ) < Nualis, i,
0

alors compte tenu de (2.27), on aura

lu, —0 dans I%(0,1), qu,—0 dans L?(0,1) (2.32)

D’aprées I'unicité de la limite dans L?(0,1) en vertu de (Z.31) et (2.32) on obtient ¢ =0 et

y=0.

Définition 2.1. La solution de l'équation

Lu=9.
est dite solution forte du probleme (2.8)-(2.12)

Théoreme est valide pour une solution forte, i.e; on a I'inégalité :

lulg<cllLulp, VYueD(L). (2.33)

Par conséquent, cette derniere inégalité entraine les corollaires suivants

Corollaire 2.1. La solution du probleme (2.1)-(2.5) est unique si elle existe et dépend
continiiment de F € F.

Corollaire 2.2. Lensemble des valeurs R(L) de l'opérateur L est égale i la fermeture R(L)
de R(L).
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2.3 Estimaion a priori 39]

Démonstration. Soit z € R(L), alors il existe une suite de Cauchy {z,},, dans F constituée
des éléments de I'ensemble R(L) telle que

lim z,=z.
n—-+oo

Il existe alors une suite correspondante u, € D(L) telle que

Lu;, = z,.

De l'estimation (2.17), on obtient

lup —uqllp = clliLup — Lugllp — 0,

quand p et g tendent vers l'infini. On peut déduire que {u,}, est une suite de Cauchy
dans B, ainsi il existe u € B telle que
lim u,=u dans B.
n—--+oo

En vertu de la définition de f( lim u,=udansBsi lim Lu,= lim z, =z, alors
n— +oo n—- +o0o

n—+

lim Lu, =z et comme L est fermé donc Lu = z), la fonction u vérifie que :
n—-+oo

Ue D(z), Lu=z.

Ainsi z € R(L), alors
R(L) c R(L).
Aussi on conclut ici que R(L) est fermé parce qu’il est complet (tout sous-espace com-

plet d'un espace métrique (non nécessairement complet) est fermé).

I¥reste 2 montrer l'inclusion inverse.

Soitz € R(L), alors il existe une suite {z,,}, dans F constituée des éléments de 'ensemble
R(L) telle que

lim z, =z
n—+oo

ol z € R(L), car R(L) est un sous-ensemble fermé d’'un espace complet F, donc R(L) est
complet. Il existe alors une suite correspondante u, € D(L) telle que

De l'estimation (2.33), on obtient :

lup —uqllg < cllLup — Lugllp — 0,

quand p et g tendent vers l'infini. On peut déduit que {u,}, est une suite de Cauchy
dans B, ainsi il existe u € B telle que
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2.4 Existence de la solution

lim u,=u dans B.
n—+oo

Une fois encore, il existe une suite correspondante {L(u,)}, € R(L) telle que
Lu, = zun sur R(L), Vn.

Donc
lim Lu,=z,
n—+oo

En conséquence z € R(L) et alors on conclut que
R(L) < R(L).

2.4 Existence de la solution

T4 alef +a 1 .
——  + —, alors le probleme
861 862

2.8)-(2.12) admet une solution unique et forte u = f_l(f, P,V = F(f,(p,u/).
Démonstration. Pour prouver que le probleme (2.8)-(2.12) admet une solution forte

pour tout arbitraire (f,¢,w) € F, il suffit de prouver que R(L) est dense dans F, tout
d’abord pour le cas ou L est réduit a Ly = (£, 4, g) avec le domaine D(Ly) = {u/ue D(L):

Théoréme 2.2. Si f satisfaisant la condition f =

fu=0etqu = 0}. pour ce faire, nous démontrons la proposition suivant : .

Proposition 2.2. Dans les conditions du théoreme|2.1,pour w € L*(Q) et pour tout u €
D(Ly), nous avons

f Lu.wdxdt=0, (2.34)
Q

alors w sannule presque partout dans Q.
Démonstration. L égalité peut s’écrire comme suit
2 du

0 0°
a—t;twdxdt = af a—;wdxdt+ﬁwwdxdt—yf uwdxdt (2.35)
Qr Q Q

t
- fwdxdt+f (f a(t—s)u(x,s)ds)wdxdt,
Q: Q: Jo

a partir de légalité (2.35), nous donnons la fonction w en termes de u comme suit :
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2.4 Existence de la solution

w= —%za—u.
ot

En substituant w dans par sa représentation (2.36), on obtient :

0%u ou 0*u ou
Z 72 — 7 2
fo, = (-93="Jaxar anT (945 )axar
Fu ou ou
_x2 _ _x2 "
+'60t6x2( 32 t)dxdt nyTu( \sx(at)dxdt

ou t ou
f,f( \sx(at)dxdt+for(f0 a(t s)u(x,s)ds)( \sx(at)dxdt,

(2.36)

(2.37)

par intégration par parties et en tenant compte des conditions (2.11) et (2.12), on obtient

0%u ou 1! ou 1!
—fQ ﬁ(_%ia)dth = Efo ||<:vx5(x,r)n2dx—zf0 ISxqul®dx

1! ou
:Efo 19 e

0°u ou 1 ! 1
aforﬁ(—gia)dxdt = Eafo ||u(x,r)||2dx+Eallﬂullzdx

1 1 2
=——a | lulx71)l%dx,
2 Jo

3u ou ou
_x2 dxdt=—- f —_— Zd dt,
g Qfataxz( ¥gr)teat=—p o or!
—y u(—i‘sza—u)dxdt = —1yfl||% u(x r)||2dx+1yf1n% Cul®dx
Qr ot 20 Jo T 27Jo

1 1
-2y f 1S xutx, 1) 12dx.
2 Jo

La substitution de (2.38), (2.39), (2.40) et (2.41) dans (2.37) donne :

1! 0 1 1 0
Efo ||%x6—;‘(x,r)||2dx+§af0 ””(x’””zd“ﬁfg, ||6—Lt‘||2dxdt

, u

Xat)dxdt

1 t
+1yf IIi‘sxu(x,T)Ilzdxsf (f a(t—s)u(x,s)ds)(—%
2" Jo Qo

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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2.4 Existence de la solution

Par I'utilisation de I'inégalité de Cauchy avec ¢, le c6té droit de (2.42) est borné

t ou T*a1€? + ay ou
— _x2” 1 802
fQ,(fo alt s)u(x,s)ds)( \SXat)dxdtS e anatn dxdt (2.43)
En utilisant (2.43) dans (2.42), nous obtenons
1f1||° au( )Ilzdx+(ﬁ T4a1€%+a1)f IIaullzdxdt
p— —_— x’T —_——_—_—_—_ —_—
2Jo V¥or 8¢, o, 0t

1 ! 1 !
+—)/f 1S ulx, ) |2dx + —af lu(x,7)I°dx <0,
2" Jo 2 Jo

T4a162 +a 1
1 .
———— +—,o0nobtient

si B satisfait g =
ﬁ ﬁ 861 86‘2

1 ou 9 I 9 1 (! 9
—f 19 2% 1)l dx+—)ff 1S (1)l dx+—af lu(x,DIPdx <0,  (2.44)
2 Jo ot 2" Jo 2 Jo

nous obtenons comme le membre droite de (2.44) est indépendant de 7, nous prenons
le supermumpar rapport a r de 0 a T dans le membre gauche nous obtenons :

1
sup —

1L du 9 1 (! ) 1 ! )
f 1Sx—=(x, D) d)H—)ff I1Sxulx, 1) dx+—af lu(x,)I“dx <0,
o<r=T 2 Jo ot 2" Jo 2 Jo

N

ou
u=_0.

Nous mettons u = 0 dans (2.36) qui donne w = 0 dans L(Q).

Maintenant passant a la démonstration du théoreme A cette fin, il suffit de prouver

que R(L) est dense dans F. On suppose que pour certain W = (w, wg, w1) € R(L)* et pour
tout u € D(L) = B, alors Wvérifie I'égalité :

1 1
fLu.wdxdt+f fu.wodx+f qu.wdx =0. (2.45)
Q 0 0

Il faut prouver que W = (0,0, 0). Mettons u € D(Ly) dans (2.45),on obtient

Luwdxdt=0, wueD(Ly).
Qr

Alors la proposition2.2]implique que w = 0. Donc (2.45) prend la forme
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2.4 Existence de la solution

1 1
f !u.a)odx+f qu.w,dx =0.
0 0

Puisque les ensembles des valeurs des opérateurs ¢ et g sont indépendants et les en-
sembles des valeurs ¢ et g sont partout denses dans L?(Q), alors on trouve que wg = 0
et w; =0. Donc W = (0,0,0), ce qui implique que R(Ly) = F. Considérons maintenant le
cas général. Du fait que R(Ly) est dense dans F, on conclut qu'on peut prouver que R(L)
est dense dans F au moyen de la méthode de continuation le long du parametre. Cela

acheve la démonstration du théoréeme .
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Chapitre

Chapitre 3 <

Appliations de la méthode HPM

Dans ce chapitre, nous présentons I'application de la méthode de perturbation d’homo-
topie (HPM) aux probleme intégro-différentielle pseudo-hyperbolique avec des condi-
tions intégrales

3.1 Méthode de transformation de Laplace

Supposons que v(x, t) est définit et est d’ordre exponentiel pour ¢ = 0 c’est-a-dire qu’il
existe A,y > 0 et tp > 0 tels que |v(f)| = Aexp(yt) pour ¢ = ty. Supposons aussi que la
transformée de Laplace V(x, s), existe et est donnée par

Vi(x,s) = Liv(x, t);t — s}

= f v(x,exp(—st)dt
0

ol s un parametre positif. Prenant la transformation de Laplace des deux cotés de (2.1),
nous obtenons

2
—(a+ 5,5)(;7‘2/()6, )+ (P +y—A(S)V(x,5) = G(x,5) + V(%) + sP(x) — D" (x), (3.1)
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3.1 Méthode de transformation de Laplace

ou G(x,s) = L{g(x, 1), t — s}. De méme, nous avons
1 1
f Vix,s)dx= N(s), f xVi(x,8)dx = M(s), 3.2)
0 0

ol
N(s)=L{n(t),t — s}, M(s)=L{m(1),t — s} (3.3)

Ainsi, I’équation considérée est réduite a un probleme de valeur limite gouverné par
une équation différentielle ordinaire non homogene de second ordre.

3.1.1 Méthode de perturbation de ’homotopie avec transformation
de Laplace (LT- HPM)

Apres l'application de la transformation de Laplace et d’aprées la téchnique HPM, pour
déterminer la solution approché de I’équation (3.1) nous construisons une homotopie
proposée par Madani et al [45], sous la forme suivant :

°V(x,s) 1 0°®
Vix,s) = m ((CK-I-S,B)T-FG(X, S))+m (‘I’(x)+s®(x)—ﬁﬁ), n=1.
(3.4)
La solution de L'équation (3.4) s’écrit sous la forme d’'une série comme suit
V(x,5) =Y P'vi(x,9), (3.5)

i=0

ollv;(x,s),i=0,1,2,...sontdes fonctions qui devraient étre déterminées. En substituant

(3.5) dans (3.4), on obtient

S piy, - P © L 0%vi(x,9)(x, )

;)P vi(x,s) = m((a+sﬂ)i§P T+G(x,s)) (3.6)
;(\y(n cp()_ﬁaz_q)) >1
Zry—Al T TP e =S

En identifiant les termes avec ceux de mémes puissance de p dans (3.6), on trouve :

0*®(x)
0. _ _
PO ) = 5 (‘I’(x)+SCD(x) f—a )
(a+sP) ’d(x) 0°¥Y(x) 0'®(x)
Py, s) = + - + G(x,
Vs ) (s2+y— A(s)? (s 0x? 0x? dx* ) (s2+y—A(s) (4, 5)
Ué?lif;gzmw Département de Mathématiques 2021 Meriem & Meroua
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3.1 Méthode de transformation de Laplace

Py (xs)—Ma—ZV (x,8), n=2
T @2y - A ox? T T
Donc
0°D(x)
0. _ _
P .vo(x,s)—82+Y_A(S)(‘I’(x)+scl)(x) f—a)
_ a+sp Ry (2n+2) @n) @n)
Un(x,s) = ((82+Y_A(S))2( O (x) + WD (x) + 50 (x)
+—(32+y—A(s))G (x’s))(—52+y—A(s)) , n=1.

lorsque p — 1 (3.5) devient la solution approximative de I’équation (3.I) c’est-a-dire

V(x,5) S Hy(x,8) = ) vi(x,5). (3.7)
i=0

Exemple 3.1.
gx, )= (> +2t+2)x* —4e’,a(t) = 1*

0<x<1l,0<t=T,a=p=y=1,

Ox)=x>,P(x)=x%0<x<1,

(1) Lo (1) L "o<t<T
n(t) =—-e’ ,m(r)=—e’, <T.
3 4

la solution exacte est

v(x, 1) = x°e’

Ainsi, on cherche la solution selon la métode (LT-HPM), par substitution des données pré-
cédentes dans (3.1), on obtient :

3 sx%+x2 -2

vo(x,8)=s
0 o +s3-2
2
v1(x,s) = —m(—58—57x2—56x2+36—255x2+455—s4x2+4s4—33x2+453+252x2+23x2+2x2)
o+ 80—

9= S(s+1) 45 +4s5+4

va(x,8) =s°(s —

? (55 + 53 — 2)2

vu(x,8)=0, n=3
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3.1 Méthode de transformation de Laplace

2

2
V(x,$) = Ha(x,9) = Y vn(x, 8) = ——
i=0 s—1

Ce qui donne une solution exacte du probléeme v(x, t) = L_I{Hg(x, $)} = x%e’.
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