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Problèmes aux limites avec conditions non locales

Résumé

Dans ce travail, nous intéressons à l’étude de l’existence et l’unicité d’une solution
forte à un problème d’évolutions avec des conditions aux limites non locales de type
intégral pseudo-hyperbolique intégro-différentiel. La preuve est basée sur des estima-
tions à priori et la densité de l’image de l’opérateur engendré par le problème consi-
dérée. Nous avons également utilisé une méthode semi-analytique pour estimer cette
solution est perturbation de l’homotopie. De plus, nous concluons les résultats obtenus
par des exemples illustratifs.

Mots-clés : Equation intégro-différentielle pseudohyperbolic, Estimation a
priori, Condition intégrale, Existence et unicité, transformation de Laplace, Méthode
de perturbation de l’homotopie.



v

Boundary problems with non-local conditions

Abstract

In this work, we are interested in the study of the existence and uniqueness of a
strong solution to evolution problem with non-local boundary conditions of integral
type pseudo-hyperbolic integro-differential. The proof is based on priori estimates and
the density of the image of the operator generated by the problem considered. We also
used semi-analytical method to estimate this solution, is homotopy perturbation. In
addition,. We conclude the results obtained by illustrative examples.

Keywords :Pseudo-hyperbolic integro-differential equation,Apriori estimate,
Integral condition, Existence and uniqueness, Laplace transform method, homotopy
perturbation method.
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TABLE DESMATIÈRES 1

Notations
Pour facilité la lecture, on commence par introduire les différentes notations utilisées
tout au long de ce travail.

N : ensemble des nombres entiers naturels
N∗ :=N\ {0}.

R : ensemble des nombres réels.
C : ensemble des nombres complexes.
Ω : Domaine borné dans R.

Γ : La frontière deΩ.

Lp (Ω) : espace des fonctions mesurables de puissance p ∈ [0,+∞[ intégrables surΩ.

L∞(Ω) : espace des fonctions mesurables essentiellement bornées surΩ.

C (Ω) : espace des fonctions continues surΩ.

C n(Ω) : espace des fonctions f :Ω−→R dérivables n fois et f (n) continues.
T : opérateur linéeaire.
D(T ) : domaine de définition de l’opéerateur T.

G(T ) : graphe de l’opérateur T.

R(T ) : image de l’opérateur T.

N (T ) : noyau de l’opérateur T.

M : fermeture de l’ensemble M .

M⊥ : orthogonal de l’ensemble M .

X ;Y : des espaces de Banach de normes respectives ‖.‖X ;‖.‖Y .

L (X ;Y ) : espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y ,

cet espace est muni de la norme ‖B‖L (X ;Y ) = sup
u 6=0

‖Bu‖Y

‖u‖X
.

H : espace de Hilbert où la norme et le produit scalaire sont notées respectivement par
|.|, (.; .).
L (H) : espace des opérateurs linéaires continus dans H .

Γ(.) : La fonction Gamma.
B(., .) : La fonction Bêta.
Re(.) : Partie réelle d’un nombre complexe.
[.] : Partie entière d’un nombre réel.

ℑxu =
∫ x

0
u(ξ, t )dξ.

ℑ2
xu =

∫ x

0

∫ η

0
u(ξ, t )dξdη.
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Introduction générale

Les q́uations aux dérivées partielles sont un outil essentiel demodélisation et leur étude
occupe lesmathématiciensdepuis ledix-huitièmesiècle avec les travauxd’Euler, d’Alem-
bert, Lagrange et de Laplace. . . ; au fil de cette dernière quarantaine d’années beau-
coup de phénomènes et de problèmes modernes physiques, mécaniques, biologiques
et technologiques ont été modelés par des équations aux dérivées partielles (EDP), pa-
raboliques ouhyperboliques,mais avecdes conditionsnon locales. Ainsi, les conditions
aux bords de type intégrales peuvent être utilisées quand il est impossible de mesu-
rer directement la quantité recherchée sur la frontière où sa valeur totale ou moyenne
est connue. Plus précisément, les conditions standards (Dirichlet, Neumann, . . . ) qui
sont prescrites ponctuellement ne sont pas toujours adéquates car elles dépendent du
contexte physique où les données peuvent êtremesurées à la frontière du domaine étu-
dié. Dans certains cas, il n’est pas possible de prescrire la solution (pression, tempéra-
ture, . . . ) ponctuellement aux bords, parce que la valeur moyenne de la solution peut
être mesurée le long du bord ou le long d’une partie de celui-ci.
La significationphysiquedebasedes conditions intégrales (moyenne, flux total, énergie
totale,masse totale,moment,. . . ) a été la raisonessentielle de l’intérêt croissant à ce type
de problèmes.

Lamodélisationmathématiquedesproblèmes avec conditions intégrales est
rencontrée en physique des plasmas (les processus de diffusion des particules dans un
plasma turbulent.) [2], théorie de transmission de chaleur [20, 56, 8], thermo-élasticité
[60, 42], certainsprocédés technologiques [43], oscillationsd’unmilieu [23], dynamique
des eaux souterraines [4, 64], propagation de l’humidité [4], génie chimique [66], semi-
conducteurs [65], modèles démographiques [29] et en problèmes mathématiques en
biologie [5].
Les problèmes avec des conditions aux limites non-locales ont été étudiés par pleu-
sieurs chercheurs. La signiflcation physique des conditions aux limites non-locales a
servi de base pour lintérêt croissant porté a ce type de problème. La modélisation ma-
thématique des problèmes non-locaux est rencontré en théorie de transmission de la
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chaleur, en théorie des populations, thermo-élasticité, élasticitée, physique de plasma
et en métallurgie [21, 56]. Parmi les travaux récents dans cette direction, nous citons
ceuxdeA. Bouziani [6, 7, 8, 9] qui a étudié des problèmesmixtes pour une classe d’équa-
tions paraboliques et hyperboliques.
Pour tous ces motifs, les EDP avec des conditions intégrales ont bénéficié d’une trés
grande attention. Le premier qui s’est intéressé à l’étude de ces problèmes avec une
condition intégrale ∫ 1

0
u(x, t )d x = 0.

était Cannon [32] en , où il démontra par laméthode dupotentiel, l’existence et l’unicité
de la solution classique d’un problème mixte combinant une condition de Dirichlet et
une condition intégrale pour l’équation de la chaleur lors de l’étude de la conduction
thermique dans une barremétalliquemince chauffée. En utilisant toujours la méthode
du potentiel, Kamynin a établi dans [47] l’existence et l’unicité de la solution classique
d’un problème similaire avec une représentation plus générale en utilisant un système
d’équations intégrales.

La méthode adoptée dans la plupart des articles précédents est celle des in-
égalités d’énergie. Cette dernière appelée la méthode d’analyse fonctionnelle ou la mé-
thode des estimations a priori. Cette méthode basée sur les idées de I.G. Pétrovski [31]
qui l’a utilisé dans la résolution du problème de Cauchy lié aux équations du type hy-
perbolique, par la suite J.Leray [37] et L.Garding[44] ont fait des développements im-
portants de la méthode et son schéma a été présenté par A.A. Dezin [13]. La méthode
a été également utilisée et développée dans les travaux de O.A.Ladyzenskaya [58], K.
Friedrichs[41], N. I. Yurchuk[52, 53], A.V. Kartynnik [10] et de A. Bouziani[62, 15], [16].
En fait, en Cannon[32], Ionkin[56] et Yurchuk[54] ont utilisé la condition intégrale :∫ 1

0
u(x, t )d x = E(t ).

Nous étudions dans la présente mémoire certaines classes de problèmes aux limites
non standard. Nous développons plus exactement la méthode des inégalités de l’éner-
gie à ce problème.
Cetteméthode s’est avérée un outil efficace dans l’étude des problèmes non classiques.
De tels problèmes ont été étudiés par plusieurs auteurs pour différents types d’équa-
tions : paraboliques, pseudo-paraboliques, hyperboliques et du type mixte et cela en
utilisant différentes méthodes.
Le schéma de la méthode a été donné pour la première fois par A. A. DEZIN [14], et
qui peut être résumé comme suit :

D’abord on ramène le problème posé (P) à une équation opérationnelle :

Lu = F, u ∈ D(L),

où l’opérateur L est considéré d’un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F
convenablement choisis.
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On établit les estimations a priori pour l’opérateur L.Ondémontre ensuite la densité de
l’ensemble des valeurs de cet opérateur dans l’espace F.

Plus précisément nous suivrons dans ce travail le schéma suivant :

Schéma

Pour l’opérateur L engendré par le problème considéré, nous démontrons l’inégalité de
l’énergie du type

‖u‖E ≤ c‖Lu‖F, ∀u ∈ D(L). (1)

Cette démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multi-
pliant l’équation donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées
et une certaine fonction poids, et en intégrant sur le domaine.
Le choix de l’opérateur Mu est fondamental, il est dicté par l’équation et les conditions
aux limites. On montre ensuite que l’opérateur L dans E admet une fermeture L. La so-
lution de l’équation opérationnelle

Lu = F, (2)

est appelée solution forte généralisée du problème considéré.
Par passage à la limite, l’estimations (1) est prolongée aux solutions fortes généralisées,
i.e., on a

‖u‖E ≤ c‖Lu‖F. (3)

A partir de là, on déduit l’unicité de la solution de l’équation (2), l’égalité des ensembles
R(L) et R(L), et l’inversibilité de L. L’inverse (L)−1 étant défini sur l’ensemble des valeurs
de l’opérateur L.

La dernière étape, consiste à établir la densité de l’ensemble R(L) dans F et donc l’exis-
tence d’une solution forte généralisée du problème (1).

Laméthode de transformée de Laplace est un outil utilisé pour approcher la so-
lution de différentes classes d’équations aux dérivées partielles linéaires (voir : Suying
et al. [68], A. Merad et A. Bouziani. [17, 18]). La difficulté principale dans l’utilisation
de la méthode de transformation de Laplace consiste à trouver son inverse, car l’in-
verse de la transformation est trés complexe dans certaies situations. Pour surmonter
cette difficulté, il existe de nombreuses techniques numériques permettant d’inverser
la transformation de Laplace. Une bonne comparaison de quatre algorithmes numé-
riques d’inversion de Laplace fréquemment utilisés est donnée par H. Hassanzadeh et
al.[27].
Laméthodedeperturbationd’homotopie (HPM)aétéproposéepar Ji-HuanHe 1998[38]
Cette méthode a été appliquée par plusieurs scientifiques [39, 40], aux différents pro-
blèmes linéaires et non linéaires. Laméthodedeperturbationd’homotopie (HPM)peut
être combinée avec des transformations comme celle de Laplace, pour résoudre des
équations différentielles ordinaires et aussi aux dérivées fractionnaires
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Ce mémoire porte sur l’étude Problèmes aux limites avec conditions non locales. est
composée de trois chapitres.

Dans le Chapitre un, est consacré aux rappels de certaines notions préliminaires
fondamentales et les outils nécessaires dans ce travail concernant les opérateurs li-
néaires non bornés, l’orthogonalité et la densité dans les espaces de Hilbert, inégali-
tés importantes, transformation de Laplace est sa transformation inverse, méthode de
perturbation de l’homotopie combinée avec la transformation de Laplace (LT-HPM) et
quelque lemmes techniques.

Dans le chapitre deux, est réservé à l’étude d’un problème pseudo hyperbolique
intégro-différentielles avec deux conditions intégrales. On transfère le problème à un
autre nonlocale aussi, mais moins compliqué, Puis on décrit le cadre fonctionnel en
précisant les espaces fonctionnels dans lesquels l’étude est faite. Onmontre l’existence
et l’unicité de la solution forte. La démonstration est basée sur une inégalité d’énergie et
sur la densité de l’ensemble des valeurs de l’opérateur engendré par le problème étudié
dans l’espace d’arrivée F.

Dans le chapitre trois, on présente la méthode de perturbation de l’homotopie
avec la transformée de Laplace (LT- HPM). De plus, nous concluons les résultats obte-
nus par des exemples illustratifs.

�Enfin, ce mémoire est clôturée par une bibliographie.



Chapitre

Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels et notions de Base

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques notions et résultats qui seront utili-
sés tout au long de ce travail. Pour plus de détails, des références à la littérature seront
systématiquement données.
On se place dans un cadre hilbertien (H1 −→ H2), où Hi est un espace de Hilbert sur
K = R ou C, muni de la norme |.|i et le produit scalaire (., .)i , (i = 1,2).

1.1.1 Espace normés

Définition 1.1. (voir [[26], page 21]).(Norme) Soit E un espace vectoriel sur le corps K
(K= R ou C). Une norme sur E , est une application de ‖.‖ : E −→ R+, vérifiant les condi-
tions suivantes :

i .‖x‖ ≥ 0 et ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.

i i .‖λx‖ = |λ|‖x‖, pour tout x ∈ E et pour tout λ ∈K.

i i i .‖x + y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ pour tout x, y ∈ E .
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1.1 Rappels et notions de Base 8

Remarque 1.1. L’espace vectoriel E muni d’une norme s’appelle espace normé, noté par
(E ,‖.‖).

une application x −→‖x‖ de E dans R+ vérifiant les propriétés ii) et iii) mais pas néces-
sairement la propriété i) est appellée une semi-norme sur E .

1.1.2 Espace de Banach

Définition 1.2. (Suite de Cauchy) Soit E un espace vectoriel normé. Une suite (xn)n∈N de
E est de cauchy si et seulement si,

∀ε> 0, ∃N ∈N, ∀n > m > N =⇒‖xn −xm‖ < ε.

Définition 1.3. (Espace Complet) un espace métrique est dit complet si toute suite de
cauchy admet une unique limite dans l’espace. On notera que tout espace compact est
complet.

Définition 1.4. (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace normé complet.

1.1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5. (produit scalaire ) Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Un produit
scalaire sur E est une application 〈., .〉 : E ×E −→ K telle que pour tout x, y, x1, x2 ∈ E et
pour tout α ∈K on a :

1.〈x, x〉 ≥ 0 et 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0.
2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉.
3. 〈x1 +x2, y〉 = 〈x1, y〉+〈x2, y〉.
4. 〈αx, y〉 =α〈x, y〉.

Définition 1.6. (voir [[30], page 6]). (Espace préhilbertien) Un espace préhilbertien est
un espace vectoriel muni d’un produit scalaire .

Définition 1.7. (Espace de Hilbert ) Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur
K complet pour la norme induite par le produit scalaire .

1.1.4 Opérateurs linéaires bornés

Demaniére général d’un opérateur linéaire est une application A :D(A) ⊆ H1 −→ H2 li-
néaire oùD(A) est le domainededéfinitionde l’application linéaire A, qui est un sous es-
pace vectoriel de H1. Que l’on suppose en général dense dans H1 ; l’opérateur A :D(A) =
H1 −→ H2 est dit bornée si l’image de la boule d’unite (A(BH1 (0,1))) de H1 est bornée
dans H2.
Tout opérateur A est complètement définit par son grapheG(A) qui est un sous espace
vectoriel de H1 ×H2 définit par :G(A) = (v, Av); v ∈D(A).
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1.1 Rappels et notions de Base 9

Pour tout opérateur linéaire A :D(A) ⊆ H1 −→ H2. On note par :

N (A) = {v ∈D(A), Av = 0} (noyau de T)
.

R(A) = {Av, v ∈D(A)} (image de T).

On note L (H1, H2) (resp. L (H1)) l’espace vectoriel des opérateur linéaire continues
dans H2 (resp. des endomorphismes continue du H1)muni de la topologie de la conver-
gence uniforme :

B ∈L (H1, H2), ‖B‖L (H1,H2) = sup
u∈H1/{0}

‖Bu‖H2

‖u‖H1

.

Définition 1.8. On dit qu’une application linéaire continue B ∈L (H1, H2) est inversible
ssi il existe une application B ′ ∈L (H2, H1) telle que :

B ′ ◦B = IH1 , B ◦B ′ = IH2

L’application B ′ si elle existe est unique. On notera B ′ = B−1.

Théorème 1.1. Toute bijection linéaire continue B ∈L (H1, H2) est inversible.

Théorème 1.2. SoitB : H1 −→ H2 une application linéaire. AlorsB est continu si et seule-
ment si le graphe de B est fermé dans H1 ×H2, c’est-à-dire : pour tout suite (xn)n∈N de H1
vérifiant (xn −→ x,n −→∞) dans H1 et (B xn −→ y,n −→∞) dans H2, on a y = B x.

1.1.5 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.9. On dit qu’un opérateur A est fèrmé si son graphe G(A) est fèrmé dans
H1 ×H2 ; i.e, Pour toute suite (un) ⊂D(A) : un −→ u dans H1 et Aun −→ v dans H2, alors
u ∈D(A) et v = Au.
L’opérateur fermé A peut être considéré comme un opérateur borné de son domaine de
définitionD(A) muni de la norme du graphe (‖u‖G := ‖u‖h1 +‖Au‖H2 ) dans H1.

Théorème 1.3. (Théorème du graphe fermé) Si l’opérateur fermé A est définit sur tout
l’espace H1, alors A est borné

(A fermé et D(A) = H1 =⇒ A bor né).

Définition 1.10. On dit qu’un opérateur A est fermable dans H1 s’il admet un prolonge-
ment fermé. Autrement dit A est fermable si et seulement si pour toute suite (un) ⊂D(A)
telle queun −→ 0 et Aun −→ v, alors v = 0. L’opérateur fermé A dont le grapheG(A) =G(A)
est appelé fermeture de A.

Définition1.11. Ondit que l’opérateurS est une extensiondeT siD(T ) ⊂D(S) etTu = Su
pour tout u ∈D(T ) (Autrement dit,G(T ) ⊂G(S)).

Remarque 1.2. Il n’est pas vrai que tout sous espace de H1×H2 est le graphe d’un opéra-
teur.
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1.1 Rappels et notions de Base 10

Proposition 1.1. Un sous espace G ∈ H1 × H2 est le graphe d’un opérateur linéaire si et
seulement si :

(0, y) ∈G ⇒ y = 0. (1.1)

Démonstration. Onnote P1 :G−→ E la projection donnée par p1(x, y) = x si la propriété
(1.1) est vrai alors, (x, y1) ∈ G et (x, y2) ∈ G implique que y1 = y2. Donc : l’application
T : p1G −→ F qui associé à x ∈ p1G implique y ∈ F tel que (x, y) ∈ G est bien définie et
possède G comme son graphe.

Théorème 1.4. (Théoreme de l’isomorphisme)Soient E et F deux espaces de Banach et
soit T un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F . Alors T −1 est continu de F dans
E .

Théorème 1.5. (Théoreme du graphe fermé) Soient E et F deux espaces de Banach. Soit
T un opérateur linéaire de E dans F . On suppose que le graphe de T, G(T ) est fermé dans
E ×F , alors T est continu.

1.1.6 Relation entre l’orthogonalité et la densité dans les espaces de
Hilbert

Définition1.12. Soit M un sous-espaces vectoriel de l’espace deHilbert H1, ondéfinit M⊥
l’orthogonal de M par

M⊥ = { f ∈ H1; < f , g >H1= 0; ∀g ∈ M }.

Proposition 1.2. Soit M un sous-espace vectoriel de l’espace de Hilbert H1. Alors M est
dense dans H1 si et seulement si M⊥ = {0}

Démonstration. Supposons d’abord que M est dense dans H1. Soit f ∈ M⊥ ⊂ H1, soit
{ fn}n∈N suite d’élément de M qui converge vers f . On a < f , fn >H1= 0 pour tout n ∈N.
En passant à la limite, on en conclut que ‖ f ‖H1 = 0. Donc : f = 0, qui donne M⊥ = {0}..

Réciproquement, supposons que M⊥ = {0}. Alors On a (M⊥)⊥ = {0}⊥ = F et comme M ⊂
M . Il s’en suit queM

⊥ ⊂ M⊥, et donc (M⊥)⊥ ⊂ (M
⊥

)⊥maisM est un fermé, alors (M⊥)⊥ =
M , alors on trouve (M⊥)⊥ ⊂ M ⇒ F ⊂ M .D’où F = M .
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1.1 Rappels et notions de Base 11

1.1.7 Espaces des fonctions intégrables :

Définition 1.13. [Podlubny, 1999] Soit Ω = [0,T ] (0 < T < +∞) en intervalle fini de R et
1 ≤ p ≤∞.

1) Pour 1 ≤ P <∞, l’espace LP (Ω) est l’espace des fonctions réelles surΩ telles que f
est mesurable et ∫ T

0
| f (t )|p d t <∞

.
2) Pour P =∞ l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctionsmesurables f bornée presque

partout (P.P) surΩ.

Théorème 1.6. [Podlubny, 1999] SoitΩ= [0,T ] (0 < T <∞) un intervalle fini de R.
1) Pour 1 ≤ P <∞ l’espace LP (Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖ f ‖∞ =
(∫ T

0
| f (t )|P d t

) 1
P <∞

2) Pour L∞(Ω), est un espace de Banach muni de la norme :

‖ f ‖ = inf{M ≥ 0 : | f (t )| ≤ M(P.P ) sur Ω}

1.1.8 Espaces des fonctions continue et absolument continue

Définition 1.14. [Kilbas et al 2006] Soit Ω = [0,T ], (0 < T <∞) un intervalle fini de R et
n ∈N.Ondésigne parC n(Ω) l’espace des fonction f qui ont leurs dérivées d’ordre inferieur
on égale à n continues surΩ, muni de la norme

‖ f ‖C n (Ω) =
n∑

k=0
‖ f (k)‖C (Ω) =

n∑
k=0

max| f (k)(t )|, n ∈N.

En particulier Si n = 0, C 0(Ω) = C (Ω) l’espace des fonctions f continue sur Ωmuni de la
norme

‖ f ‖C (Ω) = max
t∈Ω

| f (t )|.

1.1.9 Fonctions Utiles

Dans cette section, nousprésentons les définitions et quelquespropriétés de la fonction
Gamma d’Euler et la fonction Bêta qui liée a cette fonction.

Fonction Gamma d’Euler

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’euler Γ(z)
quiprolongenaturellement la factorielle auxnombres réelspositifs (etmêmeauxnombres
complexes àparties réellespositives).
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1.1 Rappels et notions de Base 12

Définition 1.15. [Podlubny, 1999] Pour z ∈ C telle que Re(z) > 0. La fonction Gamma
Γ(z) est définie par l’integrale suivante

Γ(z) =
∫ +∞

0
exp−t t z−1d t ,

avec Γ(1) = 1, Γ(0+) =∞, Γ(z) est une fonctionmonotone et strictement décroissante pour
0 < z < 1.
Une propriété importante de la fonction Gamma Γ(z) est la relation de récurrence sui-
vante :

Γ(z +1) = zΓ(z), Re(z) > 0. (1.2)

qu’on peu la démontrer par une intégration par parties

Γ(z +1) =
∫ +∞

0
exp−t t zd t

= [exp−t t z]+∞0 + z
∫ +∞

0
exp−t t z−1)d t

= zΓ(z)

La fonctionGammad’euler généralise la factorielle carΓ(n+1) = n!,∀n ∈N, en effetΓ(1) =
1 et en utilisant la relation (1.2) nous obtenons :

T (2) = 1T (1) = 1!

T (3) = 2T (2) = 2.1! = 2!

T (4) = 3T (3) = 3.2! = 3!
...

T (n +1) = nT (n) = n(n −1)! = n!.
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1.1 Rappels et notions de Base 13

figure 1.1: Courbe représentative de la fonction Gamma

La fonction Bêta

Elle fait partie des fonctions de base du calcul fractionnaire. Cette fonction joue un rôle
important quant elle est combinée avec la fonction Gamma.

Définition 1.16. [Podlubny, 1999] La fonction Bêta est un type d’integrale d’euler définie
pour des nombres complexes z et w par :

B(z, w) =
∫ 1

0
t z−1(1− t )w−1d t ; Re(z) > 0; Re(w) > 0. (1.3)

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivantes :

B(z, w) = Γ(z)Γ(w)

Γ(z +w)
; Re(z) > 0; Re(w) > 0. (1.4)

Il s’ensuit de (1.4) que :

B(z, w) = B(w, z); Re(z) > 0; Re(w) > 0.
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1.1 Rappels et notions de Base 14

La fonction de Mittag-leffler

La fonctionMittag-leffler joue un rôle trés important dans la théorie des équations dif-
férentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans la recherche des solu-
tions des équation différentielles d’ordre fractionnaire. Cette fonction à été introduite
par G.M.mittag leffler [Mittag-leffler1995].

Définition 1.17. [Podlubny, 1999] Pour z ∈C, la fonction deMittag-leffler Eα(z) est défi-
nie comme suite :

Eα(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk +1)
; α> 0. (1.5)

En particulier : E1(z) = expz ; E(z) = cosh(
p

z).
Cette fonction peut ètre généraliser pour deux paramètre pour donner :

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk +β)
; α> 0; β> 0. (1.6)

1.1.10 Inégalités importante

Inégalité intégrale de cauchy-schwarz. Pour touteU ,V ∈ LP (Ω). Nous avons l’inégalité
suivante : ∫

Ω
U (x)V (x)d x ≤

(∫
Ω

U (x)2d x
) 1

2
(∫
Ω

V (x)2d x
) 1

2
. (1.7)

Inégalité de Hölder. PourU ,V ∈ LP (Ω), nous avons :

∫
Ω

U (x)V (x)d x ≤
(∫
Ω

U P (x)d x
) 1

p ×
(∫
Ω

V P (x)d x
) 1

p
, P > 1. (1.8)

Cette inégalité est la généralisation de l’inégalité intégrale de Cauchy-schwarz.
InégalitédeCauchyavec ε. Pour tout ε ; Pour arbitraire a,b dansRnousavons l’inégalité :

|ab| ≤ ε

2
|a|2 + 1

2ε
|b|2. (1.9)

Inégalité de young avec ε. Pour tout ε > 0, et pour arbitraire a, b dans R nous avons
l’inégalité :

|ab| ≤ |εa|P + P −1

P
|b
ε
| P

P−1 , ∀P > 1. (1.10)

Qui est la généralisation de l’énégalité de cauchy avec ε.

UAbbesLag hr our
K henchel a Département de Mathématiques

et Informatiques
2021Meriem &Meroua



1.1 Rappels et notions de Base 15

Inégalité de Poincaré .

Lemme 1.1. Pour u ∈ L2(0, l ). On a l’estimation :

‖ℑxu‖L2(0,l ) ≤
lp
2
‖u‖L2(0,l ) (1.11)

Démonstration. L’inégalité de Cauchy-schwarz entraine

(ℑxu)2 =
(∫ l

x
u(ξ, t )dξ

)2

≤
(∫ l

x
dξ

)(∫ l

x
u(ξ, t )2dξ

)
≤ (l −x)

∫ l

x
(u(ξ, t ))2dξ

≤ (l −x)
∫ l

0
(u(x, t ))2d x.

Par l’intégration sur (0, l ) on trouve :

∫ l

0
(ℑxu)2d x ≤

(∫ l

0
(l −x)d x

)(∫
(u(x, t ))2d x

)
≤ l 2

2

∫ l

0
(u(x, t ))2d x

Par conséquent, on aura :

‖ℑxu‖L2(0,l ) ≤
1p
2
‖u‖L2(0,l ).

Remarque 1.3. L’inégalité (1.11) reste valable si on remplace l’intervalle (0, l ) par une
région bornée Ω de R. Il suffit de remplacer l par mes(Ω) (mesure de Ω) dans (1.11).

Inégalité de Gronwall. L’inégalité de Gronwall joue un grand rôle dans les estimations
des termes integro-différentiels et dont l’utilisation est fréquente pour l’obtention des
estimations a priori dans les normes des espaces sucsités et autres.

Lemme 1.2. (voir [63]) Soit Zi (τ) (i = 1,2,3) sont des fonctions non négatives sur [0,T ],
Z1(τ), Z2(τ) sont intégrables et la foncion Z3(τ) soit non-décroissante. Alors :∫ t

0
Z1(τ)dτ+Z2(t ) ≤ Z3(t )+ c

∫ t

0
Z2(τ)dτ

,
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1.2 Transformation de Laplace 16

découle l’inégalité ∫ t

0
Z1(τ)dτ+Z2(t ) ≤ ect Z3(t ).

1.2 Transformation de Laplace

1.2.1 Définition et Propriétés

Définition 1.18. Soit f :R+ −→C une fonction continue.
- On appelle transformée de Laplace de f, la fonctionL définie par :

L( f )(s) = ∫ ∞
0

exp(−st ) f (t )d t = F (s).

- On appelle transformation de laplace, l’applicationL définie sur C (R+,C) parL( f ).

Remarque 1.4. On peut étendre cette définition aux fonctions f :R+ −→C ayant les pro-
priétés suivantes :
a) f est continue par morcaux, c’est-à-dire que sur chaque intervalle fini de la forme
[a,b], a < b, les discontinuités de f (si elles existent) sont en nombre fini et sont de pre-
miére espèce.
b) f est d’ordre exponentielle, c’est-à-dire qu’il existe M > 0 et a ∈ R telle que | f (t )| ≤
M exp(αt ). La continuité intervient lorsqu’on parlera de la transformée inverse de La-
place.

Sous ces conditions, il est facile de vérifier que
∫ ∞

0
f (t )exp(−st )d t converge pourRe(s) >α

et on peut alors parler de transformée de Laplace de f .

Linéarité
Si les fonctions f1(t ), f2(t ), ...., fn(t ) ont des transformée de laplace, et soit {c1,c2, ....,cn}
un ensemble quelconque de constantes arbitraires. Alors

L
{ n∑

i=1
ci fi (t )

}
=

n∑
i=1

ciL{ fi (t )}. (1.12)

Translation de la transformée

L{exp(−αt ) f (t )} = F (s +a). (1.13)

Transformation d’une dérivée d’ordre supèrieur

Soit f (t ) continu sur 0 ≤ t <∞, et soient f ′(t ), f ′′(t ), ....., f (n−1)(t ) continus parmorceaux
sur tout intervalle fini continu dans [0,∞). Alors

UAbbesLag hr our
K henchel a Département de Mathématiques

et Informatiques
2021Meriem &Meroua



1.2 Transformation de Laplace 17

L{ f (n)} = snF (s)−
n∑

i=1
si−1 f (i−1)(0). (1.14)

où :L{ f (t )} = F (s).

Transformation d’un produit de convolution

Définition 1.19. Le produit de convolution de deux fonctions réelles ou complexes f et
g , est une autre fonction, qui se note généralement f ∗ g et qui est définie par :

( f ∗ g )(t ) =
∫ t

0
f (τ)g (t −τ)dτ. (1.15)

Théorème 1.7. SoitL{ f (t )} = F (s) etL{g (t )} =G(s). Alors :

L{( f ∗ g )(t )} = F (s)G(s). (1.16)
Inversements,

L−1{F (s)G(s)} = ( f ∗ g )(t ).

1.2.2 Transformée Inverse de Laplace

Méthode Analytique Il n’existe pas deméthode analytique générale permettant de cal-
culeru(x, t ) si on connaitU (x, s).Cependant, on connait l’expression exacteu(x, t )pour
certaines fonctionsU (x, s).L’inversionde la transforméede laplace s’effectuepar lebiais
d’une intégrale dans le plan complexe, la formule deBromwichMellin est donnée par :

u(x, t ) =L−1(U (x, s)) = 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
exp(st )U (x, s)d s.

Avecγ choisi de sorteque l’integrale soit convergente.C’est-à-direγdoit être supérieur à
la partie réelle de tout singularité deU(x,s) et qu’à l’infini (γ est réelle positiveRe(s) = γ),
U (x, s) −→ 0 aumoins rapidement que

1

|s|2 .

En pratique la formule de BromwichMellin est peu utilisé, et on calcule les inverses des
transformes de Laplace à partir des tables de transformes de Laplace.
Méthodenumérique (L’algorithmedeStehfest)Pour les cas defigure pour lesquels on
ne peut pas trouver une solution analytique, on peut employer la méthode numérique
suivante :
Laméthode de Stehfest, aussi connu sous le nom d’algorithme de Stehfest, est unemé-
thode qui permet de calculer les valeurs de u(x, t ). Elle a été publée par Harald Stehfest
en 1970.
La transformée inverse de la fonctionU (x, s) peut se calculer par :

u(x, t ) ' ln2

t

2m∑
n=1

βnU
(
x;

n ln2

t

)
, (1.17)

avec,
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βn = (−1)n+m
mi n(n,m)∑
k=[ n+1

2 ]

km(2k)!

(m −k)!k !(k −1)!(n −k)!(2k −n)!
(1.18)

oùm est un nombre entier positif impair et [q] désigne la partie entiére du nombre réel
q .
Pour m = 5, les premiers βn sont donnés par :

β1 = 1

12
,β2 =−385

12
,β3 = 1279,β4 =−46871

3
,β5 = 505465

6
,β6 =−473915

2
,β7 = 1127735

3
,

β8 =−1020215

3
,β9 = 328125

2
,β10 =−65625

2
.

1.3 Méthode de perturbation de l’homotopie combinée
avec la transformation de Laplace(LT- HPM)

1.3.1 Idée de base de la méthode de perturbation de l’homotopie

Laméthode de perturbation de l’homotopie a été proposée par Ji-HuanHe en 1998 [38]
et a été développée et améliorée par lui-même [39, 40]. Pour illustrer les idées de base
de cette méthode, nous considérons l’equation fonctionnelle non-linéaire suivante :

A(u)− f (r ) = 0; r ∈Ω, (1.19)

avec la condition aux limites suivante :

B(u;
∂u

∂η
) = 0; r ∈ Γ, (1.20)

où A est un opérateur fonctionnel général, B un opérateur de frontiére, f (r ) est une
fonction analytique connue et est la frontiére du domaine. L’opérateur A peut-être dé-
composé en deux opérateurs L et N , où L est linéaire et N est un opérateur non linéaire.
L’equation (1.19) peut donc s’écrire comme suit :

L(u)+N (u)− f (r ) = 0. (1.21)

En utilisant la technique d’homotopie, nous construisons une homotopie :
v(r ; p) :Ω× [0,1] −→R, (1.22)

qui satisfait :

H(v, p) = (1−p)[L(v)−L(u0)]+p[A(v)− f (r )] = 0; r ∈Ω. (1.23)

où
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H(v ; p) = L(v)−L(u0)+p[L(u0)+N (v)− f (r )] = 0 (1.24)

où p ∈ [0;1] est un paramètre d’inclusion, u0 est une approximation initiale de l’équa-
tion (1.19), qui vérifie les conditions aux limites. Évidemment, à partir des équations
(1.23) et (1.24), nous aurons :

H(v.0) = L(v)−L(u0) = 0 (1.25)

H(v ;1) = A(v)− f (r ) = 0 (1.26)

Le changement de p de zéro à l’unité ne sont que celles de v(r ; p) de u0(r ) á u(r ).

En topologie, on parle de déformation, et L(v)−L(u0), A(v)− f (r ) sont appelés homo-
topie. En 1998 Ji-HuanHe, a utilisé le paramt̀re d’inclution p comme un ”petit paramè-
tre”, et suppose que la solution d’q́uation (1.23) et (1.24) peut être écrite comme série
de puissance en p :

v = v0 +pv1 +p2v2 + ....... (1.27)

Nous prenons p −→ 1, on aboutit à l’approximation de la solution de l’équation (1.19).

u = lim
p−→1

v = v0 + v1 + v2 + ..... (1.28)

La combinaisonde laméthode de perturbation et de laméthode d’homotopie est appe-
lée méthode de perturbation de l’homotopie (HPM), qui a éliminé les limitations des
techniques de perturbation traditionnelles. La série (1.28) est convergente pour plu-
sieurs de cas. Certains critères sont suggérés pour la convergence de la série (1.28), dans
[38].

1.3.2 LaméthodeHPMcombinée avec la transformationdeLaplace

Dans les éxemples suivantnousexposons laméthodedepertubationd’homotopie (HPM)
combinéeavec la transformationdeLaplace (LT).

Exemple 1.1. On considére l’équation de Riccati suivante :
du

d t
= 2u −u2 +1, t ∈Ω(Ω= [0,+∞)) (1.29)

u(0) = 0, (1.30)

la solution exacte de (1.29) et (1.30) est donnée par :

u(t ) = 1+p
2tanh

(p
2t + 1

2
log

(p2−1p
2+1

))
,

d’autre part, le dévlopement de taylor de u au voisinage de 0 est

u(t ) = t + t 2 + 1

3
t 3 − 1

3
t 4 − 7

15
t 5 − 7

45
t 6 + 53

315
t 7 + 71

315
t 8 . . . .
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On cherche maintenant la solution selon la méthode (LT-HPM). Appliquant l’opérateur
L à l’équation (1.29), on obtient

sU (s)−U (0) =L(2u(t )−u2(t )+1),

d’où

U (s)− 1

s
u(0) = 1

s
L(2u(t )−u2(t )+1), (1.31)

en appliquant l’inverse de l’opérateurL à l’équation (1.31), on obtient :

u(t ) =L−1
{1

s
L(2u(t )−u2(t )+1)

}
+u(0) (1.32)

Nous construire l’homotopie suivantes :
v(t ; p) :Ω× [0;1] −→R (1.33)

v(t )−u(0) = pL−1
{1

s
L(2v(t )− v2(t )+1)

}
(1.34)

supposons que la solution de (1.33) soit écrire comme la série suivante :

v(t ) =
∞∑

j=0
p j v j (t ), (1.35)

en remplaçant (1.35) dans (1.34), on obtient
∞∑

j=0
p j v j (t )−u(0) = pL−1

{1

s
L

(
2

∞∑
j=0

p j v j (t )−
( ∞∑

j=0
p j v j (t )

)2 +1
)}

.

En identifiant les termes avec ceux de mêmes puissance de p, on trouve



p0 : v0(t ) = u(0) = 0,

p1 : v1(t ) =L−1(s−1L{2v0 − v02 +1}) = t ,

p2 : v2(t ) =L−1(s−1L{2v1 −2v0v1}) = t 2,

p3 : v3(t ) =L−1(s−1L{2v2 −2v0v2 − v2
1}) = 1

3
t 3,

p4 : v4(t ) =L−1(s−1L{2v3 −2v0v3 −2v1v2}) =−1

3
t 4,

...

p i : vi (t ) =L−1(s−1L
{

2vi−1 −
i−1∑
j=0

v j vi− j−1

}
).
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lorsque p −→ 1, (1.35) devient la solution approximative de l’equation (1.29), c-à-d,

u(t ) = lim
p−→1

v = v0 + v1 + v2 + v3 + v4 + v5 + v6 + v7 + v8 + . . . .

u(t ) = t + t 2 + 1

3
t 3 − 1

3
t 4 − 7

15
t 5 − 7

45
t 6 + 53

315
t 7 + 71

315
t 8 . . . .

Exemple 1.2. Dans le réctangle Ω = (0, l ) × (0,T ) on considère l’équation déférentielle
partielle non linéaire suivante :

∂u

∂t
+u

∂u

∂x
= ∂2u

∂x2
, (x, t ) ∈Ω (1.36)

avec la condition initiale
u(x,0) = x. (1.37)

La solution éxacte de (1.36)-(1.37) est donnée par :

u(x, t ) = x

1+ t
,

le développement de taylor par rapport à t de la fonction u au voisinage de 0 est :

u(x, t ) = x(1− t + t 2 − t 3 + t 4 − t 5 + t 6 − t 7 + t 8 . . .).

On cherche maintenant la solution selon la méthode (LT-HPM), en appliquant l’opéra-
teur L à l’équation (1.36), on obtient,

U (x, s)−u(x,0) =L
(∂2u

∂x2
−u

∂u

∂x

)
,

d’où

U (s, x)− 1

s
u(x,0) = 1

s
L

(∂2u

∂x2
−u

∂u

∂x

)
(1.38)

Appliquons l’opérateurL−1 à l’équation (1.38), on obtient

u(x, t ) =L−1
(1

s
L

(∂2u

∂x2
−u

∂u

∂x

))
+u(x,0),

nous pouvons construire l’homotopie suivante :
v(x; t ; p) :Ω× [0,1] −→R,

v(x, t )−u(x,0) = pL−1
(1

s
L

( ∂2

∂x2
− v

∂v

∂x

))
, (1.39)

supposons que la solution de (1.39) soit écrite comme la série suivante :
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v(t ) =
∞∑

j=0
p j v j (t ), (1.40)

en remplace (1.40) dans (1.39), on obtient

∞∑
j=0

p j v j (x, t )−u(x,0) = pL−1
(1

s
L

( ∞∑
j=0

p j ∂
2v j

∂x2
−

∞∑
j=0

p j v j

∞∑
j=0

p j ∂v j

∂x

))
, (1.41)

En identifiant les termes avec ceux de mêmes puissance de p, on trouve :



p0 : v0(x, t ) = u(x,0) = x,

p1 : v1(x, t ) =L−1
(
s−1L

{∂2v0

∂x2
− v0

∂v0

∂x

})
=−t x,

P 2 : v2(x, t ) =L−1
(
s−1L

{∂2v1

∂x2
− v0

∂v1

∂x
− v1

∂v0

∂x

})
= t 2x,

p3 : v3(x, t ) =L−1
(
s−1L

{∂2v2

∂x2
− v1

∂v1

∂x
− v0

∂v2

∂x
− v2

∂v0

∂x

})
= t 3x,

p4 : v4(x, t ) =L−1
(
s−1L

{∂2v3

∂x2
− v0

∂v3

∂x
− v1

∂v2

∂x
− v2

∂v1

∂x
− v3

∂v0

∂x

})
= t 4x,

...

p i : vi (x, t ) =L−1
(
s−1L

{∂2vi−1

∂x2
−

i−1∑
j=0

v j
∂vi−1

∂x2
−

i−1∑
j=0

v j
∂vi− j−1

∂x

})
.

lorsque p −→ 1, (1.40) devient la solution approximative de l’équation (1.36), c-à-d :
u(t ) = lim

p−→1
v = v0 + v1 + v2 + v3 + v4 + v5 + v6 . . . .

u(t ) = x(1− t + t 2 − t 3 + t 4 − t 5 + t 6 . . .)
.
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Chapitre

Chapitre 2

Etude d’un problème intégro-différentielle pseudo-hyperbolique avec des
conditions intégrales

2.1 Position du problème

Dans le domaine rectangulaire Q =Ω× I = {(x, t ) : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T }, on considère
une équation intégro-différentielle pseudo-hyperbolique :

Lv = ∂2v

∂t 2
−α∂

2v

∂x2
−β ∂3v

∂t∂x2
+γv −

∫ t

0
a(t − s)v(x, s)d s = g (x, t ), (2.1)

avec les conditions initiales

`v = v(x,0) =Φ(x), 0 < x < 1, (2.2)
qv = vt (x,0) =Ψ(x), 0 < x < 1 (2.3)

et ∫ 1

0
v(x, t )d x = n(t ), 0 < t < T, (2.4)

∫ 1

0
xv(x, t )d x = m(t ), 0 < t < T, (2.5)
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2.2 Reformulation du problème 24

où g ,Φ,Ψ, a,n et m sont des fonctions connues α,β,γ et T des constantes positives, de
plus les fonctions Φ(x) etΨ(x) satisfont aux conditions de compatibilité suivantes :∫ 1

0
Φd x = n(0),

∫ 1

0
xΦd x = m(0),

∫ 1

0
Ψd x = n′(0),

∫ 1

0
xΨd x = m′(0).

2.2 Reformulation du problème

Puisque les conditions aux limites intégrales sont non homogènes, il est commode de
converti le problème (2.1)-(2.5) en un problème équivalent avec des conditions inté-
grales homogènes. Pour cela, nous introduisons une nouvelle fonction u(x, t ) comme
suit

v(x, t ) = u(x, t )+U (x, t ), (2.6)

où
U (x, t ) = (−6x +4)n(t )+ (12x −6)m(t ). (2.7)

Le problème (2.1)-(2.5) avec des conditions intégrales non-homogènes (2.4)-(2.5) peut
être réduit de façon équivalente au problème de trouver une fonction u satisfaisant à

Lu = ∂2u

∂t 2
−α∂

2u

∂x2
−β ∂3u

∂t∂x2
+γu −

∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s = f (x, t ), (2.8)

avec les conditions initiales

`u = u(x,0) =φ(x), 0 < x < 1, (2.9)

qu = ut (x,0) =ψ(x), 0 < x < 1 (2.10)

et ∫ 1

0
u(x, t )d x = 0, 0 < t < T, (2.11)

∫ 1

0
xu(x, t )d x = 0, 0 < t < T, (2.12)

où
f (x, t ) = g (x, t ) =U (x, t ) (2.13)

et
ϕ(x) =Φ(x)−`U (x, t ), (2.14)

ψ(x) =Ψ(x)−qU (x, t ). (2.15)

Donc au lieu chercher v, nous cherchons simplement u. La solution du problème (2.1)-
(2.5).
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2.3 Estimaion a priori 25

2.3 Estimaion a priori

Dans ce chapitre, on montre l’existence et l’unicité de la solution forte dans un espace
fonctionnel du problème (2.1)-(2.5). La démonstration est basée sur une estimation a
priori et sur la densité de l’ensemble des valeurs de l’opérateur engendré par le pro-
blème (2.8)-(2.12) équivalent au problème (2.1)-(2.5) en suivant le schéma cité dans
l’introduction. La solution du problème (2.8)-(2.12) peut être considérée comme une
solution du problème sous la forme opérationnelle :

Lu =F, (2.16)

où L = (L,`, q) avec un domaine de définition D(L) constitué de fonctions u ∈ L2(Q) ;

telles que
∂u

∂x
,
∂u

∂t
,
∂2u

∂t 2
,
∂2u

∂x2
,
∂3u

∂t∂x2
∈ L2(Q) et u satisfait (2.11) ainsi que (2.12), l’opéra-

teur L est considéré de B dans F, où B est l’espace de Banach des fonctions u ∈ L2(Q),
dont la norme est :

‖u‖B =
(

sup
0≤τ≤T

∫ 1

0

(
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2 +‖ℑxu(x,τ)‖2

)
d x

) 1
2

,

qui est fini et F est l’espace de Hilbert constitué de tous les éléments de F = ( f ,ϕ,ψ)
dont la norme est

‖F‖F =
(∫

Qτ

‖ f ‖2d xd t +
∫ 1

0
(‖ψ(x)‖2 +‖ϕ‖2)d x

) 1
2

,

ce qui est fini.

Théorème 2.1. Si u(x, t ) est une solution de problème (2.8)-(2.12) et |a(t )| ≤ a1 et β sa-

tisfaisant la condition β≥ T 4a1ε
2
1 +a1

8ε1
+ 1

8ε2
, f ∈ C(Q), on a l’estimation

‖u‖B ≤C‖Lu‖F . (2.17)

Où C est une constante positive indépendante de u; u ∈ D(L)

C =
(max( 1

2 ,ε2, 1
2γ+α

min(1,γ+2α)

) 1
2

.

Démonstration. On pose ℑxu =
∫ x

0
u(ξ, t )dξ et ℑ2

xu =
∫ x

0

∫ η

0
u(ξ, t )dξdη. Multiplions

l’équation (2.8) par Mu =−ℑ2
x
∂u

∂t
, puis intégrons sur le sous domaineQτ = (0,τ)× (0,1)

où 0 ≤ τ≤ T, on obtient :
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−
∫

Qτ

∂2u

∂t 2
ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t +α

∫
Qτ

∂2u

∂x2
ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t +β

∫
Qτ

∂3u

∂t∂x2
ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t − (2.18)

γ

∫
Qτ

uℑ2
x

(∂u

∂t

)
d xd t +

∫
Qτ

(
∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s)ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t =

−
∫

Qτ

f ℑ2
x

(∂u

∂t

)
d xd t .

L’intégration par parties de chaque terme du côté gauche de l’équation (2.18) donne

−
∫

Qτ

∂2u

∂t 2
ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t = 1

2

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x − 1

2

∫ 1

0
‖ℑxψ(x)‖2d x (2.19)

α

∫
Qτ

∂2u

∂x2
ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t = 1

2
α

∫ 1

0
‖u(x,τ)‖2d x − 1

2
α‖ϕ(x)‖2d x, (2.20)

β

∫
Qτ

∂3u

∂t∂x2
ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t =β

∫
Qτ

‖∂u

∂t
‖2d xd t , (2.21)

−γ
∫

Qτ

uℑ2
x

(∂u

∂t

)
d xd t = 1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x − 1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxϕ(x)‖2d x. (2.22)

Substitutions (2.19)-(2.22) dans (2.18) donne

1

2

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x + 1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x + 1

2
α

∫ 1

0
‖u(x,τ)‖2d x

+β
∫

Qτ

‖∂u

∂t
‖2d xd t = 1

2

∫ 1

0
‖ℑxψ(x)‖2d x + 1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxϕ(x)‖2d x + 1

2
α‖ϕ(x)‖2d x

−
∫

Qτ

f ℑ2
x

(∂u

∂t

)
d xd t −

∫
Qτ

(
∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s)ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t .

En utilisant les inégalités de type de Poincaré suivantes

∫ 1

0
‖ℑ2

xu(x,τ)‖2d x ≤ 1

2

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x,

1

2

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x ≤ 1

2

∫ 1

0
‖u(x,τ)‖2d x,∫

Qτ

‖
∫ t

0
u(x, s)d s‖2d xd t ≤ T 2

2

∫
Qτ

‖u‖2d xd t ,
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on obtient

1

2

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x +

(1

2
γ+α

)∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x +β

∫
Qτ

‖∂u

∂t
‖2d xd t (2.23)

+1

4

∫ 1

0
‖ψ(x)‖2d x +

(1

4
γ+ 1

2
α

)∫ 1

0
‖ϕ(x)‖2d x

≤−
∫

Qτ

f ℑ2
x

(∂u

∂t

)
d xd t −

∫
Qτ

(
∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s)ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t .

En utilisant l’inégalité de Cauchy avec ε, le membre droit de (2.23) est borné

−
∫

Qτ

f ℑ2
x

(∂u

∂t

)
d xd t −

∫
Qτ

(
∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s)ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t

≤ ε2

2

∫
Qτ

‖ f ‖2d xd t + 1

2ε2

∫
Qτ

‖ℑ2
x
∂u

∂t
‖2d xd t + a1ε1

2

∫
Qτ

‖
∫ t

0
u(x, s)d s‖2d xd t

+ a1

2ε1

∫
Qτ

‖ℑ2
x
∂u

∂t
‖2d xd t .

On a

−
∫

Qτ

f ℑ2
x

(∂u

∂t

)
d xd t −

∫
Qτ

(
∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s)ℑ2

x

(∂u

∂t

)
d xd t (2.24)

≤ ε2

2

∫
Qτ

‖ f ‖2d xd t +
(T 4a1ε

2
1 +a1

8ε1
+ 1

8ε2

)∫
Qτ

‖∂u

∂t
‖2d xd t ,

en utilisant (2.24) dans (2.23), on obtient

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x +

(
γ+2α

)∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x

+2
(
β− T 4a1ε

2
1 +a1

8ε1
− 1

8ε2

)∫
Qτ

‖∂u

∂t
‖2d xd t

≤ ε2

∫
Qτ

‖ f ‖2d xd t + 1

2

∫ 1

0
‖ψ‖2d x +

(1

2
γ+α

)∫ 1

0
‖ϕ‖2d x,

Si β satisfaisant la condition β≥ T 4a1ε
2
1 +a1

8ε1
+ 1

8ε2
, on obtient
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∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x +

(
γ+2α

)∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x (2.25)

≤ ε2

∫
Qτ

‖ f ‖2d xd t + 1

2

∫ 1

0
‖ψ‖2d x +

(1

2
γ+α

)∫ 1

0
‖ϕ‖2d x,

puisque le membre de droite de (2.25) est indépendante de τ, nous prenons le super-
mum par rapport à τ de 0 à T dans le membre de gauche nous obtenons :

sup
0≤τ≤T

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x+

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x ≤C

(∫
Qτ

‖ f ‖2d xd t+
∫ 1

0
‖ψ(x)‖2d x+

∫ 1

0
‖ϕ(x)‖2d x

)
.

Nous obtenons ainsi l’inégalité

‖u‖B ≤C‖Lu‖F .

AvecC =
(max( 1

2 ,ε2, 1
2γ+α

min(1,γ+2α)

) 1
2

.

Proposition 2.1. L’opérateur L de B dans F est fermable.

Démonstration. Soit {un} ∈ D(L) une suite telle que :
un −→ 0 d ans B , (2.26)

et
Lun −→ ( f ,ϕ,ψ) d ans F, (2.27)

il faut démontrer que
f ≡ 0, ϕ≡ 0 et ψ≡ 0.

La convergence de un vers 0 dans B entraîne :

un −→ 0 d ans D ′(Q). (2.28)

D’aprés la continuité de la dérivation de D ′(Q) dans D ′(Q) (2.28) implique

Lun −→ 0 d ans D ′(Q), (2.29)

par ailleurs, la convergence deLun vers f dans L2(Q) engendre

Lun −→ f d ans D ′(Q). (2.30)
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En vertu de l’unicité de la limite dans D ′(Q), on conclut de (2.29) et (2.30) que f = 0.

Ensuite, il s’engendre de (2.27)

`un −→ϕ d ans L2(0,1), qun −→ψ d ans L2(0,1), (2.31)

d’un autre coté, d’après que

‖un‖2
B = sup

0≤τ≤T

∫ 1

0

(
‖ℑx

∂un

∂t
(x,τ)‖2 +‖ℑxun(x,τ)‖2

)
d x

≥
∫ 1

0

(
‖ℑx

∂un

∂t
(x,0)‖2 +‖ℑxun(x,0)‖2

)
d x

=
∫ 1

0

(
‖ℑx qun‖2 +‖ℑx`un‖2

)
d x

donc on trouve ∫ 1

0

(
‖ℑx qun‖2 +‖ℑx`un‖2

)
d x ≤ ‖un‖2

B , ∀n,

alors compte tenu de (2.27), on aura

`un −→ 0 d ans L2(0,1), qun −→ 0 d ans L2(0,1) (2.32)

D’après l’unicité de la limite dans L2(0,1) en vertu de (2.31) et (2.32) on obtient ϕ= 0 et
ψ= 0.

Définition 2.1. La solution de l’équation

Lu =F.

est dite solution forte du problème (2.8)-(2.12)

Théorème 2.1 est valide pour une solution forte, i.e ; on a l’inégalité :

‖u‖B ≤ c‖Lu‖F , ∀u ∈ D(L). (2.33)

Par conséquent, cette dernière inégalité entraïne les corollaires suivants

Corollaire 2.1. La solution du problème (2.1)-(2.5) est unique si elle existe et dépend
continûment de F ∈ F.

Corollaire 2.2. L’ensemble des valeurs R(L) de l’opérateur L est égale à la fermeture R(L)
de R(L).
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Démonstration. Soit z ∈ R(L), alors il existe une suite de Cauchy {zn}n dans F constituée
des éléments de l’ensemble R(L) telle que

lim
n−→+∞zn = z.

Il existe alors une suite correspondante un ∈ D(L) telle que
Lun = zn .

De l’estimation (2.17), on obtient

‖up −uq‖B ≤ c‖Lup −Luq‖F −→ 0,

quand p et q tendent vers l’infini. On peut déduire que {un}n est une suite de Cauchy
dans B , ainsi il existe u ∈ B telle que

lim
n−→+∞un = u d ans B.

En vertu de la définition de L
(

lim
n−→+∞un = u dans B si lim

n−→+∞Lun = lim
n−→+∞zn = z, alors

lim
n−→+∞Lun = z et comme L est fermé donc Lu = z

)
, la fonction u vérifie que :

u ∈ D(L), Lu = z.

Ainsi z ∈ R(L), alors

R(L) ⊂ R(L).

Aussi on conclut ici que R(L) est fermé parce qu’il est complet (tout sous-espace com-
plet d’un espace métrique (non nécessairement complet) est fermé).

�reste à montrer l’inclusion inverse.
Soit z ∈ R(L), alors il existe une suite {zn}n dans F constituée des éléments de l’ensemble
R(L) telle que

lim
n−→+∞zn = z,

où z ∈ R(L), car R(L) est un sous-ensemble fermé d’un espace complet F, donc R(L) est
complet. Il existe alors une suite correspondante un ∈ D(L) telle que

Lun = zn .

De l’estimation (2.33), on obtient :

‖up −uq‖B ≤ c‖Lup −Luq‖F −→ 0,

quand p et q tendent vers l’infini. On peut déduit que {un}n est une suite de Cauchy
dans B , ainsi il existe u ∈ B telle que
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lim
n−→+∞un = u d ans B.

Une fois encore, il existe une suite correspondante {L(un)}n ∈ R(L) telle que

Lun = Lun sur R(L), ∀n.

Donc
lim

n−→+∞Lun = z,

En conséquence z ∈ R(L) et alors on conclut que

R(L) ⊂ R(L).

2.4 Existence de la solution

Théorème 2.2. Si β satisfaisant la condition β ≥ T 4a1ε
2
1 +a1

8ε1
+ 1

8ε2
, alors le problème

(2.8)-(2.12) admet une solution unique et forte u = L
−1

( f ,ϕ,ψ) = L−1( f ,ϕ,ψ).

Démonstration. Pour prouver que le problème (2.8)-(2.12) admet une solution forte
pour tout arbitraire ( f ,ϕ,ψ) ∈ F, il suffit de prouver que R(L) est dense dans F, tout
d’abord pour le cas où L est réduit à L0 = (L,`, q) avec le domaine D(L0) = {u/u ∈ D(L) :

`u = 0et qu = 0}. pour ce faire, nous démontrons la proposition suivant :

Proposition 2.2. Dans les conditions du théorème 2.1,pour ω ∈ L2(Q) et pour tout u ∈
D(L0), nous avons ∫

Q
Lu.ωd xd t = 0, (2.34)

alors ω s’annule presque partout dans Q.

Démonstration. L’égalité (2.34) peut s’écrire comme suit

∫
Qτ

∂2u

∂t 2
ωd xd t =α

∫
Qτ

∂2u

∂x2
ωd xd t +β ∂3u

∂t∂x2
ωd xd t −γ

∫
Qτ

uωd xd t (2.35)

−
∫

Qτ

f ωd xd t +
∫

Qτ

(
∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s)ωd xd t ,

à partir de légalité (2.35), nous donnons la fonction ω en termes de u comme suit :
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ω=−ℑ2
x
∂u

∂t
. (2.36)

En substituant ω dans (2.35) par sa représentation (2.36), on obtient :

∫
Qτ

∂2u

∂t 2

(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t =α

∫
Qτ

∂2u

∂x2

(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t (2.37)

+β ∂3u

∂t∂x2

(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t −γ

∫
Qτ

u
(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t

−
∫

Qτ

f
(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t +

∫
Qτ

(
∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s)

(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t ,

par intégrationparparties et en tenant comptedes conditions (2.11) et (2.12), onobtient

−
∫

Qτ

∂2u

∂t 2

(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t = 1

2

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x − 1

2

∫ 1

0
‖ℑx qu‖2d x (2.38)

= 1

2

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x,

α

∫
Qτ

∂2u

∂x2

(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t = 1

2
α

∫ 1

0
‖u(x,τ)‖2d x + 1

2
α‖`u‖2d x (2.39)

=−1

2
α

∫ 1

0
‖u(x,τ)‖2d x,

β

∫
Qτ

∂3u

∂t∂x2

(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t =−β

∫
Qτ

‖∂u

∂t
‖2d xd t , (2.40)

−γ
∫

Qτ

u
(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t = −1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x + 1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑx`u‖2d x (2.41)

=−1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x.

La substitution de (2.38), (2.39), (2.40) et (2.41) dans (2.37) donne :

1

2

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x + 1

2
α

∫ 1

0
‖u(x,τ)‖2d x +β

∫
Qτ

‖∂u

∂t
‖2d xd t (2.42)

+1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x ≤

∫
Qτ

(
∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s)

(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t
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Par l’utilisation de l’inégalité de Cauchy avec ε, le côté droit de (2.42) est borné

∫
Qτ

(
∫ t

0
a(t − s)u(x, s)d s)

(
−ℑ2

x
∂u

∂t

)
d xd t ≤ T 4a1ε

2
1 +a1

8ε1

∫
Qτ

‖∂u

∂t
‖2d xd t (2.43)

En utilisant (2.43) dans (2.42), nous obtenons

1

2

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x +

(
β− T 4a1ε

2
1 +a1

8ε1

)∫
Qτ

‖∂u

∂t
‖2d xd t

+1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x + 1

2
α

∫ 1

0
‖u(x,τ)‖2d x ≤ 0,

si β satisfait β≥ T 4a1ε
2
1 +a1

8ε1
+ 1

8ε2
, on obtient

1

2

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x + 1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x + 1

2
α

∫ 1

0
‖u(x,τ)‖2d x ≤ 0, (2.44)

nous obtenons comme le membre droite de (2.44) est indépendant de τ, nous prenons
le supermumpar rapport à τ de 0 à T dans le membre gauche nous obtenons :

sup
0≤τ≤T

1

2

∫ 1

0
‖ℑx

∂u

∂t
(x,τ)‖2d x + 1

2
γ

∫ 1

0
‖ℑxu(x,τ)‖2d x + 1

2
α

∫ 1

0
‖u(x,τ)‖2d x ≤ 0,

où
u = 0.

Nous mettons u = 0 dans (2.36) qui donne ω≡ 0 dans L2(Q).

Maintenant passant à la démonstration du théorème 2.2. A cette fin, il suffit de prouver
que R(L) est dense dans F. On suppose que pour certainW = (ω,ω0,ω1) ∈ R(L)⊥ et pour
tout u ∈ D(L) ≡ B , alorsW vérifie l’égalité :∫

Q
Lu.ωd xd t +

∫ 1

0
`u.ω0d x +

∫ 1

0
qu.ω1d x = 0. (2.45)

Il faut prouver queW = (0,0,0). Mettons u ∈ D(L0) dans (2.45),on obtient∫
Qτ

Lu.ωd xd t = 0, u ∈ D(L0).

Alors la proposition 2.2 implique que ω≡ 0. Donc (2.45) prend la forme
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2.4 Existence de la solution 34

∫ 1

0
`u.ω0d x +

∫ 1

0
qu.ω1d x = 0.

Puisque les ensembles des valeurs des opérateurs ` et q sont indépendants et les en-
sembles des valeurs ` et q sont partout denses dans L2(Q), alors on trouve que ω0 ≡ 0
et ω1 ≡ 0. Donc W ≡ (0,0,0), ce qui implique que R(L0) = F. Considérons maintenant le
cas général. Du fait que R(L0) est dense dans F, on conclut qu’on peut prouver que R(L)
est dense dans F au moyen de la méthode de continuation le long du paramètre. Cela
achève la démonstration du théorème 2.2.
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Chapitre

Chapitre 3

Appliations de la méthode HPM

Dans ce chapitre, nousprésentons l’applicationde laméthodedeperturbationd’homo-
topie (HPM) aux problème intégro-différentielle pseudo-hyperbolique avec des condi-
tions intégrales

3.1 Méthode de transformation de Laplace

Supposons que v(x, t ) est définit et est d’ordre exponentiel pour t ≥ 0 c’est-à-dire qu’il
existe A,γ > 0 et t0 > 0 tels que |v(t )| ≤ Aexp(γt ) pour t ≥ t0. Supposons aussi que la
transformée de Laplace V (x, s), existe et est donnée par

V (x, s) = L{v(x, t ); t −→ s}

=
∫ ∞

0
v(x, t )exp(−st )d t

où s un paramètre positif. Prenant la transformation de Laplace des deux côtés de (2.1),
nous obtenons

− (α+ sβ)
∂2V

∂x2
(x, s)+ (s2 +γ− A(s))V (x, s) =G(x, s)+Ψ(x)+ sΦ(x)−βΦ′′(x), (3.1)
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3.1 Méthode de transformation de Laplace 36

oùG(x, s) =L{g (x, t ), t −→ s}. De même, nous avons∫ 1

0
V (x, s)d x = N (s),

∫ 1

0
xV (x, s)d x = M(s), (3.2)

où
N (s) =L{n(t ), t −→ s}, M(s) =L{m(t ), t −→ s} (3.3)

Ainsi, l’équation considérée est réduite à un problème de valeur limite gouverné par
une équation différentielle ordinaire non homogène de second ordre.

3.1.1 Méthode de perturbationde l’homotopie avec transformation
de Laplace (LT- HPM)

Après l’application de la transformation de Laplace et d’après la téchniqueHPM, pour
déterminer la solution approché de l’équation (3.1) nous construisons une homotopie
proposée par Madani et al [45], sous la forme suivant :

V (x, s) = P

s2 +γ− A(s)

(
(α+sβ)

∂2V (x, s)

∂x2
+G(x, s)

)
+ 1

s2 +γ− A(s)

(
Ψ(x)+sΦ(x)−β∂

2Φ

∂x2

)
, n ≥ 1.

(3.4)
La solution de L’équation (3.4) s’écrit sous la forme d’une série comme suit

V (x, s) =
∞∑

i=0
P i vi (x, s), (3.5)

où vi (x, s), i = 0,1,2, . . . sontdes fonctionsquidevraient êtredéterminées. En substituant
(3.5) dans (3.4), on obtient

∞∑
i=0

P i vi (x, s) = P

s2 +γ− A(s)

(
(α+ sβ)

∞∑
i=0

P i ∂
2vi (x, s)(x, s)

∂x2
+G(x, s)

)
(3.6)

+ 1

s2 +γ− A(s)

(
Ψ(x)+ sΦ(x)−β∂

2Φ

∂x2

)
, n ≥ 1.

En identifiant les termes avec ceux de mêmes puissance de p dans (3.6), on trouve :

P 0 : v0(x, s) = 1

s2 +γ− A(s)

(
Ψ(x)+ sΦ(x)−β∂

2Φ(x)

∂x2

)
.

P 1 : v(x, s) = (α+ sβ)

(s2 +γ− A(s))2

(
s
∂2Φ(x)

∂x2
+ ∂2Ψ(x)

∂x2
−β∂

4Φ(x)

∂x4

)
+ 1

(s2 +γ− A(s))
G(x, s)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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3.1 Méthode de transformation de Laplace 37

P n : vn(x, s) = (α+ sβ)

(s2 +γ− A(s))

∂2

∂x2
Vn−1(x, s), n ≥ 2.

Donc

P 0 : v0(x, s) = 1

s2 +γ− A(s)

(
Ψ(x)+ sΦ(x)−β∂

2Φ(x)

∂x2

)
.

vn(x, s) =
( α+ sβ

(s2 +γ− A(s))2

(
−βΦ(2n+2)(x)+Ψ(2n)(x)+ sΦ(2n)(x)

)
+ 1

(s2 +γ− A(s))
G (2n−2)(x, s)

)( α+ sβ

s2 +γ− A(s)

)(n−1)
, n ≥ 1.

lorsque p −→ 1 (3.5) devient la solution approximative de l’équation (3.1) c’est-à-dire

V (x, s) ∼= Hn(x, s) =
n∑

i=0
vi (x, s). (3.7)

Exemple 3.1.
g (x, t ) = (t 2 +2t +2)x2 −4e t , a(t ) = t 2

0 < x < 1,0 < t ≤ T,α=β= γ= 1,

Φ(x) = x2,Ψ(x) = x2,0 < x < 1,

n(t ) = 1

3
e t ,m(t ) = 1

4
e t ,0 < t ≤ T.

la solution exacte est
v(x, t ) = x2e t

Ainsi, on cherche la solution selon lamétode (LT-HPM), par substitution des données pré-
cédentes dans (3.1), on obtient :

v0(x, s) = s3 sx2 +x2 −2

s5 + s3 −2

v1(x, s) =− 2

(s5 + s3 −2)2

(
−s8−s7x2−s6x2+s6−2s5x2+4s5−s4x2+4s4−s3x2+4s3+2s2x2+2sx2+2x2

)

v2(x, s) = s3(s +1)
4s2 +4s +4

(s5 + s3 −2)2

vn(x, s) = 0, n ≥ 3
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V (x, s) = H2(x, s) =
2∑

i=0
vn(x, s) = x2

s −1

Ce qui donne une solution exacte du problème v(x, t ) =L−1{H2(x, s)} = x2e t .
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